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M. Norerner. George Salmon. 1 


George Salmon. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Aus dem Kreise der Manner, die um die Mitte des vorigen Jahr- 
hunderts die algebraische Formentheorie geschaffen und der algebraischen 
Geometrie einen neuen Inhalt gegeben haben, ist Salmon als letzter und 
héchstbetagter geschieden; und obwohl seit Dezennien in ihm der Mathe- 
matiker hinter den Theologen zuriickgetreten ist, wirkt er heute noch 
durch seine Werke lebendiger und unmittelbarer auf die Kenntnis und 
damit den Fortschritt der Wissenschaft ein als seine groBen Mitforscher. 
Auch seine Leistungen in diesen Blittern zu wiirdigen, erscheint als eine 
Pflicht der Annalen.*) 

George Salmon ist am 25. Sept. 1819 in Dublin geboren. Abge- 
sehen von der Schulerziehung in Cork verliuft sein ganzes tibriges Leben 
am Trinity College von Dublin, welches die dortige Universitat tiberhaupt 
umfaBt. An dieser seiner Studienuniversitit graduierte er schon 1839 in 
Mathematik als ,,first senior moderator“ und erhielt 1840 den Mudden- 
Preis, 1841 eine der mit ansehnlichen Berechtigungen verbundenen Fellow- 
Stellen des Collegs; bald hatte er auch als Tutor eine gréBere Zahl 
Studierender anzuleiten und zu unterrichten, wie auch an den Priifungen 
teilzunehmen. Bis 1866 sollte diese Titigkeit dauern, neben der er seit 
1858 noch als ,,.Donegal-Lecturer“ fiir Studierende des Ingenieurfaches den 
Infinitesimalkalkiil lehren konnte. Zugleich aber hatte sich Salmon der 
Theologie zugewandt: er erwarb deren Grade und veréffentlichte 1861 eine 
erste Reihe von an der College-Kapelle gehaltenen Predigten. In diesen 





*) Die wenigen mir bekannt gewordenen Lebensdaten entnehme ich einem 
Artikel der Zeitschrift Nature, Nr. 1788 vom 4. Febr. 1904. Eine Wiirdigung Salmons 
gibt Sir R. Ball in den Proc. of the Lond. Math. Soc. (2), I, von Juni 1904, aber 
nur vom Standpunkte der angewandten Mathematik. Ein Schriftenverzeichnis enthilt 
der Catalogue of scient. pap. der R. Soc. von London, Bd. V, 1871; fiir Zusiitze vgl. 
Poggendorffs Handwoérterbuch, 2. Aufl., Bd III, 1898. 


Mathematische Annalen. LXI 1 











M. Norrurr. 





2 


scheinbar so wohl ausgefiillten Zeitraum nun fillt, 1843 beginnend, die 
ganze mathematisch-produktive Titigkeit Salmons, seine Forschungen und 
die Abfassung der vier groBen Kompendien: 1848 der ,Conic sections“, 
1852 der ,Higher plane curves“, 1859 der ,Modern higher Algebra“, 
1862 der ,,Analytic Geometry of three dimensions“ — eine Tiitigkeit, die 
ihm 1863 die Mitgliedschaft der R. Society von London, dann auch an- 
derer gréBerer Akademien, und die Ehrenpromotionen von Cambridge und 
Oxford, 1868 die Royal Medal der R. Society, 1890 auch ihre Copley- 
Medal bringen sollte. . 

Im Jahr 1866 zum ,,Regius professor of Divinity“ gewihlt, widmete 
Salmon von da an seine Titigkeit der Theologie, von 1888 an in hervor- 
ragendster Stelle der Verwaltung der Universitit. In der ersteren Stellung 
war seine Wirksamkeit fiir die protestantische Kirche Irlands sehr an- 
gesehen, er verdffentlichte noch zwei weitere Serien von College-Predigten 
und mehrere theologische Werke, von denen insbesondere eine _,,[ntro- 
duction to the New Testament“ (1885) viele Auflagen erlebt hat. Die 
Angelegenheiten der Universitit werden durch einen Board geleitet, der 
aus sieben nach der Anciennitit eintretenden Fellows des College zusam- 
mengesetzt ist, und an dessen Spitze ein von der Krone ernannter Provost 
steht; die Befugnis dieses Ausschusses erstreckt sich nicht nur auf die 
Vermégensverwaltung, sondern er besetzt aus seiner Mitte eine Reihe von 
Amtern und schlieSt — jetzt in Verbindung mit einem Rat — auch die 
ganze iibrige Verwaltung in sich, eingeschlossen die Regelung des Studien- 
gangs und die Wahl der Professoren. Da Salmon 1866 seine Fellow- 
Stelle niedergelegt hatte, konnte er nicht nach Anciennitit in den Aus- 
schuB einriicken; aber 1888 wurde ihm, als Nachfolger der bedeutenden 
Physiker und Mathematiker H. Lloyd und J. H. Jellett, das verantwortungs- 
volle und arbeitsreiche Amt des ,,Provost of Trinity College“ iibertragen. 
Diese Stellung behielt er bis an sein Ende bei, linger als irgend einer 
seiner Vorgiinger durch hundert Jahre zuriick und der angesehenste in 
ihrer ganzen Reihe. Mit unbeugsamer Hand regierte er die Universitit 
und wuBte auch von ihr, selbst von ihren theologischen Anstalten, jede 
von auBerhalb kommende Einflu8nahme abzuhalten; MaBregeln konfessio- 
neller Duldung férderte er zwar, in strengem Konservativismus widerstand 
er aber jeder Uminderung der Verwaltung. Mitten aus voller Amtstitigkeit 
verschied Salmon am 22. Januar 1904. Seine Riistigkeit hatte er einem 
tatigen, regelmiBigen, vielfachen Interessen gewidmeten Leben, einem 
heiteren, auch der Kunst und der Geselligkeit zugewandten Sinn, hiiufigen 
Reisen, besonders in die Schweizer Berge, zu danken. Von einigen Ziigen 
seines Wesens, von seiner Jovialitiit, von seiner humoristischen Ader, 
von seiner Fahigkeit zu wahren Freundschaftsgefiihlen, gibt uns seine 
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George Salmon. 


die ) Wiirdigung Cayleys (Nature 1883) Zeugnis; wie denn in Salmon iiber 
1" - den Verwaltungsbeamten, den Theologen, den Mathematiker noch der 
why ; Mensch mit ausgesprochener Persénlichkeit hinausragt. — 
‘a ? 4 
die Zur Zeit, als Salmon in die Dubliner Universitit eintrat, standen dort 
“a! + die mathematischen Wissenschaften in lebhafter Pflege. Neben Humphry 
ind Lloyd und William Rowan Hamilton, der eben seine mechanischen 
°y- Prinzipien ver6ffentlicht hatte und 1843 seine ersten Mitteilungen itiber 
-  Quaternionen machte, wirkte James MacCullagh (1809—1847), von 
ate ' 1836—1843 Inhaber des mathematischen Lehrstuhls. Obwohl dessen 
ail Interesse in erster Linie der theoretischen Optik zugewandt war, wirkte 
ns doch grade seine geometrische Titigkeit so anregend, daB sich eine voll- 
un- 


stiindige irisch-geometrische Schule um ihn bildete, die eine Reihe von 
Jahren hindurch vor allem metrische und infinitesimale Probleme der 
+ Kurven und Fliichen 2° Grades férderte. Einige Theorien des Meisters 
der Schule selbst: so Siitze iiber die Fokaleigenschaften — gleichzeitig 
mit den Chaslesschen publiziert —, neue Erzeugungen von Flaichen 2" 
an 4 Grades, das ,,MacCullaghsche Trigheitsellipsoid“, sind feste Bestandteile 
, _ der Wissenschaft geworden. Unter den Schiilern war einer der begabtesten 
lie 7 Salmons Freund und Mitarbeiter Charles Graves (1812—1899; von 1862 


%: _ an Bischof von Limerick), 1843—-1862 Nachfolger MacCullaghs; er hatte 
lie 1841 Chasles’ Abhandlungen von 1830—1831 (Nouv. Mém. d@e l’Ac. de 
n- . 


Bruxelles) iiber die Kegel und sphirischen Kegelschnitte ins Englische 


a iibertragen, vermehrt mit eigenen Theoremen, und damit jener Schule die 
r neueren Begriffe der franzésischen Geometer zugefiihrt. Andere Ange- 
an hérige jener Schule sind R. Townsend, A. 8. Hart, M. Roberts, J. Casey, etc., 
‘03 lauter Namen, die aus Salmons Biichern wohlvertraut sind. Sie suchte 
7 fiir ihre Bestrebungen ein spezielleres Publikationsorgan, als es die Schriften 
ee der irischen Akademie oder der lokale University Calendar waren; und 
= so verwandelte sich das bisher auf die mehr algebraische Richtung von 
at Cambridge beschriinkte Cambridge Mathematical Journal, dessen vier Bande 
de noch keinen Mitarbeiter von Dublin aufweisen, 1846 in das Cambridge 
xt : and Dublin Mathematical Journal. Bald sollte sich zeigen, wie das leicht 
nd | zugiingliche Organ die Energie der jungen Forscher anregte, ihren Horizont 
aut _ in geometrischer und algebraischer Richtung erweiterte und ihre Kriifte 
= / zur Entfaltung brachte. 

-. 2 : Als ein vollstindiges Textbuch dieser irischen Schule, soweit es die 


- >  Geometrie der Kegelschnitte anlangt, kann Salmons Werk von 1848 iiber 


- die Kegelschnitte*) bezeichnet werden; nur ist es schon erfillt mit dem 
" ee 
ss ; *) A treatise on conic sections, containing an account of some of the most 


: important modern algebraic and geometric methods. 1848. Erschienen um die 
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frischen Hauche eines neuen Geistes. In seinen elementaren Teilen ist es 
wesentlich aus dem Stoff herausgewachsen, welcher von MacCullagh und 
semen Schiilern in den Dublin Examination Papers niedergelegt war: 
zablreiche Aufgaben und Sitze hatten dem Kreis junger Krifte Gelegen- 
heit gegeben, sich im Erfinden einfacher geometrischer und algebraischer 
Beweismethoden zu iiben. Die Gefahr, daB ein so einseitig betriebenes 
Lehrmittel zu Beschranktheit und Erstarrung fiihre, war zwar in der 
Frische der Entwicklungszeit nicht groB; doch Salmon selbst beschwor 
sie dadurch, daB er sich aus der franzésischen Literatur, insbesondere aus 
dem Werke Poncelets von 1822, die allgemeinen Prinzipien — das der 
Dualitiit im Ponceletschen Sinne der reziproken Polaren, das Rechnen mit 
abgekiirzten Gleichungsformen und die Dreieckskoordinaten, ein Einordnen 
von vielem Metrischen unter das Projektive, die projektiven und metrischen 
Umformungen von Poncelet, die Doppelverhiltnis-Geometrie von Chasles — 
zu eigen machte und den ganzen, vom Elementarsten bis zu den héchsten 
Theorien reichenden Stoff in seinen letzteren Teilen eben nach jenen 
neueren iibersichtlichen Methoden ordnete. Offenbar liegt iiberall eine die 
eigene Tatigkeit der Schiiler anregende Lehrtitigkeit zugrunde. 

Dem Buche selbst ging keine einzige Veréffentlichung Salmons iiber 
ebene Geometrie voraus. Héchstens kann man die Note ,,On the properties 
of surfaces of the second degree which correspond to the theorems of 
Pascal and Brianchon on conic sections“ (Philos. Mag. (3), XXIV, p. 49—51, 
datiert vom 5. Okt. 1843) anfiihren, insofern sie schon den Brianchonschen 
Satz als speziellen Fall eines solchen iiber drei Kegelschnitte, die mit 
einem gegebenen Kegelschnitt in doppelter Beriihrung sind, ableitet. Dab 
dieselbe Ableitung schon 1828 von Pliicker (Anal. geom. Entwicklungen, 
I, Nr. 385) gegeben war, weiB Salmon nicht, wie er denn diesen Vor- 
ginger vor 1848 iiberhaupt nicht kennt; und so liefert die leichte Hand- 
habung symbolischer Gleichungsformen, die Salmon hierbei zeigt, ein 
Zeugnis fiir sein selbstiindiges Denken. Eine kurze Note von Nov. 1847 
(,0n the number of normals which can be drawn from a given point to 
a given surface“, Cambr. a. Dubl. Math. J. Ill) mag hier noch genannt 
werden, insofern sie die projektiven Erweiterungsprinzipien Poncelets zuerst 
auf das Normalenproblem anwendet. 

Salmons friiheste Arbeit bezieht sich auf Flichen 2°" Grades und 
schlieBt ganz direkt an MacCullagh an. Dieser hatte schon von 1837 an 
in den Proc. of the R. Irish Acad. die auf alle Flichen 2" Grades an- 
wendbare sog. ,modulare“ Erzeugungsweise gegeben: zu jedem Punkte F 
einer Fokalkurve der Fliche gehért nimlich eine Direktrixgerade d, wobei 


Wende 1847/48, 2% Ausgabe 1850, 3 1855, etc. (Die Ausgabe von 1855 liegt der 
ersten deutschen Bearbeitung von 1860 zugrunde.) 
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George Salmon. 5 


MacCullagh die Kurve so wahlt, daB die beiden Schnittpunkte der Fliache 
mit d konjugiert-komplex sind; dann steht der Abstand irgend eines 
Punktes der Fliche von F in konstantem Verhiltnis zu dem Abstand 
von ad, letzterer gemessen parallel zu einer reellen Kreisschnittebene. 
Neben diesen fiir eine Rotationsflache schon 1836 auch von Chasles 
(Liouv. J. I) gegebenen Fall stellt sich nun der von Salmon (Dubl. Exam. 
Papers von Okt. 1842, Univ. Calendar fiir 1843) behandelte, eigentlich 
niher liegende Fall, daB die beiden Schnittpunkte mit d reell sind: dann 
steht das Quadrat des Abstands irgend eines Punktes der Flaiche von F 
zum Produkt der Abstiinde von den zwei durch d gehenden Ebenen mit 
reellen Kreisschnitten in konstantem Verhiltnis. Salmon nennt diese 
Erzeugungsweise ,umbilikal“, weil die hier zu benutzende Fokalkurve die 
reeilen Nabelpunkte der Fliache enthilt; sie nimmt immer solche Fokal- 
kurven, die nicht zur modularen Erzeugung dienen, und findet beim ein- 
schaligen Hyperboloid nicht statt. Auch diese Erzeugungsweise wurde 
zu gleicher Zeit von andrer Seite (Amiot in C. R. von Dez. 1842 und 
April 1843, wie auch Liouv. J. VIII, 1843) gegeben; und Salmon selbst 
hat seinen Weg, eine zweimalige Anwendung der Polarreziprozitat be- 
ziiglich einer unendlich kleinen Kugel, erst Juni 1847 (Proc. R. Irish 
Acad. III) kurz mitgeteilt. Wie leicht man von hier, indem man einen 
Fokalpunkt als unendlich kleine Kugel auffaBt, die mit der Fliche in 
doppelter Beriihrung ist — auch schon von Chasles C. R. April 1843 
angedeutet —, zu einer groBen Menge allgemeiner Eigenschaften der 
Flachen 2%" Grades gelangt, hat besonders Townsend nachgewiesen (Cambr. 
a. Dubl. Math. J. III, Febr. 1847).*) 


Noch im Jahre 1847 war Salmon von den algebraisch-geometrischen 
Betrachtungsweisen, welche in Cambridge eingesetzt, und noch mehr von 
Pliicker (1834, 1839) und Hesse (1844), auf welche Cayley seit 1845 
hingewiesen hatte, ganz unbeeinfluBt. In den ,,Conic sections“ von 1848 
erscheint nicht einmal der Begriff ,,Determinante“, die héheren Methoden 
werden nur als rein geometrische den Koordinatenmethoden gegeniiber 
aufgefaBt, und erst der deutschen Ausgabe ist es vorbehalten geblieben, 
sie mit den linearen Transformationen in Beziehung zu setzen. Ohne 
Fiihlung mit den invariantentheoretischen Gedanken Booles und Cayleys 
arbeitet Salmon zuniichst ganz aus sich heraus an bedeutenden algebraisch- 
geometrischen Problemen, in deren Verlauf er erst zu dem entscheidendsten 


*) Eine Uhersicht iiber die Geschichte dieser Entwicklungen findet sich in 
E. Kétters ,,Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Kap. XXXV (Jahresber. 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, V,), unter Richtigstellung mancher An- 
gaben von Salmon-Fiedlers Raumgeometrie. 








6 M. Noxtuer. 


Ereignis seines Lebens, zu wissenschaftlicher Beriihrung und zu gemein- 
samer Arbeit mit Cayley, kommen sollte. Diese héheren selbstgesteckten 
und auf eigenen Wegen verfolgten Ziele heben jetzt auch Salmon in der 
Literatur des Cambr. and Dubl. Math. J. scharf iiber die Bestrebungen 
der iibrigen irischen Schule empor. 

Der Mittelpunkt aller algebraisch-geometrischen Bestrebungen Salmons, 
sein Ausgangs- und Zielpunkt ist das Problem der Reziprokalflichen*). 
Er fat den Begriff nicht in dem Gergonne-Pliicker-Cayleyschen allgemeinen 
Sinn der Dualitiit, sondern mit Poncelet im Sinn der reziproken Polaren. 
Schon friiher — nach einer Angabe in den ,,Higher plane curves“ von 
1852 bereits 1840—42, was wohl zu friih datiert ist — hatte er sich 
mit dem Ponceletschen Paradoxon iiber die Gradzahlen einer Kurve und 
ihrer Reziprokalkurve beschaftigt und an Gleichungen von Kurven 3‘ Ord- 
nung die Wirkung von Doppel- oder Riickkehrpunkt auf die Erniedrigung 
der Reziprokalkurve zu studieren begonnen; und 1846 steht er etwa auf 
Pliickers Standpunkt von 1834, indem er die Zahl der Wendepunkte einer 
allgemeinen Kurve n‘* Ordnung kennt, nicht aber dessen Relationen von 
1839 oder Cayleys Erweiterung derselben auf Raumkurven (Liouv. J. 1845). 
Aber kiihn stellt er sich sogleich die Aufgabe, die Klasse einer allgemeinen 
Flache n** Ordnung, also die Klasse ihrer Tangentenkegel, zu bestimmen, 
dadurch daB er die Doppel- und Riickkehrkanten eines solchen Kegels 
ermitteln will. Dies fiihrt Salmon auf eine ganze Reihe neuer Begriffe 
und neuer algebraischer Eliminationsaufgaben. 

Schon die erste Note (1) (siehe unten Anmerkung) fiihrt die Frage 
nach den Doppelkanten des Tangentenkegels der Fliche f(x, y, 2) = 0 auf 





*) Die hier anzufiihrenden Arbeiten sind: 
(1) On the degree of a surface reciprocal to a given one. 
(Cambr. a. Dubl. M. J., II (1847), p. 65—73, vom 25. Nov. 1846.) 
(2) Note on the parabolic points of surfaces. 
(Ibid. II, p. 74—75, vom 14. Dez. 1846.) 
(3) On the condition that a plane should touch a surface along a curve line. 
(Ibid. III (1848), p. 44—46, etwa aus Nov. 1847.) 
(4) On the cone circumscribing a surface of the m*® order. 
(Ibid. IV (1849), p. 188—191, vom 26. Miirz 1849.) 
(5) On the triple tangent planes to a surface of the third order. 
(Ibid. TV (1849), p. 252—260, vom 15. Okt. 1849.) 
(6) On reciprocal surfaces. 
(Proc. R. Irish Acad. VI (1853—54), p. 273—275. Sitzung vom 30. Nov. 1855.) 
(7) On the degree of the surface reciprocal to a given one. 
(Transact. R. Irish Acad. XXIII (1859), p. 461—488, mit zwei aus 1857 da- 
dierten Postskripten; publiziert 1857.) 
(7) Letter to the editor. 
(Quart. J. II, p. 167, vom 13. April 1857.) 
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die Frage nach dem Gewicht der Bedingungen zuriick, welche aussagen, 


daB die beiden Gleichungen f = 0, ; J 


besitzen, gibt aber zunichst nur das Resultat an. Sie gibt die Zahl der 
Riickkehrkanten aus f= 0, of 0, a =, und sie verwendet weiter 
die Polarentheorie zur Untersuchung des Einflusses eines konischen oder 
gewohnlicher biplanarer und uniplanarer Punkte der Flache auf deren 
Klasse; ja sie behandelt schon, wie auch Note (4), den Einflu8 einer 
Doppelkurve und ihrer Kuspidalpunkte, freilich zunichst nur induktiv 
aus speziellen Fallen. Auch Note (2) ist trotz ihrer Ktirze fiir Salmon 
wichtig: er macht die Gleichung formal homogen; er bestimmt die Wende- 
punkte einer Kurve mittels des Ortes der Punkte, deren Polarkegelschnitte 
einen Doppelpunkt haben, und gibt das Verhalten dieser Ortskurve in 
Doppel- und Riickkehrpunkten der Grundkurve richtig an — ungefahr 
gleichzeitig mit Cayley (Cr. J. Bd. 34, 1847), aber ohne Beweis; und er 
bestimmt auf dieselbe Weise die parabolische Kurve einer Flache, immer 
durch Differentiationen und Elimination nach der einen homogen-machenden 
Variabeln. Die Eigenschaft, daB in einem parabolischen Punkt einer Flache 
die Tangentenebene bei Weitergehen in einer bestimmten Richtung sta- 
tionir bleibt, wird erst in Note (3) aufgestellt und durch spezielle Koor- 
dinatenwahl bewiesen. 

Nunmehr aber wurde Salmon durch Cayley auf eine nihere Betrach- 
tung der Fliichen 3" Ordnung, als Beispiel zur Reziprokaltheorie, hin- 
gewiesen. Cayley hatte die Existenz von Geraden auf einer solchen Fliche 
ermittelt, und Salmon leitete 1849 (in (5)) aus der Anzahl der Doppel- 
tangentenebenen des der Flache umschriebenen Kegels die Anzahl ihrer 
Geraden ab, deren Konfiguration dann Cayley studierte. Salmon hin- 
wiederum hat man den Satz zu verdanken, daB diese Geraden die para- 
bolische Kurve je in zwei Punkten beriihren; und ebenso die Modifikationen 
in der Zahl der Geraden und der dreifachen Tangentenebenen, welche 
durch Doppelpunkte der Fliche 3‘ Ordnung bewirkt werden. Vor allem 
aber gelangt Salmon hier schon, durch Aneignung des Joachimsthalschen 
Verfahrens aus Cayleys groBer Arbeit im 34% Band des Crelleschen 
Journals, zu der Fliche, welche die Geraden, und allgemeiner zu der 
Fliche S der Ordnung 11n— 24, welche aus einer Fliche nx‘ Ordnung 
die Kurve 4-punktiger Beriihrung mit Geraden ausschneidet, nebst Be- 
stimmung des Grades der abwickelbaren Fliche dieser Geraden. 

So vorbereitet ging nun Salmon sogleich an die Ausdehnung und 
wirkliche Ausfiihrung der Reziprokaltheorie fiir Flachen n‘* Ordnung, 
schob aber die Veréffentlichung weit hinaus (Note (6) und Aufsatz (7)). 
Insofern es sich dabei um das gegenseitige Verhalten in Schnittstellen der 


= 0 zwei gemeinsame Wurzeln z 
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verschiedenen besonderen Kurven der Reziprokalfliche: ihrer Doppelkurve, 
ihrer Riickkehrkurve handelt, holte er sich AufschluB aus der Reziprokal- 
theorie der Flichen 3°" Ordnung. Zu untersuchen waren fiir eine Fliche 
n*** Ordnung f,, die drei Kegel mit Spitze in einem Punkte O: der Tangenten- 
kegel, der Kegel tiber der Doppelkurve von f, und der iiber der Riick- 
kehrkurve von /,, die Schnitte mit der zweiten Polaren von QO, die Flache 
(nm — 2) (n —3)** Ordnung, welche fiir den ersten Kegel die Doppelkanten 
liefert, usw. Als methodisches Mittel diente ihm eine Erweiterung des 
Joachimsthalschen Verfahrens der Darstellung einer Geraden auf Darstellung 
einer Ebene, wodurch man also bei Untersuchung singulirer Tangenten- 
ebenen von f,, zu ternaéren Eliminationsproblemen gefiihrt wird. Freilich 
erledigt Salmon die so entstehenden schwierigen Aufgaben nicht algebraisch: 
er begniigt sich, auf geometrischem Wege die Existenz abzusondernder 
Faktoren der Eliminationsresultanten nachzuweisen und so zu Gradab- 
zihlungen zu gelangen; oder er bestimmt einzelne numerische Koeffizienten 
seiner Formeln durch Induktion, von der sogar oft nur das Resultat an- 
gegeben wird, und durch Verifikation an einigen Anwendungen auf ab- 
wickelbare und Regelflichen. 

Ubrigens hat auch Schlafli in einem Aufsatz iiber Flichen 3** Ord- 
nung (Quart. J. Il, vom Febr. 1857) dasselbe Feld der Reziprokaltheorie 
fiir die allgemeine Flache f, mit der erweiterten Joachimsthalschen Methode 
bearbeitet und war fiir die abwickelbare Fliche der Doppeltangentenebenen 
von f, direkt auf alle Anzahlen gekommen, nur daB bei ihm der Rang A 
und die Zahl ¢ der dreifachen Tangentenebenen noch in einer Kombina- 
tion vereinigt auftraten, wihrend Salmon indirekt auch ¢ bestimmte (siehe 
2 Nachschrift zu (7)). Uber Salmons Methoden und Resultate in der 
Reziprokaltheorie erheblich hinauszukommen, ist auch dem Algebraiker 
Cayley nicht gelungen, abgesehen davon, daB dem Salmonschen Formel- 
system die Gleichung fiir die Erhaltung des Flichengeschlechts hinzu- 
gefiigt wurde.*) 


Unter den algebraischen Problemen, die sich Salmon in der Rezipro- 
kaltheorie entgegenstellten, war das friiheste die Frage nach der Ordnung 
eines Systems von Bedingungen, so die Frage nach der Anzahl der Schnitt- 
punkte, welche im Schnitt dreier Flichen eine gegebene, den drei Flichen 
auch teilweise vielfach angehérige Kurve absorbiert (Note (1) von Anm. 
S. 6). Die Anwendung von Eliminationsbegriffen auf Abziéhlungen**) ge- 

*) Vgl. meinen Aufsatz iiber Cayley, diese Annalen Bd. 46 (s. Seite 471). 

**) Hierzu gehéren: 

(8) Note on a result of elimination. 

(Cambr. a. Dubl. M. J. III, p. 169—173, vom 25. Apr. 1848.) 
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George Salmon. 


hért nun zu den glinzendsten Leistungen Salmons, und sie war es, die 
ihn zuerst mit Cayley zusammengefiihrt hat. 

Nachdem Cayley sich mit der Anzahl der unabhingigen Bedingungen 
eines Gleichungssystems und mit der Darstellung der Resultante in Quo- 
tientenform beschaftigt hatte (Cambr. a. Dubl. M. J. II und Ill), kommt 
Salmon 1848 (Note (8)), bei der algebraischen Aufstellung der Doppel- 
kurve der rationalen abwickelbaren Flache 4** Klasse, auf ein System 
von 5 Flachen, das zur Definition einer Raumkurve 4** Ordnung dient: 
auf ein ,,System der Ordnung 4“, nach einem von Cayley (in einer Note, 
ibid. IV, die gleichzeitig mit der Salmons hiitte erscheinen sollen) ge- 
brauchten Ausdruck. Cayley ordnet diesen Fall einer allgemeinen Theorie 
unter, die von dem Verschwinden einer Matrix von k Zeilen und k+1 
Kolonnen, mit in den Variablen linearen Elementen, handelt. In ein- 
gehender Weise ist dann Salmon 1857 (10) auf diese Theorie zuriick- 
gekommen: er dehnt sie auf Matrizes aus, deren Elemente von héherer 
als erster Ordnung und von gegebenen Gewichten sind; durch den SchluB 
von » auf » +1 werden allgemeine Funktionalformeln fiir Ordnung und 
Gewicht des abhingigen Systems von Bedingungen gewonnen, und speziell 
werden so die Probleme gelést, daB drei Gleichungen eine gemeinsame 
Wurzel oder daB eine Gleichung eine dreifache oder zwei Doppelwurzeln 
besitze. Mit ihrer wichtigsten Anwendung: der Bestimmung der Doppel- 
punkte einer durch eine symmetrische Determinante dargestellten Fliche, 
ist diese ganze Theorie in Salmons Raumgeometrie tibergegangen. 

Noch 1866 hat sich Salmon abzihlenden Untersuchungen dieser Art 
zugewandt, als er sich ((11) und (12)) zum Ziel setzte, die Anzahl der 
Flichen 2“* Ordnung zu bestimmen, die neun gegebenen Punkt-, Geraden- 
und Ebenen-Bedingungen geniigen. Er versucht, fiir das durch 5 Punkte 
bestimmte Flichensystem die Vielfachheit der auszuscheidenden zerfallen- 
den Lésungen algebraisch zu diskutieren, und gelangt, indem er damals 
schon die Parameter dieses Systems als Koordinaten in einem Raum von 
vier Dimensionen geometrisch deutet, zur Frage nach dem Gesamtschnitt 
von vier dreidimensionalen Gebilden dieses Raumes, bestehend aus F lichen, 
Kurven und isolierten Punkten. Die induktiv gefundenen und nur bei 


(9) On the conditions that an equation should have equal roots. 
(Cambr. a. Dubl. M. J. V (1850), p. 159—165, von Marz 1850.) 
(10) On the order of certain systems of equations. 
(Quarterly J. I (1857), p. 246—257.) 
(11) On some points in the theory of elimination. 
(Ibid. VII (1866), p. 327—-337.) 
(12) Number of surfaces of second degree which can be described to satisfy 
nine conditions. 
(Ibid. VIII (1867), p. 1—7.) 
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volistindigen Schnittgebilden geniigenden Zahlenresultate kénnen nicht 
auf allgemeine Giiltigkeit Anspruch machen; und so stimmen auch — wie 
Salmon selbst bemerkt — fiir einige Bedingungsfille die Zahlen nicht 
mit den von Chasles gleichzeitig in den Comptes Rendus der Pariser 
Akademie veréffentlichten iiberein. 

Als eine Art von Umkehrung dieser Richtung der Eliminationstheorie 
kann eine weitere Gedankenrichtung bezeichnet werden, die fiir die Algebra 
von groBer Bedeutung werden sollte: die nach dem Basisbegriff eines 
Systems von Bedingungen. Auch sie ist aus dem Zusammenwirken von 
Cayley und Salmon hervorgegangen.*) Cayley hatte den Begriff implizit 
verwandt, indem er bei einem besonderen AnlaB (,,0n the developable 
derived from an equation of the 5™ order“, Cambr. a. Dubl. M. J. V) die 
Bedingung, daB eine Gleichung 5%" Grades zwei gleiche Wurzeln habe, 
sukzessive mit Hilfe der Bedingungen, daB sie drei und vier gleiche Wurzeln 
habe, auf iibersichtliche Formen reduzierte. Hierdurch veranlaBt ent- 
wickelt nun Salmon in der diesem Aufsatz angehingten Note (9) den zu- 
grunde liegenden Basisbegriff explizit und prinzipiell: es sei ,,evident“, 
daB, wenn P= 0, Q=0,---, die Bedingungen sind, daB eine Gleichung 
f=0 k gleiche Wurzeln habe, dann jede der Bedingungen, deren System 
ausdriicke, daB f=0 k—h gleiche Wurzeln habe, von der Form 
AP+ BQ+---=0 sein miisse, weil sie durch P=0, Q=0,---, er- 
fiillt werde. Salmon gibt auch eine Reihe von Anwendungen, z. B. die 
quadratischen und die kubischen Relationen fiir m oder n—1 gleiche 
Wurzeln einer Gleichung n‘ Grades, und Cayley verallgemeinert spiter 
die Untersuchung (Quart. J. 18); indessen sind diese Ableitungen in 
»Lessons on higher Algebra“ weggelassen, wohl weil sie direkt aus den 
Matrizesausdriicken leichter gewonnen werden kénnen. 

Man kann von diesen Entwicklungen Salmons nur sagen, daB sie in 
noch unbestimmter Weise eine Richtungslinie angeben, deren Verfolg der 
Zukunft vorbehalten blieb. Ubrigens hat schon Cayley den Begriff etwas 
modifiziert (,,.Note sur la théorie des Hyperdéterminants“, Crelles J., Bd. 42, 
1851, und seine Abhandllung von 1869): wenn irgend ein Eliminations- 
resultat ,,vollstindig* definiert wird durch ein System von Bedingungen 
P=0, Q@=0,---, so miisse jedes andere Eliminationsresultat desselben 
Gleichungssystems in der Form AP+ BQ+---=0 darstellbar sein; 
und darauf beruht auch seine in Salmons Raumgeometrie von 1874 ent- 


haltene Angabe, daB zur Repriisentation einer Raumkurve immer eine | 


Basis von Flachen angenommen werden kénne. Sylvester hat sich an der 


*) Vgl. hier meine Aufsitze iiber Cayley (Bd. 46) und Sylvester (Bd. 50 dieser 
Annalen). 
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George Salmon. 11 


Entwicklung dieser Begriffe, wenigstens fiir binére Formen, nur insofern 
beteiligt (Cambr. a. Dubl. M. J. V), als er von den Identititen der Art 
AP+ BQ+---=0 spricht. 


Salmons Arbeiten iiber Rawmkurven gehéren ebenfalls im wesent- 
lichen der abzihlenden Richtung an. Schon in seiner Note (1) von 1846 
war er fiir Raumkurven selbstindig auf den 1845 von Cayley gegebenen 
Begriff der ,,Linien durch zwei Punkte, die durch einen gegebenen Punkt 
gehen“ gekommen; nur hat er auch die Linien durch zwei getrennte 
Punkte von denen durch einen Doppelpunkt unterschieden und bei der 
ersteren Art in seiner Abhandlung ,On the classification of curves of 
double curvature“ (Cambr. a. Dubl. M. J. V (1850), p. 23—46, vom 21. Juli 
1849) die Bezeichnung ,,scheinbare Doppelpunkte“ eingefiihrt.*) Diese 
Abhandlung selbst schlieBt nicht nur an die schon oben erwahnte Unter- 
suchung Cayleys von 1845 an, der ganze Inhalt ist, nach Salmons eigener 
Erklirung, in Ziel und Resultaten aus gemeinsamer Arbeit der beiden 
Forscher gewonnen. Sie ist eine erste Grundlage fiir die Klassifikation 
der Raumkurven niedrigerer Ordnung geworden; und sie erreicht dieses 
Ziel, indem sie die Kurven als Schnitte von Flichen méglichst niedriger 
Ordnungen diskutiert und aus den Zahlen dieser Schnittflachen die Kurven- 
zahlen zu erschlieBen sucht. Salmon benutzt hierbei nur einfachste Sitze; 
die Zahl der Schnittpunkte einer Fliche n™ mit einer Kurve m‘* Ordnung; 
unbestimmte Abzihlungen iiber die Konstantenzahl der die Raumkurve 
enthaltenden Flichen n‘* Ordnung; die Tatsache, daB eine Beriihrung 
zweier Flichen die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte einer Schnittkurve 
nicht verindert; die Anzahl der Schnittpunkte zweier Kurven eines zer- 
fallenden Schnittes — letzteres in der Raumgeometrie algebraisch mit 
Hilfe einer besonderen Ortsfliche erledigt. Besonders werden *so die 
Raumkurven 4‘ und 5* Ordnung erhalten, wobei als das interessanteste 
neue Ergebnis die rationale Raumkurve 4‘ Ordnung — 2** Spezies, nach 
Cremona — erscheint, deren dualistisches Gegenbild freilich schon von 
Cayley angedeutet war. Auch die Konstantenzab] 4m findet sich fiir die 
rationalen Raumkurven m‘* Ordnung. Wenn Salmon aber sagt: ,,there is 
evidently no difficulty in enumerating in like manner the different possible 
species of curves of higher degrees“, so stellt er sich hierbei irrtiimlicher- 
weise vor, daB man jede Raumkurve sukzessive durch zerfallende Flachen 
schnitte auf Raumkurven niedrigerer Ordnungen zuriickfiihren kénne. 

Was die Abhandlung noch auszeichnet, ist, daB nicht nur, wie bei 
Cayley, allgemeine Kegel iiber der Raumkurve und allgemeine ebene 


*) Hiernach ist eine Stelle in meinem Aufsatz tiber Cayley, Math. Ann. Bd. 46, 
p. 471, Z. 15—16 zu berichtigen. 
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Schnitte ihrer abwickelbaren Fliche auf ihre Singularititenzahlen be- 
handelt werden, sondern auch Kegel und Schnitte von spezieller Lage. 
Fiir einige hierbei noch nicht véllig erledigte Anzahlbestimmungen haben 
aber erst die Theorie der Reziprokalflichen und andere geometrische 
Untersuchungen (Zeuthen, etc.) Aufklirung gebracht. 

Eine verwandte Untersuchungsrichtung Salmons ist die tiber Regel- 
flaichen. Nachdem Cayley die allgemeinen Eigenschaften der Regelflachen 
festgelegt hatte (Cambr. a. Dubl. M. J. VII), bestimmt Salmon (,,0n a 
elass of ruled surfaces“, ibid VIII, p. 45—47, vom 7. Sept. 1852) die 
Natur derjenigen Regelflichen, welche durch eine an drei gegebenen Leit- 
kurven gleitende Gerade erzeugt werden. Ihre Fortsetzung findet die 
Theorie der Regel- und abwickelbaren Flaichen erst in Salmons Aufsatz 
iiber Reziprokalflichen und in Cayleys Arbeiten von 1863 und 1871. 


Vom Jahr 1850 an setzt bei Salmon auch die formentheoretisch- 
algebraische Richtung der Geometrie*) ein. Eine erste Periode beginnt 


*) Dazu ist anzufiihren: ‘ 

(13) Lettre de M. G. Salmon de Dublin a I'éditeur de ce Journal [Sur les points 
d’inflexion des courbes de troisitme degré]. 

(Crelles Journ., Bd. 39, p. 365—366, vom 11. Febr. 1850.) 

(14) Théorémes sur les courbes de troisiéme degré. 
(Ibid., Bd. 42, p. 274—276, vom 24. Juli 1851.) 

(15) Sur la formation de l’équation de la courbe réciproque & une courbe donnée. 
(Ibid., Bd. 42, p. 277—278, von Aug. 1851.) 

(16) A treatise on the higher plane curves, intended as a sequel to a treatise 
on conic sections. 1852. (In deutscher Bearbeitung, nach der zweiten von Cayley 
unterstiitzten Ausgabe von 1873, zuerst 1873.) 

(179 Exercises in the hyperdeterminant calculus. 

(Cambr. a. Dubl. M. J. IX (1854), p. 19—33, vom 23. Sept. 1853.) 

(18) On the contact of right lines with surfaces. 

(Quart. J. I (1857), p. 329—344.) 
(19) On curves of the third order. 
(Philos. Transact. of the R. Soc. of London, vol. 148, p. 5835—542; tiberreicht 
am 1. Juni 1858.) 

(20) Double tangents to plane curves. 
(Philos. Magaz. (4), XVI (1858); 1 Seite, vom 10. Sept. 1858.) 

(21) Lessons introductory to the modern higher algebra. 1859. 2‘ Aufl. 1866, etc. 
(Das Werk widmet der Verfasser Cayley und Sylvester, als ,,Versuch, einige ihrer 
Entdeckungen besser bekannt zu machen, in Anerkennung seiner Verpflichtung, nicht 
nur ihren publizierten Schriften, sondern auch ihrer Korrespondenz gegeniiber“. 
Deutsch, unter dem Namen ,,Algebra der linearen Transformationen, 1863.) 

(22) On the determination of the points of contact of double tangents to an 
algebraic curve. 

(Quart. J. IIT (1860), p. 317—322, von Ende 1859.) 
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George Salmon. 13 


hier mit der Theorie der Kurven 3 Ordnung und ist durch ein ein- 
gehendes Studium der allgemeinen Polarentheorie ausgefiillt; sie wird 
schon 1852 durch das Werk (16) iiber die héheren ebenen Kurven ge- 
kennzeichnet. 

Siitze von A. 8. Hart (cf. (13), (14), (16)) waren es, die Salmon zur 
Theorie der Kurven 3 Ordnung fihrten; und 1851 gelangt er (in (14), 
durch Erweiterung eines metrischen Satzes, zu einer der bedeutendsten 
Entdeckungen in dieser Theorie: zu dem Theorem von der Konstanz des 
Doppelverhiltnisses fiir die vier von irgend einem Punkte der Kurve aus 
an sie gezogenen Tangenten. Er beweist es dann einfach mittels des 
Pasealschen Satzes, angewandt auf die quadratische Polare eines Punktes 
der Kurve, unter Ubergang zu einem benachbarten Punkte. Sein Blick 
wurde hierbei auf die Arbeiten Hesses (1844) und Aronholds (1850) ge- 
lenkt, und er deutet auch einen, auf Aronholds Invarianten S und 7, die 
er explizite ausrechnet, gestiitzten Beweis an. Indes war damals, vor den 
Entwicklungen Cayleys — von 1856 an — und Aronholds 1858, der all- 
gemeine Charakter der Formentheorie noch wenig ausgeprigt; Salmon 
begniigt sich in seinem Buche von 1852, das erst Determinanten und 
Elimination zu lehren hatte, mit primitiven Mitteln, wie speziellen Koor- 
dinaten und symmetrischen Funktionen, und von dem algebraischen Ab- 
schnitte iiber Kurven dritter Ordnung muB er selbst aussprechen: ,,This 
section is derived from a memoir of M. Aronhold, Cr. J. 39 (1850). 
M. Aronholds paper being preliminary to a promised and larger one, con- 
tains chiefly theorems without proofs; and I must confess that the proofs 
and developments which I have accordingly been obliged to supply savour 
rather of brute force than of science.“ Trotzdem gewinnt er schon in 
diesem Buche durch eine geschickte Anwendung des Joachimsthalschen 
Verfahrens auf Kurven 3* Ordnung den schénen Satz: daB der Tangen- 
tialpunkt eines Punktes der Kurve als Schnitt der Tangente dieses Punktes 
mit der linearen Polare desselben beziiglich der Hesseschen Kurve der 
Kurve 3** Ordnung erhalten wird. 

Aber Salmon konnte sich nun den Methoden Cayleys in der Formen- 
theorie nicht langer verschlieBen; und so wird er, von 1853 an, zu einer 
niheren Beschiftigung mit invarianten Bildungen an sich gefiihrt, die in 
dem Lehrbuch (21) von 1859 iiber die Algebra der linearen Transfor- 


(23) On quaternary cubics. 
(Proceed. of the R. Soc. of London, X (1859—60), p. 518—514, vom 14. Juni 
1860; Philos. Transact. of the R. Soc. of London, vol. 150 (1860), p. 229—239). 
(24) A treatise on the analytic geometry of three dimensions. 1862. 3* Aufl, 
mit Unterstiitzung von Cayley, 1874; etc. (Erste deutsche Bearbeitung: erster Teil 
1863, zweiter Teil 1865.) 
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mationen gipfelt. Er liefert zuerst (17) nur einige Beispiele zum sym- 
bolischen Kalkiil: itiber binire Formen, iiber die Kovarianten 2° Grades 
fiir die Kurve 4‘ Ordnung, iiber die Cayley-Hessesche Methode der Doppel- 
tangenten einer Kurve. Als eine geschickte Behandlung von Identititen 
erscheint die Untersuchung (19); sie geht von einer invariantentheore- 
tischen Auffassung einer von Cayley (ibid.) gegebenen Gleichung aus — in 
der Form 
3(S — 2P)= HU-—UW'H, 

wo U eine terniire Form 3" Grades; H deren Hessesche Form; S, P die 
quadratische, bezw. lineare Polare eines Punktes x’ in bezug auf U; 2, II 
dasselbe in bezug auf H; H’, U’ die Werte von H, U fiir =~’ vor- 
stellen —, und entwickelt daraus nicht nur Salmons oben erwahnten Satz 
iiber den Tangentialpunkt eines Punktes x von U, sondern auch die 
Gleichung des Kegelschnitts durch fiinf konsekutive Punkte von U, Pliickers 
Konstruktion eines Punktes, in welchem ein Kegelschnitt 6-punktig be- 
riihren kann, und die 9-punktig beriihrenden Kurven 3%" Ordnung. Nach 
einer Mitteilung Cayleys in den Philos. Transact. von 1857 sind auch 
dessen Resultate iiber die Cayleysche Kurve (,,Pippian“) zum Teil der 
Korrespondenz mit Salmon zu verdanken. Das Buch von 1859 selbst ist 
einer Darlegung der Methoden von Cayley und Sylvester gewidmet, doch 
beschrinkt sich Salmon dabei nicht auf die symbolischen Methoden. Er 
verschmaht bei den Formen niedrigeren Grades auch die Behandlung in 
kanonischer Darstellung nicht und leitet aus solcher Darstellung der ter- 
niren kubischen Form schon die windschiefe Kovariante, 9%" Ordnung in 
den Variablen, von Brioschi (1863) und die entsprechende Kontravariante 
Hermites (1864) ab. Von neuen allgemeinen Berechnungen finden sich 
nur einige fiir bindére Formen 5°" Grades, so der schiefen Invariante 
Hermites, deren Verschwinden schon gedeutet wird; fiir Formen 6'" Grades 
erst in der zweiten Auflage des Buches. 

Ein noch innigeres Zusammenwirken des geometrischen Denkens mit 
der formentheoretischen Richtung kommt in drei weiteren wichtigen 
Problemen zur Geltung, mit welchen sich Salmon noch beschiiftigt: in 
der Frage nach den eine Fliche singulair beriihrenden Geraden, in einer 
neuen Methode fiir die algebraische Bestimmung der Doppeltangenten 
einer Kurve n* Ordnung, in Berechnungen der Invarianten fiir die 
kubische quaternire Form- 

Im Jahr 1857 (18) nahm Salmon die algebraischen Fliichenprobleme 
wieder auf, die ihn schon 1849 (5) bei den Fliaichen 3%" Ordnung be- 
schaftigt hatten. Er bestimmt fiir eine Reihe von Fragen itiber singulir 
beriihrende Geraden mit Hilfe der Joachimsthalschen Methode jeweils die 
zugehérigen Polarengleichungen und daraus mit Hilfe seiner zu diesem 
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Zwecke angestellten abzihlenden Betrachtungen (10) die Endzahlen der 
Probleme. Insbesondere gelangt er aber auch, bei den Linien, die drei 
Bedingungen erfiillen, zu der Gleichung der schon oben angefiihrten 
Fliche S. }reilich in noch komplizierter Gestalt; aber das Prinzip der 
Elimination aus einer kubischen, einer quadratischen und zwei linearen 
Formen in vier homogenen Variablen — niamlich die symmetrischen 
Funktionen der den letzteren drei Formen geniigenden Wertsysteme in 
die erstere Form einzusetzen — ist von Clebsch (Cr. J. 58, 1860) auf- 
genommen und dabei jene Gleichung unter Verwendung gerinderter Deter- 
minanten, durch eine ,,wundervolle Analysis“, wie sich Salmon in seiner 
Raumgeometrie ausdriickt, in eine verbesserte Form iibergefiihrt worden: 
dieselbe Form, auf die gleichzeitig in (23) auch Salmon selbst auf direk- 
terem Wege gekommen ist. Auch beziiglich der in (18) enthaltenen Ge- 
radenprobleme mit drei und vier Bedingungen sind Salmons Andeutungen 
von Clebsch (ibid. und Cr. J. 63) verfolgt und seine Zahlenresultate von 
Cremona und Sturm bestiitigt worden. Ferner aber ist Salmon in dieser 
Arbeit nicht nur zur Bestimmung des Grads der Beriihrungsinvariante 
zweier Kurven oder dreier Flichen gelangt, sondern die Gleichung fiir S 
gab ihm auch Veranlassung zu formentheoretischen Versuchen, beziiglich 
Uberschiebungen einer Form iiber Potenzen ihrer Hesseschen — Versuchen, 
die ihn nun zur Liésung des Doppeltangentenproblems fiir eine ebene Kurve 
fihren sollten. 

Aus Salmons Darstellung des Tangentialpunktes einer Kurve 3‘ Ord- 
nung hatte Cayley (cf. Philos. Transact. Bd. 149, 1859) die Vermutung 
gezogen, daB auch bei einer Kurve n** Ordnung die » — 2 weiteren Schnitt- 
punkte einer Tangente analog durch eine Kurve (m— 2)** Ordnung aus- 
geschnitten werden kénnten — wonach man durch Diskriminantenbildung 
leicht zur Bildung der Gleichung der Kurve kommen wiirde, welche die 
Beriihrungspunkte der Doppeltangenten ausscheidet. Salmon gelang es 
nun, die Bildungsweise der Gleichung einer solchen Kurve (n — 2)** Ord- 
nung aufzufinden (20), (22), freilich durch einen Schlu8 aus ihrer noch 
méglichen Mannigfaltigkeit und den ihm bekannten Ordnungszahlen: er 
setzt sie linear zusammen aus den Polaren (m—2)*" Ordnung des Be- 
riihrungspunktes x’ in bezug auf die Hesseschen Kurven, sowohl der 
urspriinglichen Kurve, als ihrer sukzessiven Polaren nach x’. Die Koef- 
fizienten bestimmt er durch spezielle Koordinatenannahmen nur bei den 
Kurven 4** und 5** Ordnung, unter induktiver Verallgemeinerung auf 
Kurven »* Ordnung. Ein auf Invariantenprinzipien beruhender Beweis 
dieser allgemeinen Formeln findet sich aber erst bei Cayley (in der o. z. 
Arbeit), eine Durchfiihrung des Verfahrens bei Dersch (diese Annalen, Bd. 7). 
Die letzte mathematische Arbeit dieser Richtung ist der Invarianten- 
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theorie der quaterniren kubischen Formen gewidmet (23). Hier handelt es 
sich wieder um eine Untersuchung an einer kanonischen Form: an der 
von Sylvester (1851) gefundenen Darstellung durch eine Summe von 
Kuben von fiinf Variablen, zwischen denen eine identische lineare Relation 
besteht. Schon Sylvester hatte so die Hessesche Kovariante berechnet; Salmon 
aber bildet nun den komplizierten algebraischen Apparat nach allen Seiten 
virtuos aus, natiirlich mit Ausnahme des Systembegriffs im Sinn der 
rational-ganzen Darstellung. Aus kontravarianten Bildungen in fiinf Ebenen- 
koordinaten, an deren Stelle Differentialsymbole eingefiihrt werden, werden 
Kovarianten und Invarianten abgeleitet, insbesondere das System der fiinf 
fundamentalen Invarianten der Grade 8 bis 40 und als deren Funktionen 
die Diskriminante und das Quadrat der schiefen Invariante vom Grade 100. 
Es wird weiter ein System von vier Kovarianten ersten Grades fiir eine 
typische Darstellung — in Analogie mit Hermites Darstellung der biniren 
Formen 5%" Grades — gefunden, und es werden die einfachsten linearen 
Kontravarianten konstruiert. Die Berechnung der Kovariante S haben wir 
schon angefiihrt. In den symbolischen Ausdriicken der fiinf Invarianten 
fiir die allgemeine kubische Form begegnet sich dann Salmon wieder mit 
Clebsch, der um dieselbe Zeit (Cr. J. 58, Marz 1860) daraus die Pentaéder- 
gleichung herstellt. 


Beziiglich der iibrigen Forschertiitigkeit Salmons haben wir nur noch 
auf wenige Einzelheiten hinzuweisen, die in den Biichern und zugehérigen 
kleinen Aufsiitzen niedergelegt sind. 

Eine ganze Reihe geometrisch-algebraischer Untersuchungen ist dem 
Biischel von Kurven oder Fliichen 2" Grades gewidmet, teils fiir allgemein 
projektive, teils fiir metrische Probleme.*) Es handelt sich dabei haupt- 
sichlich um Interpretation der Koeffizienten der nach dem Parameter ent- 
wickelten Diskriminante des Biischels und von Invariantenrelationen 
zwischen diesen Koeffizienten, von denen bis dahin erst wenige durch 
Hesse und Smith gedeutet waren. So finden sich: die Gleichung der 
Schnittpunkte zweier Kegelschnitte in Linienkoordinaten; die des Staudt- 
schen Kegelschnitts, welcher die acht Tangenten dieser Punkte beriihrt, 
mit seiner Bedeutung als Enveloppe; Betrachtungen iiber ein- und um- 
geschriebene Polygone im AnschluB an Cayley, aber mit Salmon eigen- 
tiimlicher Zuriickfiihrung auf Dreiecke; eine groBe Menge von Ortern 


iiberhaupt. Die Spezialisierung eines der Kegelschnitte in einen Kreis. 


oder einer der Flachen 2%" Grades in eine Kugel liefert ihm den Satz 


*) Siehe besonders Quart. J. I und II (1857); Philos. Magaz. (4) XIII (1857); Nouv. 
Ann. de Math. XVII (1858), sowie die ,,.Kegelschnitte und den ersten Teil der Raum- 
geometrie: ,,Flichen zweiten Grades". 
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von Faure, die Parallelkurven der Ellipse, die Gleichung der Zentrafliche 
einer Flaiche 2° Grades. Auch die bei Salmon zuerst auftretende Dar- 
stellung des Orthogonalkreises dreier Kreise als Jacobische Kurve dieser 
Kreise, sowie seine durch besondere Koordinaten bewirkte leichte Behand- 
lung von sphirischen Figuren méchten wir nicht unerwahnt lassen. End- 
lich sei aus den ,Hdheren ebenen Kurven“ von 1852 fiir die Kurven 
3" Ordnung und die 4" Ordnung mit drei Doppelpunkten auf iibersicht- 
liche gestaltliche Betrachtungen, fiir die allgemeinen Kurven 4°" Ordnung 
auf die friihe Einsicht in die Verhiltnisse der Doppeltangenten — so die 
Angabe der richtigen Anzahl der Kegelschnitte, die je durch die Be- 
rihrungspunkte von vier Doppeltangenten gehen — hingewiesen. 


In der Wiirdigung Cayleys (diese Ann. Bd. 46) ist ausgesprocuen 
worden, daB die Beziehung zwischen ihm und Salmon vielfach der Wissen- 
schaft zu gut gekommen sei und besonders in den Biichern Salmons zur 
Verbreitung der algebraischen Ideen Cayleys und Sylvesters gedient habe. 
Die mathematische Tatigkeit Salmons fillt wesentlich in den Zeitraum, 
in dem Cayley als Jurist, aber mathematisch produktiv, in London lebte; 
und doch ging aus der wissenschaftlichen Beziehung zwischen beiden 
Forschern, die anfinglich nur brieflich gepflegt wurde, nach und nach 
eine enge Freundschaft hervor: in der ganzen Periode haben sie sich 
immer in die Hinde gearbeitet. Freilich hat Salmon nicht, wie es Cayley 
in dem Bereich der algebraischen Formen getan, ein ginzlich neues 
Forschungsgebiet eréffnet und den Nachkommen zur Durcharbeitung 
hinterlassen; er hat sich sogar, ‘uBerlich betrachtet, nur mit einigen 
wenigen Problemen beschiaftigt. Aber auch diese Beschiftigung war 
richtunggebend und pfadfindend innerhalb des algebraisch-geometrischen 
Gebiets, und einige Wege hat sie selbststaindig gebahnt, die sogar von Cayley 
und von Clebsch mit Erfolg eingeschlagen werden konnten. Im ganzen 
wird man aber von der gemeinsamen Tiatigkeit zu sagen haben, dab 
Cayley der Fiihrende, Salmon der anregende Begleiter war. Die Durch- 
fiihrung der Gedanken war nicht Salmons Sache, und von irgend welcher 
Systematik in der Ausfiihrung einer Methode war er weit entfernt. Da- 
gegen ist sein Gedankengang original und voll geometrisch-intuitiven 
Geistes, er bringt es mehrmals zu algebraischen Ansitzen, die aus dem 
Geiste der Formentheorie herausgeholt sind. Dabei steht er ganz auf dem 
Boden der englischen induktiven Richtung, seine Arbeit charakterisiert 
sich durch eine innige Verbindung dieser formentheoretischen Ansiatze mit 
den abziihlenden Problemen, und er erscheint als reiner Empirist, fast 
noch mehr als Cayley. Und obwohl auch seine Noten eine villige Gleich- 
giiltigkeit gegen die iuBere Form zeigen, ist diese Forschertiatigkeit Salmons 
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doch, zusammengenommen mit der Cayleys, ein wesentliches Glied in der 
Entwicklung und Handhabung der Methoden der Polarentheorie geworden, 
und sie bildet eine vermittelnde Stufe zwischen den Arbeiten von Pliicker- 
Hesse und denen von Clebsch. 

Wenn so Salmon, der Forscher, eine feste Stellung in den ersten 
Stadien der algebraisch-geometrischen Wissenschaft hat, so ist doch von 
Salmon, dem Lehrer, ein sehr viel miichtigerer Strom ausgegangen, der 
das ganze Reich dieser Wissenschaft befruchtet hat. Ich spreche von 
seinen vier in allen Lindern verbreiteten Biichern. 

In dem Vorwort zur ersten Auflage der Higher plane curves erklirt 
Salmon als leitende Idee: ,,Es ist in jedem Teile der Mathematik zu ver- 
langen, daB elementare Biicher mit dem Fortschritt der Wissenschaft 
Sehritt halten. Eine neue Provinz kann kaum als der Analysis gewonnen 
angesehen werden, bevor durch das eroberte Gebiet Wege gelegt sind. 
Es ist wiinschenswert, daB jeder neue Studierende, der sich irgendwo 
Originalforschungen zu widmen gedenkt, seine Kriifte so rasch wie méglich 
auf die unentdeckten Teile der Wissenschaft lenken kann, und da seine 
Fahigkeiten nicht im Auffinden bekannter Wahrheiten verschwendet noch 
seine Zeit vergeudet wird, wenn er ohne Fiihrer durch die Wildnis der 
Zeitschriften jagen mub.“ 

In diesem Sinne sind seine Werke zugleich als Lehrbiicher und als 
Handbiicher zu betrachten. Sie dienen nicht nur dem angehenden Forscher, 
sondern sie begleiten auch den gereiften Gelehrten durch seine Lebens- 
arbeit hindurch. Sie fiihren zusammenhiingend in die verschiedenartigen 
Begriffe und Methoden ein, welche die algebraisch-geometrische Forschuag 
nach und nach ausgebildet hat, und sie sind zugleich reich genug in 
Darlegung der Einzelresultate, um als Kompendien auf die mannigfaltigsten 
Fragen aus dem Gebiet Rede zu stehen. Natiirlich hat ihnen ihr Verfasser 
diese Eigenschaft nur im Keim mitgeben kénnen, mit vielen Liicken und 
auch Schwiichen; aber wie kriftig der Trieb war, wie sie geradezu nach 
Weiterfiihrung und Anpassung verlangten, das zeigen die vielen mit der 
Wissenschaft in Fiihlung gebliebenen Auflagen, deren sich in England 
seit Anfang der siebziger Jahre A. Cayley, in Deutschland seit Anfang 
der sechziger Jahre W. Fiedler annahm. Diese Anlage zu stetigem Fort- 
schritt verdanken sie gerade dem Umstand, da sie in scheinbar system- 
loser englischer Art, in Wirklichkeit im besten Sinne kompilatorisch aus 
eigner und fremder Arbeit gehalten sind, Aus der systematischeren deut- 
schen Art sind wohl, neben Werken, die wesentlich der Darlegung eigener 
Forschung dienen, ausgezeichnete Lehrbiicher der algebraischen Geometrie 
entstanden; aber da auch sie vorzugsweise spezielle Methoden verfolgen 
oder da ihr eigenartiges Gepriige sich gegeniiber einer Fortfiihrung von 
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George Salmon. 19 


andrer Hand als spréde erweist, miissen sie auf die Dauer stabilisiert bleiben 
und kénnen nicht den Grundstock fiir entwicklungsfihige allseitige Kom- 
pendien abgeben. 

Wenn in Salmons Biichern, soweit sie von ihm selbst besorgt sind, 
eine einseitige Hervorkehrung besonderer Methoden, ja auch eine griind- 
liche Durcharbeitung und Beherrschung aller Einzelheiten, in den héheren 
geometrischen Teilen insbesondere auch eine genaue Kenntnis ilterer und 
gleichzeitiger Autoren noch zuriicktreten, so erhalten sie dafiir ihre innere 
Kraft aus der Massenbeherrschung und aus dem energischen Durchdenken 
des Stoffes auf Grund aller neueren Anschauungen, vor allem derjenigen 
der englischen algebraischen Schule. Sie sind zu einer Zeit verfaBt, in 
welcher die Grundgedanken der heutigen Methoden erst in die Erscheinung 
zu treten begonnen hatten; und Salmon war der Erste, der es unternahm, 
ihnen allen Gestalt zu geben. Man durchliuft in den aufeinanderfolgenden 
Auflagen eine Reihe von Stadien der Wissenschaft, von ihrer Kindheit 
bis heute, von den elementaren Ausgangspunkten aus bis zu den pro- 
jektiven Grundlagen hin, von dem Gesichtspunkt, der iiber die Inversion 
nicht hinausreicht, bis zu dem modernen der allgemeinen Transformations- 
theorien: je zahlreicher, inhaltsvoller und prinzipieller die Methoden 
werden, um so mehr stiitzen sie sich gegenseitig, um so mehr beleuchten sie 
einander. Und bei allen Fortfiihrungen und Umarbeitungen ist etwas von 
dem frischen Reiz iibrig geblieben, der den Werken in ihrem Ursprung aus 
dem jugendlich aufstrebenden Wissenschaftszweige eingepflanzt worden ist. 

Wir kénnen von den Biichern Salmons nicht scheiden, ohne aus- 
zusprechen, wie viel wir in Deutschland dem Manne verbunden sind, der 
einen Teil seiner Lebensarbeit darauf verwandt hat, sie in ihrer deutschen 
Bearbeitung auf der Héhe der Wissenschaft zu halten und auch den 
Leistungen fremder Autoren, wenigstens in Ausziigen und _ historischen 
Noten, gerecht zu werden: Wilhelm Fiedlers Name ist fiir uns untrennbar 
geworden von dem Salmons, seine Bearbeitungen haben in Deutschland 
die Kenntnis der Geometrie verbreitet und unsere Forschung erziehen 
helfen. Solange diese Werke weiterhin der fortschreitenden Forschung 
offene Pforten gewihren werden, so lange wird auch ihr Ansehen un- 
verwelkt dastehen. 


Erlangen, im April 1905. 











Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Picard 
della 2* specie*). 


Di 


Francesco Severt a Parma. 


I. 


Le superficie algebriche, considerate dal punto di vista fecondo delle 
trasformazioni birazionali, si distribuiscono in due grandi famiglie, secondo 
che i generi, geometrico e aritmetico, sono uguali tra loro, oppure il primo 
& maggiore del secondo. Quelle della prima famiglia diconsi regolari, e 
quelle della seconda irregolari. 

Senza riandare alla definizione dei generi, si pud presentare questa 
suddivisione sotto una forma alquanto diversa, ricordando un criterio di 
regolarita, dovuto al sig. Castelnuovo**). 

Una superficie algebrica irriducibile, d’ordine m, 

(1) F(zyz) = 0, 

dotata di singolarita ordinarie, cioé di una linea doppia con un numero 
finito di punti tripli***), @ regolare o irregolare secondo che le superficie 
dordine m — 3, aggiunte ad F (cioé passanti per la sua linea doppia), 
segano 0 no sopra un piano qualunque dello spazio, non tangente ad F, 
tutte quante le curve d’ordine m— 3, aggiunte alla sezione di F con 
questo piano. 

Cosi ad es. son regolari le superficie dello spazio ordinario prive di 
punti multipli, le superficie razionali, le superficie che hanno per linea 


*) Un estratto dei risultati principali contenuti in questa Memoria, é gid stato 
pubblicato sotto lo stesso titolo, tra i Rendiconti della R. Accademia dei Lincei 
(t. 13, serie 5*, 1904). 

**) Ved. la Memoria, Alcwne proprieta fondamentali dei sistemi lineari di curve 
tracciati sopra una superficie algebrica (Annali di Matematica, (2), t. XXV, (1897) n° 28. 

***) Nella geometria delle proprieté invarianti per trasformazioni birazionali, tale 
ipotesi non é restrittiva, perché, com’ é ben noto, ogni superficie algebrica si pud 
trasformare birazionalmente in un’ altra dotata di sole singolaritai ordinarie (Noether, 
Del Pezzo, Segre, Levi B.). 
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doppia la completa intersezione di due altre*), ecc; mentre sono irregolari 
le rigate irrazionali, le superficie che rappresentano le coppie di punti di 
una curva di genere > 0; ecc, ecc. 

Lo studio di alcune particolari classi di superficie irregolari, ha fatto 
presentire da tempo un legame intimo tra l’irregolaritaé di una superficie, 
e lesistenza su questa di sistemi continui di curve (algebriche), non 
contenuti in sistemi lineari; nonché di quegli integrali di differenziali 
totali, che il sig. Picard ha felicemente introdotti nella teoria delle 
funzioni algebriche di due variabili**). 

Ma prima di parlare dei contrivuti che sono stati portati finora in 
quest’ ordine di questioni, e di cid che ad essi aggiunge il presente lavoro, 
stimo opportuno di richiamare brevemente alcune definizioni ed alcuni 
teoremi, concernenti gl’integrali di Picard, affinché il lettore abbia dinanzi 
a sé un quadro possibilmente completo***). 

Se R, S son due funzioni razionali appartenenti alla superficie (1), 
affinché il differenziale Rdz 4 Sdy 


sia esatto, cioe possa riguardarsi come differenziale totale di una funzione 
(generalmente polidroma) appartenente al campo di razionalita definito 
dalla (1), occorre e basta che sia soddisfatta la condizione d’integrabilita 
6 dk ads 

(2) dy ~ da’ 

quando, beninteso, nel fare le derivazioni, si riguardi z come funzione 
algebrica di 2, y. Supposta soddisfatta la condizione d’integrabilita, dicesi 
che l’integrale 

(3) J—{ Raz + Say 

presenta una singolarita polare od un polo in un punto (1% 4%) di F, 
quando scegliendo una curva qualunque della superficie, uscente da (x)¥%), 
e rappresentata nell’ intorno di questo punto dalle formole 

(4) r=%+a(t), y=y ty), e=%+ 20, 

ove x(t), y(é), 2(#) son funzioni analitiche olomorfe nell’ intorno di ¢ = 0 
e che si annullano in ¢ = 0, l’integrale 


Sr@at, 


*) Notiamo incidentalmente che quest’affermazione segue, in base al criterio 

di regolarita di Castelnuovo, dal teorema dimostrato al n° 14 della mia Nota, Su 
alcune questioni di postulazione (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, t. XVII, 1903). 
**) Cfr. ad es. Picard et Simart, Théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes (Paris, Gauthier-Villars, t. I, 1897: t. II, 1900—1904). Da questo 
libro trarrd, talora con qualche piccola variante, le definizioni richiamate pit sotto. 
***) Per altri risultati posteriori a quelli contenuti nel presente lavoro, veggasi 

la nota aggiunta alla fine della Memoria (16 luglio 1905). 
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che si ottiene da J mediante la sostituzione (4), presenta in ¢= 0 una 
singolarita polare. 

L’integrale J dicesi di 2* specie, quando su tutta la F' presenta al 
pid singolarita polari. In particolare dicesi di 1* specie, quando conservasi 
finito in ogni punto di F. 

Glintegrali di 2* specie possono essere trascendenti e algebrici: in 
quest’ ultimo caso riduconsi a funzioni razionali. Un integrale di 1* specie, 
che non sia costante su tutta la superficie, non @ mai algebrico. Nel 
seguito, quando non si avverta esplicitamente il contrario, parlando degli 
integrali di 1* o di 2* specie, intenderemo sempre che sieno trascendenti. 

Come nello studio degli integrali abeliani si presenta opportuna la 
rappresentazione della funzione algebrica di una variabile, sopra una super- 
ficie di Riemann, cosi nello studio degli integrali di Picard giova figurarsi 
la varieta reale chiusa V, a quattro dimensioni, i cui punti rappresentano 
le soluzioni complesse dell’equazione (1). 

In forza della condizione (2), l’integrale J, preso tra due punti qualunque 
di V, ha un valore che non s’altera deformando con continuita il cammino 
d’integrazione; cosicché, chiamando periodo il valore dell’ integrale lungo 
un ciclo lineare di V, cioe lungo un cammino chiuso tracciato su V con 
un determinato verso, per una deformazione continua del ciclo, il periodo 
non s/altera. 

Da cid deriva una notevole relazione tra i periodi di un integrale di 
differenziale totale ed i cicli lineari di V. Per enunciarla brevemente, 
converra premettere alcune definizioni. 

Due cicli si diranno equivalenti (omologhi secondo Poincaré) quando, 
senza uscire da V, si posson ridurre l'uno all’ altro per deformazione 
continua. 

Se 6 @ un ciclo, col simbolo ko, ove k @ un intero positivo o 
negativo, sintende il ciclo 6 percorso k volte nel verso di 6 o nel verso 
contrario, secondo che k @ positivo o negativo. 

Il ciclo ke si pud concepire come un’elica di passo infinitesimo, la 
quale gira k volte nel verso debito, ed ha i due estremi saldati tra loro. 

Si chiamera somma dei due cicli 6,, 6,, e s'indichera con 6, + 6,, un 
terzo ciclo che, per deformazione continua, si possa ridurre all’ insieme 
dei due dati (percorsi ciascuno col proprio verso), e di una linea, percorsa 
una volta in un senso ed una volta nell’ altro, la quale congiunga un 
punto di 6, con un punto di 6,. 

Da queste definizioni discende un significato preciso per la combi- 
nazione lineare 

k, 6, I ky 6, + wy + k,6,, 


ove 6,,---,6, son cicli, e k,,---,k, son interi, positivi o negativi. 
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Pia cicli diconsi dipendenti, quando un multiplo conveniente di uno 
di essi, @ equivalente ad una combinazione lineare dei rimanenti. 

Diconsi indipendenti nel caso contrario. 

Si dimostra che il numero dei cicli indipendenti di V, non riducibili 
a punti per deformazione continua, raggiunge un massimo finito, che si 
suole indicare con p,—1. In altri termini, si possono fissare entro V 
Pp, —1 cicli indipendenti, per modo che ogni altro ciclo risulti dipendente 
da questi. Il numero p, dicesi ordine di connessione lineare della varieta V, 
o della superficie F, di cui V @ l’immagine reale. 

Se p, = 1, ogni ciclo di V pud ridursi ad un punto per deformazione 
continua. 

I periodi non nulli di un integrale di 2* specie appartenente ad F, 
provengono tutti da cicli lineari di V, che non possono ridursi a punti 
per deformazione continua*); ed anzi i periodi distinti (cioe non legati 
da nessuna relazione lineare a coefficienti interi) di un integrale di 2* specie 
generico, son tanti quanti i cicli indipendenti di V. 

Ma il sig. Picard ha fatto un altro passo innanzi veramente impor- 
tante, dimostrando che: se pit integrali di 2* specie diconsi algebricamente 
distinti allorquando una loro combinazione lineare qualunque, a coefficienti 
costanti, non riducesi mai ad una funzione razionale, il numero degli 
integrali distinti appartenenti alla superficie, @ uguale al numero dei loro 
periodi, cioe a p, — 1. 

Questa proposizione ne rammenta un’ altra, del tutto analoga, relativa 
agl’ integrali abeliani di 2* specie, appartenenti ad una curva. Tuttavia 
un divario profondo si riscontra fra glintegrali abeliani e gl'integrali di 
Picard. Invero, sopra una curva priva di punti multipli, esistono integrali 
trascendenti di 2* specie, mentre non esistono integrali di Picard trascen- 
denti della 2* specie, sopra una superficie priva di punti multipli*™). 

Per le curve basta la trrazionalita per assicurare l’esistenza di integrali 
abeliani di 1* e 2* specie; mentre tale condizione non basta per assicurare, 
sopra una superficie, l’esistenza di integrali di Picard delle due specie. 

Si presenta dunque come essenziale, nella teoria delle superficie 
algebriche, la questione di assegnare le condizioni d’esistenza di tali 
integrali: e si presenta tanto pid difficile e tanto pid attraente, in quanto 
ad una gran parte delle induzioni, manca il fondamento dell’analogia! 

Ecco ora qual’ @ lo stato attuale della questione. 

Il sig. Humbert ha dapprima dimostrato che una superficie, la quale 
contenga un sistema continuo di curve, non appartenente ad un sistema 


*) Mentre cid non accadrebbe se l'integrale fosse di 3% specie, cioe se possedesse 
singolarita logaritmiche. 
*) Picard et Simart, t. I, pag. 91 e 119. © 
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lineare, ammette integrali di differenziali totali di 1* specie*); ed il 
sig. Enriques ha successivamente stabilito che una superficie algebrica, 
la quale possegga p integrali di differenziali totali di 1* specie, con 2p 
periodi, contiene un sistema continuo di curve, non appartenente ad un 
sistema lineare**). 

La irregolarita delle superficie che si considerano in questi teoremi, 
discende dal fatto che, sopra una superficie regolare, ogni sistema continuo 
di curve appartiene ad un sistema lineare***), Abbandonando per ora i 
tentativi diretti a costruire sopra ogni superficie che possegga integrali 
di 1* e di 2* specie, una serie continua, non appartenente ad un sistema 
lineare, mi son proposto di porre in relazione diretta l’esistenza degli 
integrali di Picard, colla irregolarita della superficie, e son giunto cosi 
al teorema: 

Ogni superficie che possegga integrali di Picard della 2% specie (in 
particolare di 1*), é irregolare. 

In altri termini: 

Per una superficie regolare F Vordine di connessione lineare é uguale 
ad 1; cioé ogni cammino chiuso, tracciato sulla varieta riemanniana immagine 
reale di F, pud ridursi ad un punto per deformazione continua). 

La dimostrazione di questo teorema @ lo scopo precipuo della presente 
Memoria; tuttavia intorno ad essa si raggruppano altri risultati, tra i quali 
ricorderd in modo speciale il seguente, che precisa maggiormente il teorema 
fondamentale: 4 

Data una superficie algebrica di generi, geometrico ed aritmetico, P, e P., 

*) Sur une classe de surfaces algébriques (Comptes rendus, 1893). Ved. pure 


la Memoria, Sur quelques points de la théorie des surfaces algébriques (Journal de 
Math., 1894). 

**) Sur les surfaces algébriques admettant des intégrales de différentielles totales 
de premiére espéce (Ann. de la Faculté des Sciences de Toulouse, (2), t. 3, 1901). 
Ved. pure un’altra dimostrazione dello stesso teorema, nella mia Nota, Osservazioni 
sui sistemi continui di curve appartenenti ad una superficie algebrica (Atti della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, t. XXXIX, 1904); n° 7. 

*) Cfr. Enriques, Una proprieta delle serie continue di curve appartenenti ad 
una superficie regolare (Rendiconti di Palermo, 1899). Il caso del fascio irrazionale 
era stato trattato prima da Castelnuovo. — Ved. pure la mia Nota, Osservazioni 
sut sistemi continui---, ove trovasi di pid dimostrato che lirregolarita (P, — P,) di 
una superficie con p integrali finiti a 2p periodi, non é inferiore a p. 

+) In particolare si ha il teorema di Picard, gia citato, sulle superficie 
dello S, prive di punti multipli; e lestensione di questo teorema dovuta a Berry 
(Acta math., 27, 1903, pag. 157). — Si confronti il teorema del testo con quest’ altro 
relativo alle curve: ,,Ogni cammino chiuso tracciato sulla superficie riemanniana, 
immagine d’una curva razionale, pud ridursi ad un punto per deformazione 
continua.“ 
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Virregolarita P,— P, della superficie, é almeno uguale all’ eccesso del numero 
degli integrali di 2* specie algebricamente distinti, sul numero degli integrali 
di 1° specie linearmente indipendenti. 


II. 


Passerd ora ad esporre le linee generali di questa Memoria. 

Un integrale (3) di 2* specie, appartenente alla superficie F, riguardato 
come funzione del punto scorrente sopra una curva algebrica irriducibile 
di F, da luogo ad un integrale abeliano di 2* specie. 

Se la curva é variabile in un fascio, l’integrale J stacca razionalmente 
su essa (rispetto al parametro che ne individua la posizione entro al 
fascio) un gruppo di un numero finito di poli, i quali, al variare della 
curva, deserivono una o pid curve algebriche irriducibili, che si dicono le 
curve polari dell’ integrale J*). 

In relazione a queste curve polari io introduco gli ordini d’infinito e 
le funzioni razionali residue (dei vari ranghi), le quali hanno un ufficio 
analogo a quello dei coefficienti delle potenze negative dell’ argomento, 
negli sviluppi di Laurent, che caratterizzano un integrale abeliano di 
2* specie intorne ai suoi poli. 

Supposto che gli assi di riferimento sieno in posizione generica 
rispetto ad F’, e supposto inoltre che tra le sezioni di F coi piani 
y=cost., non si trovi nessuna curva polare di J (il che pud sempre 
ottenersi operando, nel caso, una conveniente trasformazione omografica), 
si dira che lungo la curva irriducibile C Pintegrale J diviene infinito 
Cordine s, allorquando l'integrale abeliano J(xyz), staccato da J sulla 
sezione di F col piano generico y=¥y, ha per poli dordine s i punti 
d'intersezione di questo piano con C. 

Nell’ intorno di ciaseun polo (2,2), l'integrale J(x¥z), riguardato 
come funzione di x, si sviluppa in una serie di potenze dell’ argomento 
%— 2%, la quale comincia con un termine in may” 

iin. 

Al variare del punto (x,¥z2,) lungo la curva C, il coefficiente di 
a (h=s, s—1,---, 1), risulta funzione algebrica uniforme, cioé funzione 
razionale, del punto stesso. E questa funzione ch’io chiamo la funzione 
razionale residua di rango h, individuata da J sulla curva polare C. 

Nel § 1 prendo a studiare la funzione residua g(axyz), di rango 1, 
individuata sulla propria curva polare, da un integrale J(ayz) che presenti 


soltanto poli di 1° ordine, distribuiti sopra un’ unica curva C, irriducibile 


*) Picard et Simart, t. I, pag. 147. 
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e priva di punti multipli; e determino il gruppo dei poli ed il gruppo 
degli zeri di m (Teorema I). 

Da questa determinazione segue che, variando J nella totalita degli 
integrali che divengono infiniti del 1° ordine soltanto lungo C, rimangono 
fissi tutti i poli di g e variano soltanto aleuni degli zeri. Questi ultimi 
zeri variabili costituiscono un gruppo caratteristico di C*), che chiamo 
il gruppo caratteristico individuato su C dall’ integrale J. 

Tutto cid vale, in particolare, quando J riducesi ad una funzione 
razionale: in tal caso il gruppo caratteristico individuato da J su C, é il 
gruppo base del fascio costituito dalle curve J = cost. 

Nel § 2 dimostro anzitutto che sopra una superficie J, che abbia 
Yordine di connessione lineare p,>1, esistono sempre integrali di 2* specie, 
i quali non si possono ridurre alla 1* specie, per sottrazione di funzioni 
razionali. Da cid e dai risultati del § 1, segue in modo semplicissimo il 
teorema fondamentale, facendo uso del seguente criterio d’irregolarita, 
dovuto al sig. Castelnuovo: 

ye sopra una superficie algebrica esiste un sistema lineare completo, 
la cui serie caratteristica non sia completa, la superficie é irregolare.“ 
(Ved. le citazioni alla fine del § 2.) 

Ma la dimostrazione del teorema fondamentale poggia essenzialmente 
sull’ ipotesi che sopra ogni superficie col p, > 1, si possa costruire un 
integrale di 2* specie coi periodi arbitrari e con una sola curva polare 
del 1° ordine, prefissata. 

Nel § 3 ottengo la giustificazione di quest’ ipotesi, dimostrando che 
ogni integrale di 2° specie appartenente ad una superficie algebrica, si puo 
ridurre, per sotlrazione di funzioni razionali, ad un integrale che possegga 
(al pit) una sola curva polare del 1° ordine, irriducibile e priva di punti 
multipli (Teor. VI). 

A questo risultato pervengo mediante un’ analisi assai minuta, 
concernente gli zeri ed i poli delle funzioni residue dei ranghi pit alti, 
individuate sopra le proprie curve polari, da un integrale che divenga 
infinito di ordini qualunque lungo pit curve (Teor. III). 

Infine determino maggiormente il teorema fondamentale, nella forma 
che ho indicata terminando la parte I di quest’ introduzione. 





*) Il lettore potra vedere la definizione generale di gruppo caratteristico nella 
nota *) a pie della pag. 32. Nel caso (che del resto non @ per noi restrittivo) in cui 
la C appartiene ad un sistema lineare infinito, cioé nel caso in cui esiste una fun- 
zione razionale, i cui punti di un determinato livello costante son distribuiti lungo C, 
per serie caratteristica s’intende il sistema di gruppi di punti segati su C dalle altre 
curve del sistema. Ogni gruppo appartenente a questa serie, resa completa se non 
lo é, dicesi un gruppo caratteristico di C. 
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$1. 


Sulla funzione residua a cui da luogo un integrale che possegga 
una sola curva polare del 1° ordine. 
1. Sia 


J(xyz) = { Rdx + Sdy 


un integrale di Picard, della 2° specie, appartenente alla superficie algebrica 
d’ordine m, 
F(ayz) = 0, 
della quale indichiamo con D la linea doppia; e supponiamo che J possegga 
un’ unica curva polare del 1° ordine C, irriducibile e priva di punti mul- 
tipli, né coincidente con alcuna delle sezioni piane y = cost. 
Immaginando di aver gia assoggettato la F' ad una trasformazione 
omografica generica, si posson ritenere soddisfatte le condizioni seguenti: 
1*) Le funzioni razionali R, S si annullano semplicemente lungo la 
curva all’ infinito di F; 
2°) esse non divengono infinite in nessun piano y= cost. 0 «= cost.*) 
Ogni punto comune a C ed al piano generico y= ¥, essendo un 
polo del 1° ordine per lintegrale abeliano 


J(x¥z) =(R(xye)az, 


risulta un polo di 2° ordine per R(x¥z); sicché lungo C la R(wyz) di- 
viene infinita di 2° ordine. 

Cerchiamo ora se la R pud avere altre curve polari, all’ infuori di C. 
Poiché per ipotesi una sezione y = cost. non @ mai curva polare di R, 
una curva polare diversa da C tagliera certo una sezione piana F(xyz) =0, 
fuori dei punti all’ infinito di questa; e tali intersezioni risulteranno poli 
per la funzione R(xy¥z). Siccome inoltre in questi punti Jl integrale 
abeliano J(x¥z) deve conservarsi finito, la R(xyz), riguardata come fun- 
zione di x, dovra ivi divenire infinita d’ ordine <1; cioé i punti stessi 
dovranno essere di diramazione per la funzione z di 2 definita dalla 
F(a¥z) = 0. 

Ne deriva che, fuori di C, la R(xyz) pud divenire infinita al pit 
lungo la curva K segnata su F, fuori della linea doppia D, dalla superficie 
F/=0. Similmente dicasi della funzione razionale’ S. 

2. Considerando dapprima l'ipotesi che R divenga infinita lungo la 
curva K, si vede subito che questa @ una curva polare del 1° ordine, 
perché, a causa della genericitaé degli assi coordinati e della natura delle 


*) Picard et Simart, t. I, pag. 114. 
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singolarita supposte in F, lo sviluppo della R(x¥z) nell’ intorno di un 
punto di diramazione (7,2), comincia con un termine in coanliae 
«x — x, 

Cid posto, per studiare la funzione residua di rango 1, p(xyz), indi- 
viduata da J sulla C (Introduzione, parte II), converra porre la R sotto 
forma di quoziente di due polinomi aggiunti ad F. A tal uopo costruiscasi 
una superficie B(xyz) = 0, d’ordine 1, aggiunta ad F, passante doppiamente 
per Ce semplicemente per K: cid @ sempre possibile quando / sia ab- 
bastanza grande. Se la B sega F, fuori delle curve K, C, D, lungo la 
curva M, pel Restsatz*) esistera un’ aggiunta A(ryz) = 0 passante per 
M e segante F, fuori delle curve D, M, lungo la curva EF costituita 
dagli zeri di R. Dall’ ipotesi che la curva all’ infinito di F' faccia parte 
semplicemente della E, segue che la A é@ di ordine / — 1. 


23 : RB : oo bt eet , ‘ 
Poiché la funzione —— non si annulla mai (né mai diviene infinita) 


A 
su F, avremo: 
RB 
= cost., 


ed inglobando la cost. nel polinomio A, potremo scrivere 


A 


In simil guisa si trova: 


ove A, @ pure di ordine 71. Onde l’integrale J potra porsi sotto la forma: 


fast A, dy 
B 
A(x7z) 


Sviluppando ora il numeratore e il denominatore della R(x¥z) = Bye) 


seeondo le potenze ascendenti di « — 2,, nell’ intorno di un punto gene- 
rico (%,%2,) della curva C, avremo: 


A(x¥z) = A(axo¥ 29) + (% — %) A(X 29) + es ear Sy A" (he %0) +: 


(x — “2 


B(xy2) = B( x9 %) + (a — %) B(ay9 2%) + BY (a9 %) + °°: 
ove A’, A”,---denotino le derivate di A(x¥z) rispetto ad x, tenuto conto 
del fatto che z @ funzione implicita di x, definita dalla F(xyz) = 
Analogo significato hanno i simboli B’, B”, 


*) Nother, Zur Theorie des eindeutigen Stretton. . . (Math. Annalen, Bd. 8, 
1874, pag. 509). 
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Dalla regola di derivazione delle funzioni implicite si trae: 
DH’ eB dz 
B= id z+ Os da? 

” @B dz OB d*z o*B /dz\2 
BY = 55 + tng get Se ae aa" (aa) 


od = simbolicamente : 

dz 0 / pr dz 0 OB dz 
(2) B = + ae xz) Bs +) a= (% t ae ol B+, 02 dx? 
Poich® C @ doppia per B, dalla (2) rilevasi che nei punti di C, B’ = 0. 
Ma nel punto generico (aie %) di C, sara B” + 0, perché altrimenti questo 


punto risulterebbe un polo d’ordine maggior di 2 per la funzione R(xiz). 
Cid premesso, facendo il quoziente delle serie (1), troviamo che nello 


1 , 2A(eH%) , 
sviluppo di R(x¥z) il coefficiente di @—a)° ¥ (e498) 


sara (a meno del segno) il coefficiente di = nello sviluppo di J(x¥z); 
0 
cioe avremo (a meno d'un coefficiente numerico): 
an SBE. 

p (xyz) a B’ (xyz) : 
Se si osserva che nei punti di C (come risulta dalla (3)): 

mr dz 0 

a= -(2 ar an x) B, 

e che inoltre (allorquando si riguardi y come un parametro): 


F.+Fr%=0, 


tdx 





; e@ quindi tale 


potremo scrivere: - 
(4) (ays) = | ater, 


—_ 
Figs — Fags) ® 

Se gli assi son disposti genericamente, il numeratore di @ risulta di grado 

1—1-+ 2(m— 1), mentre il denominatore risulta di grado /— 2+ 2(m—1): 

onde ciascuno dei punti all’ infinito di C (costituenti il gruppo P), @ un 

polo di 1° ordine per la funzione g. 

Sbarazzato il terreno dai punti all’ infinito, vediamo quali sono i 
punti al finito di C, in cui annullasi il numeratore o il denominatore 
di g, per poterne poi desumere, previa la soppressione degli zeri comuni 
ai due termini, la posizione degli altri poli e degli zeri di g. 

Il numeratore si annulla: 

a) Nei punti del gruppo (CE,)*), ove E, denota la curva di livello 
zero della R, astrazione fatta dalla curva all’ infinito di F. Ciascuno di 





*) il simbolo (CE,), che ho gid usato nella mia Nota Osservazioni sui sistemi 
continui di curve ..., rappresenta il grappo dei punti comuni alle curve C, £,. 
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questi punti deve contarsi una volta tra gli zeri. — Bisogna perd osser- 
vare che, se il gruppo (CE,) possiede punti multipli (il che accade p. e. 
quando EF, abbia dei contatti con C), ciascuno di questi punti va contato 
fra gli zeri del numeratore, colla molteplicita che gli spetta entro a (C_E,). — 
Nel seguito, in casi analoghi, quest’ osservazione verra sottintesa. 

b) Nei punti del gruppo (CM), che son pure zeri semplici. 

c) Nei punti del gruppo (CD), ciascuno dei quali va contato tre 
volte, perché A si annulla ivi semplicemente, ed F’? vi si annulla dop- 
piamente. 

d) Nei punti del gruppo Q@=(CX), in ciascun dei quali il pian 
tangente ad F' @ parallelo all’ asse z. 

Ognuno di questi punti, essendo segnato su (' dalla superficie dop- 
pia F’* = 0, conta 2 volte tra gli zeri del numeratore. 

Passiamo ora a ricercare gli zeri del denominatore 

2 

A=(F,2-FZ)B. 
E cominciamo dall’ osservare che nello sviluppo del quadrato simbolico, 
ogni termine viene a contenere le F',, F’ complessivamente al 2° grado; 
onde A passera doppiamente per D. Fuori della D, la superficie A sega F' 
lungo una curva J, il cui punto generico @ geometricamente definito dalla 
condizione che la sua quadrica polare rispetto a B ed il pian tangente 
in esso ad F, si tagliano in un medesimo punto della retta all’infinito u 
del piano zz. 


Cid risulta dal fatto che lequazione A = 0 si ottiene eliminando = 
tra le equazioni: 


(2+54)'B-0, F+5F-0, 


x Oz 


la 1* delle quali da le intersezioni della retta « colla quadrica polare del 
punto (xyz) rispetto a B; e la 2* lintersezione di u col piano polare del 
medesimo punto rispetto ad F. 

Tenendo presente che la quadrica polare di un punto generico di C 
rispetto a B, si spezza nei due piani ivi tangenti a questa superficie, si 
conclude che A si annulla: 

a’) Nei punti del gruppo (CD). La linea Z passera per ciascuno 
di questi punti, perch® uno dei piani tangenti a B in un punto (CD), 
tocea F. Dunque, non soltanto A passa per ogni punto (CD) colla molte- 
plicita 2, ma uno dei piani tangenti a A ivi (quello che contiene le tan- 
genti delle curve L, D), tocca F, e quindi un punto (CD) conta tre volte 
fra le intersezioni di C con A. 

b’) Nei punti dei gruppi (CM) e (CK), perché uno dei due piani 





lico, 
‘ado; 
za F 
dalla 
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tangenti a B in ciascuno di questi punti, tocca F. Ogni tal punto conta 
una volta tra le intersezioni di C con A. — Si tenga presente, pel seguito, 
che il gruppo (CK) coincide col gruppo Q, definito in d). 

ce’) Nei punti del gruppo J, in ciascun dei quali la tangente a C é 
parallela al piano xz. Per valutare la molteplicita d’ intersezione di C 
e A in uno, O, di questi punti, trasportiamo ivi l’origine delle coordinate, 
prendendo come asse x la tangente a C in O, ma lasciando inalterata la 
posizione della retta all’ infinito del piano xz, dalla quale dipende la 
costruzione geometrica della superficie A. 


Poiché = annullasi lungo la C, ed il pian tangente in O alla super- 


ficie - =, passa pel punto all’ infinito dell’ asse x, nel punto O saa 


@B 0. Simi i vede che in O si annull 3 Ma si put 

szoz — 0: Similmente si vede che in O si annulla pure =|. Ma si pud 
2 

inoltre provare che la superficie a4 ha in O con C molteplicita d’ inter- 

sezione uguale a 2. Invero la B= 0, avendo in O contatto quadripunto 


coll’ asse w, dai termini di B, indipendenti da y, z, esce il fattore 2‘, e 
quindi dai termini di a indipendenti da y, z, esce il fattore 2°. 

Se a cid si aggiunge il fatto che la F” si annulla in O, si conclude 
che ciascuno dei tre termini di A ha incontro bipunto con C in O, e 
quindi che lo stesso accade per la superficie A.*) Prescindendo dagli zeri 
che gia appaiono comuni al numeratore e al denominatore di g, segue 
che la m(xyz) diviene infinita del 1° ordine nei punti del gruppo all’ in- 
finito P, e del 2° ordine nei punti del gruppo N; mentre si annulla sem- 
plicemente nei punti del gruppo (CE,) e nei punti di Q. 

Ma un esame pid intimo della questione permette di effettuare un’ 
ulteriore riduzione tra gli zeri dei due termini di g. 

Se, invero, facciamo variare il piano y = ¥, in guisa che si avvicini 
indefinitamente al piano y = y, tangente a C nel punto (a ¥2), due poli 
di 1° ordine dell’ integrale J(xyz) si muovono sulla C, tendendo a coin- 
cidere in (a ¥%): onde questo punto risulta un polo di 2° ordine per 
J(xy2), € quindi di 3° ordine per la funzione razionale R(xy,z). Siccome 
al variare di y= ¥ verso y= yo, due poli di 2° ordine di R(wyz) ten- 
dono ad (2 ¥%,), affinch® questo punto risulti un polo di 3° ordine per 
R(«y,2), bisognera che uno zero di R(x¥z) tenda contemporaneamente ad 
(xpYo%): cioe bisognera che la curva E, passi per (Xp ¥p 2). 

Ne deriva che il numeratore di @ si annulla semplicemente nei punti di 
N, e quindi che questi punti sono in realté poli di 1° ordine per la »(xyz). 


*) Ho tolto la ricerca della molteplicita d'intersezione di C e A nel punto O, 
da un passo delle Lezioni del prof. Segre, ove era esposta per tutt’altro scopo. 
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In conseguenza viene a ridursi anche il gruppo degli zeri di q, ri- 
manendo costituito soltanto dal gruppo @ e dal gruppo (CE,) — N, che 
designeremo con G. 

E poi chiaro che i punti di G son caratterizzati dalla proprieta che 
in-essi @ regolare l’integrale abeliano J(xyz) (con ¥ parametro variabile). 

Ma possiamo di pid osservare che sulla curva C esiste necessaria- 
mente la serie caratteristica*), e che G @ un gruppo di questa serie. 

Costruiamo infatti una superficie ©, dordine r, che passi semplice- 
mente per C e seghi altrove F lungo la curva H. La jacobiana di F, ® 
e di due piani dello spazio (la cui equazione si ottiene, in coordinate 
omogenee, uguagliando a zero il determinante funzionale di F, ® e dei 
due dati piani), @ una superficie d’ordine m + r — 2, aggiunta ad F, e 
segante C, fuori del gruppo (CD), nel gruppo (CH) ed in un gruppo 
jacobiano della serie formata dalle sezioni piane di C.**) 

Considerando una superficie aggiunta d’ordine m + r— 2, sputhat 
in una superficie qualunque d’ordine r—1 e in un’ aggiunta d’ordine 
m—1, ne deriva che quest’ultima sega C, fuori di (CD), in un gruppo 
equivalente***) a 


*) Nella mia Nota citata, Osservazioni sui sistemi continui ..., ho definito la 
serie caratteristica di una curva C, tracciata sopra una superficie algebrica F, in- 


dipendentemente dall’ esistenza di un sistema lineare infinito, a cui appartenga total- 
mente la C; cioé indipendentemente dall’ esistenza di una funzione razionale, di cui C 
sia una curva di livello costante. Per comodita del lettore richiamerd brevemente 
questa definizione. 

Determiniamo su F' un sistema lineare | #|, tale che una delle sue curve (ma 
non tutte) si spezzi nella C e in una parte residua H. Se la serie lineare indivi- 
duata su C dai gruppi (CE), contiene la serie lineare individuata dal gruppo (CH), 
la differenza tra le due serie riesce indipendente dalla scelta del sistema | Z|, e di- 
cesi la serie caratteristica della curva C. — Quando la C appartiene ad un sistema 
lineare infinito, la serie caratteristica @ quella che contione tutti i gruppi segati su C 
dalle altre curve del sistema. 

**) Diconsi gruppi jacobiani di una serie lineare esistente sopra una curva C, 
quelli formati dai punti doppi delle singole serie lineari semplicemente infinite, con- 
tenute nella data serie. 

***) Due gruppi di punti di una curva algebrica C, diconsi equivalenti, sllor- 
quando appartengono ad una medesima serie lineare; cio® sono gruppi di livello 
costante di una medesima funzione razionale. L’equivalenza s’indica col segno = 
posto fra i due gruppi. 

Similmente si definisce, sopra una superficie, 1’ equivalenza di due curve; e si 
denota col medesimo segno. 

Per la piena intelligibilité di quanto é@ affermato nel testo, convien ricordare 
che un gruppo jacobiano di una serie lineare esistente sulla curva C, equivale a due 
gruppi di questa serie, aumentati di un gruppo canonico. Ved. ad es. la nota a pié 
della pag. 11 nel mio lavoro: Su alcune questioni di postulazione. 
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3P + 1+ (CH)—(C+ H,C), 
ove JT denoti un gruppo canonico di C. 

Poiché la F’ @ un’ aggiunta d’ordine m —-1, avremo dunque: 

Q=3P+4+T7+(CH)—(C+4,C). 
Confrontando questa relazione coll’ altra 
G+Q=P+N, 
la quale deriva dal fatto che G+ Q @ il gruppo degli zeri e P+ N il 
gruppo dei poli della funzione razionale g(xyz), verra: 
G=N—2P—T+(C+4H,C)—(4,0). 
Se si osserva ancora che N, come gruppo jacobiano della serie segata 
su C dal fascio y = cost, equivale a 2P + 7, avremo in definitiva: 
G=(C+ H,C)—(4H,0), 

la quale, secondo la definizione gid richiamata della serie caratteristica 


(ved. la nota *) a pié della pag. 32), esprime che G @ un gruppo di 
questa serie. 


3. Passiamo ora ad esaminare l’ipotesi che la R non divenga infinita 
fuori di C. 


Dopo aver posto, come nel caso antecedente, la funzione razionale R 


sotto forma di quoziente $ di due polinomi aggiunti ad F, si giunge 


all’ espressione (4) della funzione residua g(xyz), individuata da J sulla 
curva C. 

E Vesame di quest’ espressione, del tutto analogo a quello svolto 
precedentemente, ci permette di concludere che la » diviene infinita del 
1° ordine nei punti del gruppo P, e del 2° ordine nei punti del gruppo N, 
mentre diviene nulla del 1° ordine nei punti di (CE,) e del 2° ordine nei 
punti di Q. 

Per le ragioni gid addotte nel numero precedente, si vede che la 
curva E, deve passare pei punti del gruppo N: onde pud dirsi che in 
questi punti la  diviene infinita del 1° ordine, e che il gruppo de’ suoi 
zeri viene costituito dal gruppo (CE,)— N, contato una volta, e dal 
gruppo Q contato due volte. 

Ma qui si presenta una modificazione, rispetto all’ ipotesi preceden- 
temente discussa. Invero, per ciascun punto del gruppo @Q deve passare 
la curva E,, perché nel caso contrario un punto (xy)4) di Q, sarebbe un 
polo di 2° ordine per la funzione razionale R(xy,z); ciod, trattandosi di un 
punto di diramazione, lo sviluppo di R(xy,z) comincerebbe con un ter- 
mine in — t il che porterebbe una singolarité logaritmica nell’ in- 

@— Ly 
tegrale Fey,s) Ne discende che in ciascun punto (%y%4%) di Q, la » 
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possiede in realta uno zero di 3° ordine, che proviene dalla coincidenza 
di uno zero di 2° ordine con uno di 1° ordine. 

Tuttavia al risultato definitivo si pud dare la stessa forma di quella 
che deriva dall’ analisi del n° 2, definendo il gruppo G mediante la 
relazione 

G = (CE,) —N+ Q. 
Con questa posizione, in forza dell’ equivalenza del gruppo dei poli al 
gruppo degli zeri di g, si ottiene ancora: 


G+Q=P+N, 


e, come prima, si vede che G @ un gruppo caratteristico della curva C. 

E poi evidente che in ogni punto (242) di G, V'integrale abeliano 
J(xy 2) & regolare. 

Soltanto, per la particolar natura della funzione R, qui c’e da osservare 
che il gruppo G contiene il gruppo Q contato due volte. 

4. Come conseguenza dei ragionamenti svolti finora possiamo enunciare 
il seguente 

Teorema I. Allorquando un integrale semplice di 2% specie J(xyz), ap- 
partenente ad una superficie algebrica F', non ammette che poli di 1° ordine, 
e questi sono distribuiti lungo una sola curva C, irriducibile e priva di punti 
multipli, tale curva possiede necessariamente la serie caratteristica. 

La funzione residua di rango 1, p(xyz), individuata da J sulla C, 
diviene infinita (del 1? ordine) nei punti all’ infinito di C e nei punti di 
contatto dei piani y = cost., che toccano la curva polare; e diviene nulla (del 
TL ordine) nei punti di C in ciascun dei quali il pian tangente ad F é 
parallelo all’asse 2, e nei punti della curva stessa, ove é regolare Vintegrale 
abeliano J(x¥z). Questi ultimi punti formano un gruppo della serie carat- 
teristica esistente su C. q 

Tale gruppo si chiamera il gruppo caratteristico individuato su C | 
dall’ integrale J. 

Osservazione 1*. In qualche caso particolare pud accadere che | 
aleuni dei punti enumerati compariscano contemporaneamente tra i poli | 
e tra gli zeri di gy. Potremo allora sopprimerli o mantenerli nei due gruppi, 
secondo che ci piaccia. — Nel seguito, in casi analoghi, ci dispenseremo 
dal ripetere quest’ osservazione. 

Osservazione 2*. Il teorema dimostrato vale in particolare quando 
Vintegrale riducesi ad una funzione razionale: in tal caso i gruppo carat- 
teristico individuato da J su C, non é altro che il gruppo base del fascio 
J = cost. 

Del resto, quando J @ una funzione razionale, il teorema si pud ' 
stabilire direttamente e pid semplicemente, osservando che, se A, B son 
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due polinomi aggiunti ad F, tali che J=<=, la funzione residua di 
rango 1, individuata da J sulla C, risulta auld ad 
AF’ 
FB, FB, 


Osservazione 3°. Nel ragionamento dei n' 2, 3, ci ha servito il 
fatto che la curva E, passa pei punti del gruppo N. Ora questo fatto, 
che abbiamo giustificato provvisoriamente in modo intuitivo, si stabilisce 
in modo rigoroso, facendo capo alla condizione d’integrabilita pel dif- 
ferenziale totale 

Ada+A,dy 
B 


Nel calcolo seguente useremo i d senza incurvare, per le derivate parziali 
(rispetto ad x, y) di una funzione di «, y, 2, allorquando la z si riguardi 
come funzione implicita di x, y, definita dalla 


F(ayz) = 


mentre useremo i @ incurvati, per le derivate parziali esplicite. — Con 
queste notazioni la condizione d’integrabilité si scrive sotto la forma: 


a 3) oi (3) 
i da \B)? 


dA 


oe Leow | 


Bay 


1 iz . 
Derivando i due membri dill ad x, otterremo: 
dAdB aA dAdB a’B aA a*B 
dy dx i dxdy da dy —A dady Bag — A az? 
Poiché nei punti di C si annullano le derivate parziali esplicite di B, 
rispetto ad 2, y, 2, in quei punti si annulleranno pure le derivate parziali 
implicite, rispetto ad 2, y, onde lungo la C la relazione precedente diverra: 


. aB aB 
(5) A dady = A, dz 


Siccome imoltre nei punti di C: 


wp _(ja¥~ a2?) heh)? 
dxdy thy 

wn _(e¥—i5%) ® 

da Fi? ’ 


a 











36 
la (5) si trasforma nella: 
(6) AGF —5.F) (fy HF) B)=4 (Gh — GF) 8) 


Osserviamo ora che la superficie 


N=(7,h-Z FH) B-0, 


passa semplicemente per C, perché in C si annullano semplicemente le 
OB OB 


ay? OF Ne segue che la superficie 


é LU é , 
(5 Fi — 7, Fs) A-0, 
luogo dei punti dello spazio i cui piani polari rispetto alle F, A, si 
tagliano in un medesimo punto della retta all’ infinito del piano zz, 
passa semplicemente pei punti del gruppo N. 

Ricordando ora (n° 2) che la superficie 


s=(£r—£4r)'B-0, 


passa pure pei punti di N, avendo ivi con C incontro bipunto, dalla 
relazione (6) si rileva che A si annulla in questi punti, come volevasi 
provare. 


§ 2. 
Dimostrazione del teorema fondamentale. 


5. In questo § stabiliremo un legame tra l’irregolarita di una super- 
ficie e l’esistenza d’integrali di differenziali totali di 1* o di 2* specie ad 
essa appartenenti. Per spianare la via nella ricerca di questo legame, 
giova premettere il seguente 

Lemma. Se per wna superficie algebrica F' Vordine di connessione 
lineare é p, > 1, esistono sempre integrali di Picard della 2* specie, ap- 
partenenti ad F, i quali non si possono ridurre alla 1* specie per sottrazione 
di funzioni razionali. 

Invero, poiche i p, —1 periodi di un integrale di 2* specie appartenente 
ad F, sono assegnabili ad arbitrio*), potremo costruire un integrale di 
2" specie, J(xyz), che abbia tutti i periodi reali (od immaginari puri). 
Tale integrale non pud ridursi alla 1* specie per sottrazione di una 
funzione razionale, perché altrimenti sopra una sezione piana generica [| 
della superficie, la differenza darebbe luogo ad un integrale abeliano di 
1* specie, i cui periodi, essendo determinati in funzione dei p, —1 periodi 


*) Cfr, Picard et Simart, loc. cit., t. I, Cap. IV, n° 23 e Cap. VI, n° 4. 
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di J, mediante relazioni lineari omogenee a coefficienti interi*), risultereb- 
bero tutti reali (o tutti immaginari puri): il che @ notoriamente assurdo**). 

6. Cid premesso passiamo a dimostrare il seguente 

Teorema II. Una superficie algebrica F, che abbia Vordine di con- 
nessione lineare maggior d’uno, cioé che possegga integrali trascendenti di 
2% specie (0 di 1%), é wregolare. 

Consideriamo infatti un integrale trascendente di 2* specie, J(xy2), 
appartenente ad F, il quale non riducasi alla 1* specie per sottrazione 
di funzioni razionali, e che divenga infinito del 1° ordine soltanto lungo 
una curva C, irriducibile e priva di punti multipli. 

Indichiamo con @ la funzione razionale residua di rango 1, individuata 
da J sulla curva polare C, e con G il gruppo caratteristico di C, nei 
punti del quale lintegrale abeliano J(x¥z) @ regolare (n° 4). 

Proveremo che il gruppo caratteristico G, individuato su C dall’ in- 
tegrale J, non @ segato sulla curva stessa da nessun’ altra curva del 
sistema lineare completo |C|. 

Invero, se esistesse una curva C di |C|, segante il gruppo G, la 
funzione razionale R(xyz) (determinata a meno di un fattore costante), 
che ha per curva di livello zero la C e per curva polare la C, in virta 
del teorema dimostrato al n° 4 (ved. anche l’Oss. 2* dello stesso n°), 
individuerebbe su C una funzione residua g’, che avrebbe gli stessi zeri 
e gli stessi poli di m. Onde risulterebbe 


p= ig, 
con 4 costante, e quindi l’integrale 
J’ =J—AR, 


sarebbe di 1* specie, contro il supposto. 
Ne deriva che il sistema completo |C| ha la serie caratteristica 
parziale, e quindi***) che la superficie F’ @ irregolare. 


*) Picard, Cap. IV, n° 22. 

**) Ved. ad es. Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques et de 
leurs intégrales. (Paris, Gauthier-Villars, 1895; n° 118.) 

***) Castelnuovo, Alcwne proprieta fondamentali---, n° 27. Ved. pure la mia 
Nota, Sulla deficienza della serie caratteristica di un sistema lineare di curve ap- 
partenente ad una superficie algebrica (Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, serie 5*, 
t. XII, 1908). 
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§ 3. 


Riduzione di tutti glintegrali di 2* specie ad integrali che 
posseggano una sola curva polare del 1° ordine. 


7. La dimostrazione svolta al n° 6 presuppone che sopra una super- 
ficie F, avente l’ordine di connessione lineare p, >1, si possa sempre 
costruire un integrale di 2* specie (coi periodi arbitrari) dotato di una 
sola curva polare del 1° ordine, irriducibile e priva di punti multipli. 

Questa proprieta, che ci viene suggerita da ragioni di analogia, 
considerando le funzioni razionali come particolari integrali di 2* specie, 
verra stabilita nel presente §, ove dimostreremo la possibilita di ridurre, 
mediante sottrazione di funzioni razionali, ogni integrale di 2* specie 
appartenente ad F, ad un integrale che possegga una sola curva polare 
del 1° ordine prefissata. . 

8. Cominceremo percid a studiare le funzioni residue, individuate 
sopra le proprie curve polari, da un integrale di 2* specie 


J={ Rdx + Say, 


che divenga infinito rispettivamente degli ordini s,, s,,---, s,, lungo le 
curve irriducibili C,, C,,---,C, prive di punti multipli o dotate al pit 
di punti doppi nodali. 

Per caratterizzare geometricamente il gruppo dei poli ed il gruppo 
degli zeri della funzione residua di rango s,, (xyz), individuata da J 
sulla curva polare C,, non avremo che da estendere l’analisi del § 1. 

Nell’ esporre questa estensione, sorvoleremo su quei punti in cui non 
occorrono che leggeri cambiamenti di forma, trattenendoci invece su quei 
punti ove occorrono considerazioni nuove. 

Supponendo di aver gia assoggettata la F' ad una trasformazione 
omografica generica, riterremo che le funzioni razionali R, S si annullino 
semplicemente lungo la curva all’ infinito di F, e che non divengano 
infinite in nessun piano y = cost. o « = cost. (il che implica che nessuma 
delle curve polari di J appartenga a questi fasci). 

Due casi si possono allora presentare: o la funzione R, che diviene 
infinita necessariamente degli ordini s,+1, s,+1,---, 8p +1 lungo le 
curve C,,---,C,, possiede inoltre la curva polare del 1° ordine K, segata 
su F, fuori della linea doppia D, dalla superficie F; 0; oppure la R non 
diviene infinita fuori delle curve C,,---, C,. 

9. Fermandoci ad esaminare la prima ipotesi, si determinino due 
polinomi A, B aggiunti ad F, di gradi rispettivi —1 ed 1, ed il secondo dei 
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quali passi per K, semplicemente, e per le linee C,,---, C,, colle molte- 
plicita s, + 1, s, + 1,---,s,+ 1, im guisa che risulti 


R(a«yz) = pee . 

Si avverta che le due superficie A, B si taglieranno su F, fuori della 
linea doppia, lungo una curva M, la quale non ha alcun particolar legame 
colla funzione R. 

Sviluppando in serie di Taylor-Cauchy il numeratore eil denominatore 
della R, riguardati come funzioni di 2, nell’ intorno di un punto generico 
della curva C,, e facendo poi il quoziente delle due serie, si trova, a meno 
d'un fattore numerico: 

A(eys)Fi"*) 
(Entry 's 


z 





y(xyz) = 


Indicando: con FE, la curva di livello zero della R, astrazion fatta 
dalla curva all’ infinito di F, si prova, come al § 1, che la (xyz) si 
annulla semplicemente nei punti del gruppo (C,E,), ed s, volte nei punti 
del gruppo Q, = (C,K), in ciascun dei quali il pian tangente ad F é 
parallelo all’ asse z; e inoltre che la g diviene infinita d’ordine s, in 
ciascuno dei punti all’ infinito di C, (costituenti il gruppo P,). 

AV infuori dei punti di P,, i poli di g(xyz) cadono nei punti 
di C,, diversi da quelli dei gruppi (C,D), (C,K), (C,M), pei quali passa 
la superficie: , 


, A\itt 
o=(£F.-2F)"'B=0, 
luogo di un punto (wyz) dello spazio la cui polare d’ordine s, +1 rispetto 
a B, incontra il piano polare di (wyz) rispetto ad F, in un medesimo 
punto della retta all’ infinito w del piano zz. 

La superficie A, fuori della linea D, per cui essa passa colla molte- 
plicita s, +1, e fuori dei gruppi (C, K) e (C, M), per cui passa semplicemente, 
sega C, nei punti dei gruppi (C,C,),---,(C,C,); nei punti del gruppo N,, 
in ciascuno dei quali la C, @ toccata da un piano y = cost; e negli 
eventuali nodi di C,. Ma per sapere quali ordini devonsi attribuire ai 
punti suddetti, come poli di g, occorre valutare la molteplicita d’inter- 
sezione di C, e A in ciascuno di essi. 

Cid pud farsi nel modo pid rapido, osservando che la molteplicita 
dintersezione di A e C,, in un loro punto comune, dipende esclusivamente 
dalle proprieta di A e di C, nell’ intorno di quel punto; sicché, se vogliamo 
valutare ad es. la molteplicita d’intersezione in un punto del gruppo N,, 
potremo supporre che la curva C, non abbia nodi, e che manchino le 
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curve M, K, C,,---, C,; cioe che B seghi F, fuori della D, lungo la curva C,, 
(s, + 1)-pla per B. 

Diciamo allora », x, v, l’ordine, il genere ed il grado di C,*), 4 il 
numero dei punti del gruppo (C,D), e teniamo presente la relazione: 
(7) n(m—4) — A = 2a —2— v*), 

La superficie A, d’ordine 1 — s, — 1 + (s, +1) (m—1), sega C, nei 
punti (C,D), da contarsi ciascuno s, + 2 volte (ved. n° 2, a’), e ulterior- 
mente nei punti del gruppo N,, da contarsi ciascuno un numero in- 
cognito & di volte. Onde avremo: 

2&(m+2—1) = n(s, +1) (m—2) + nl — (s,4+2)4, 
la quale, ricordando la (7), diviene: 
(8) 2&(n+a—1) = 2(s,+1) (n+a—1) + nl —(s,4+1)y—A. 

Ora si osservi che un’aggiunta d’ordine 7, diversa da B, sega C,, 
fuori della D, in nl — A punti, i quali costituiscono la completa inter- 
sezione di C, con una curva del sistema (s,+1)C,|. Dunque: 

nl —A=(s,+1)r, 
e quindi dalla (8) si trae 


—&= $, + i. 
Similmente, per determinare la molteplicita d’intersezione di A con C, 
in ciascun punto di (C,C,), potremo supporre che C, sia ancora priva di 


nodi, e che B seghi F, fuori della D, lungo le curve C,, C,, rispettivamente 
(s,+1)-pla ed (s,+1)-pla per B. 

La superficie A sega C,, fuori della D, in 

n(s, +1) (m—2) + nl — (s,4+2)a 
punti, dei quali 2(n+a—1), da contarsi ciascuno s, + 1 volte, cadono 
nei punti di contatto delle tangenti di C, appoggiate ad wu, e gli altri 
nei d punti comuni a C,, C,, da contarsi ciascuno 4 volte. Onde avremo: 
n(s, +1) (m—2) + nl — (s,+2)4 = 2(s, +1) (n+ a”—1) + 98. 
Tenendo presente la (7), questa relazione da: 
nl —(s,+1)v—A=~y. 

Un’aggiunta d’ordine /, diversa da B, sega C,, fuori della D, in 
nl—A punti, che costituiscono il gruppo comune a C, e ad una curva’ 
del sistema |(s,+1)C, + (s,+1)C,|. Onde: 

nl — 4 =(s,+1)v + (s,+1)0, 

*) Cfr. p. es. Enriques, Intorno ai fondamenti della geometria sopra le super- 
ficie algebriche (Atti della R. Acc. di Torino, 1901); n° 12. 

**) Ved. la mia Nota, Il genere aritmetico ed il genere lineare in relazione alle 


reti di curve tracciate sopra una superficie algebrica. (Atti della R. Acc. di Torino, 
t. 37, 1902); n° 1. 
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la quale, confrontata colla precedente, porge 


y= 8, +1. 
Supponendo infine che la curva C, possegga d nodi, e che B seghi F, 
fuori della D, soltanto lungo la curva C,, (s,+1)-pla per B, determiniamo 
la molteplicita dintersezione di A con C, in ciascuno di questi nodi. 
La relazione (7), viene sostituita in tal caso dalla 


(7’) n(m—4) —1 = 2a—2—yv+4 2d, 
ove x denoti il genere effettivo di C,, e v il suo grado virtuale, calcolato 
prescindendo dai d punti doppi. 
Cid posto, osserviamo che la A sega C, in 
n(s, +1) (m—2) + nl — (s,+2)a 
punti, dei quali 2(s,+1)(m+2a—1) cadono nei punti del gruppo N,, 
e 2€d nei punti doppi: denotando con € la molteplicita d’intersezione 


di A con ciascuno dei rami di C, aventi Vorigine in un nodo. Onde 
avremo: 

2(s, +1) (n+a—1) + 26d = n(s, +1) (m—2) + nl—(s,4+2)A, 
la quale, tenendo conto della (7’), porge: 

2€d = 2(s,+1)d + nl —(s,4+1)v—A. 

Poiché un’ aggiunta d’ordine 1, diversa da B, sega F, fuori della D, 
lungo una curva del sistema |(s,+1)C,|, ove C, rappresenta la curva C, 
virtualmente priva dei punti doppi, verra: 


nl—A=(s,+1)v, 
f=s,+1. 


Riassumendo, possiamo dire che la g(xyz) si annulla semplicemente 
nei punti di (C,E,) ed s, volte nei punti di Q,; e che diviene infinita 
dordine s, in ciascun punto del gruppo P,; ‘infinita d’ordine (s,+1) nei 
punti di N,, e nelle origini di ciascuno dei due rami che s’incrociano in 
un nodo di C,; e infinita d’ordine (s;+1) nei punti di (C,C;) (¢=2,---,9). 

Ma, come nel § 1, anche qui si presenta un’ ulteriore riduzione tra 
gli zeri e tra i poli sopra enumerati. 

Invero, poiché in un punto di N,, o in un punto doppio di C,, 
l'integrale J(xyz) presenta un polo d’ordine 2s,, proveniente dalla coin- 
cidenza di due poli d’ordini s, variabili su C,, la funzione razionale 
R(x¥z) dovra ivi presentare un polo d’ordine 2s,+1; e dunque bisognera 
che, quando un piano y= ¥ tende a passare per uno dei punti suddetti, 
non soltanto due poli d’ordine s, +1 della R(ry¥z), tendano al punto 
stesso, ma vi tenda pure uno zero (del 1° ordine); cioé la curva E£, 
dovra passare per quel punto. 


e quindi 
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Similmente, dal fatto che la R(xyz) presenta un polo d’ordine 
8, + s;+ 1 im ciascun punto di (C,C,), si deduce che ogni tal punto ap- 
partiene alla curva E,*). 

Osservando inoltre che ogni punto comune alle curve C, ed £,, all’ in- 
fuori dei punti ultimamente nominati, @ un polo d’ordine s,—1 per l’in- 
tegrale abeliano J(x¥z), si conclude col 

Teorema III. Se J(xyz) é un integrale semplice di 2* specie, apparte- 
nente alla superficie F(xyz)=0, il quale divenga infinito rispettivamente 
degli ordini s,, 8,-+--, S,, lungo le curve irriducibili C,, C,,---, Cy, dotate 
al pit di punti doppi nodali; e se N, denota il gruppo dei punti di contatto 
delle tangenti di C, parallele al piano xz, P, il gruppo all’ infinito di C,, 
ed X; Vinsieme delle coppie di punti che cadono negli eventuali nodi della 
curva stessa, i poli della funzione residua g; di rango s;, individuata da J 
lungo la curva polare C,, formano il gruppo: 

8;(N;+ P,+ X) + 8,(€,0) +--+» +5 _1(G_,0) + 
+ 8541(G,410,) + +--+ 8,(€;C,). 
Inoltre, se Q, é costituito dai punti di C, ove i piani tangenti ad F son 
paralleli all’ asse 2, ed Y, dai punti di C, ove Vintegrale abeliano J(x¥z) 
ha poli d’ordine s;—1, gli zeri di yp, formano il gruppo: 
5; Q, + Y,. 

Osservazione. Veramente prima di arrivare a questa conclusione, ci 
restava da esaminare lipotesi che la funzione razionale R non divenisse 
infinita fuori delle curve C,, C,,---,C,. Abbiamo tralasciato quest’esame, 
perché non presentava ormai nessuna difficolta’. Osserveremo soltanto che 
nell’ ipotesi suddetta, attesa la particolar natura della funzione R, il 
gruppo Y, contiene come parte Q, (cfr. col n° 3). 

10. Vediamo ora di estendere la proprieta che ci condusse a definire 
il gruppo caratteristico, indigiduato sopra la propria curva polare, da un 
integrale che divenga infinito del 1° ordine, lungo una sola curva irridu- 
cibile (um 4). 

Tenendo conto del fatto che la jacobiana della F’, di un’ altra super- 
ficie passante per la curva C;, e di due piani qualunque dello spazio, sega 
C; fuori della linea doppia D, oltreché nel gruppo N;, anche nel gruppo X,, 
definito nell’ enunciato del teorema precedente, avremo (come al ne 2) la 
relazione: 

(9) Q,= 3P,+ T,+ X,+ (H, C) —(H + C, C), 
ove 7, denota un gruppo canonico di C,, e C; la curva stessa, virtualmente 
priva de’ suoi punti doppi. 

*) Quest’ affermazione e la precedente derivano anche dalla condizione d’inte- 
grabilita (no 4, Oss. 3*). 





Superficie algebriche con integrali di Picard di 2* specie. 43 


Quanto alla curva H, essa @ assoggettata alla sola condizione che il 
sistema lineare |H + C,| sia infinito e non contenga C,; come parte fissa. 

Si chiamino C,, C,,---,C, le @ curve polari, virtualmente prive dei 
loro punti doppi, e s’indichi con U la curva composta 

8,0, + 0,4 +--+ +5 Cit Hy Cite + $,C,. 

Se V @ una curva tale che il sistema lineare |U + V+ (s,—k)C,| 
(k = 0, 1, 2,---,s,— 1) sia infinito, e non contenga C,; come parte fissa, si 
pud far coincidere successivamente la H colle curve 

U+V+ (s,— 1)C,, U+V+ (s;— 2)C,, GAS U+V+ C;, U+V. 

Sommando membro a membro le s, relazioni, analoghe alla (9), che cosi 
si ottengono, viene: 

$,Q,= 38,P,+ s,T;+ s,X,+ (U+V, 0) -(U+V+38,6,, G). 

Poiche (ne 2): 

N,=2P,+ 1, 
avremo pure: 
§,Q,= 5(N,+ P,+ X) + (U+V, 0) -—-(U+V +86, C), 
la quale, confrontata colla relazione: 
8(N;+ P;+ X) + (U, ©) =s8,9,+ ¥,, 
dimostrata al n° 9, porge: 
¥,=(U+V+sC,C) —(V, 0). 


Se in particolare la curva 


j=0 
U+3s,¢; = >'3,C, 
j=l 


individua un sistema lineare infinito, avremo: 


Y,= (2s,C 


j? 


ke Ci); 
cioé, in parole: 

Teorema IV. Allorquando la curva s,C, + 8,0,+---+ 8,0, costi- 
twita dalle @ curve polari dell’ integrale J(xyz), considerate come virtual- 
mente prive di punti doppi, individua un sistema lineare infinito, il gruppo Y, 
dei punti di C,, ove Vintegrale abeliano J(xijz) ha poli dordine s,—1, equi- 
vale al gruppo segato sulla C, da una curva del sistema |s,C,+-++ + 8,Co|. 

In ogni caso Y, si chiamera il gruppo singolare individuato da J 
sulla curva polare C;. 

Osservazione. In particolare quando J riducesi ad una funzione 
razionale, quet punti base del fascio J = cost, che appartengono ad una curva 
polare, costituiscono ivi il relativo gruppo singolare. 

Cid segue senz’ altro dal n° 9; ma lo si pud verificare direttamente, 
senza cioe riguardare la funzione razionale come un integrale di differen- 
ziale totale. 
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11. Per ottenere la riduzione che costituisce Yoggetto di questo §, 
ci occorre pure il 

Teorema V. Ogni integrale semplice di 2° specie appartenente alla 
superficie algebrica F, si pud ridurre, mediante sottrazione di una conveniente 
funzione razionale, ad un integrale che divenga infinito soltanto lungo curve 
di un fascio fissato. 

Svilupperemo la dimostrazione supponendo che il fascio fissato sia 
segato su F' dai piani y = cost, e che la retta all’ infinito comune a questi 
piani, tagli F in punti distinti. A questo caso ci possiamo sempre ridurre 
con una trasformazione birazionale, se il fascio dato possiede punti base 
semplici ed appartiene ad un sistema lineare semplice, almeno co**). Non 
ci occuperemo di togliere questa restrizione, perché cid basta per |’appli- 
eazione che abbiamo in vista. 

Se m @ Yordine e a il genere delle sezioni piane della superficie 
F (xyz) = 0, @ possibile determinare 22 polinomi U,(xyz), U,(«yz),---, 
U,,(xy2), di grado 2m—4 in a, 2, aggiunti ad F, e tali che per un valore 


generico ¥ di y 

J fae, pee, .. , {Geax 
sieno 2 integrali abeliani di 2* specie, algebricamente distinti, per la 
curva F(xyz) = 0; ed aventi i poli soltanto negli m punti all’ co della 
curva stessa**), 

Se la superficie F possiede integrali trascendenti di 2° specie, se cioe 
Yordine di connessione lineare della F'@ p, > 1***), si potranno determinare 
2x funzioni razionali di y, non tutte identicamente nulle, a,a,---a,,, per 
modo che l’integrale: 


fs U; +4 Uy ++ +20 en 7 Udz, 
e F; 


abbia tutti i suoi periodi indipendenti da y+). Allora con un noto pro- 
cedimento di Picard}+}), si costruisce una funzione razionale V(xyz), 
tale che: 


J—={Ude + Vdy, 


é un integrale trascendente di 2* specie. 
Poiché sopra un piano generico y = cost, quest’ integrale da luogo 


*) Si noti che se tale sistema non ha punti base, la trasformazione si pud 
ottenere senza introdurre curve eccezionali. 
**) Picard et Simart, loc. cit., t. I, pagg. 162, 164. 
“*) Picard et Simart, loc. cit. t. I, pag. 150. 
+) Ibidem, Capitolo IV, § 23. 
+t) Ibidem, Capitolo IV, § 23. 
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ad un integrale abeliano di 2* specie, che diviene infinité soltanto nei 
punti base del fascio fissato, si conclude che la curva polare di J sega 
una curva generica di quel fascio, soltanto nei punti base, e quindi che 
essa Si compone di curve del fascio stesso. 

Si ricordi ora che la determinazione delle a dipende dalla scelta arbi- 
traria di p,—1 costanti (i periodi distinti degli integrali di 2* specie 
appartenenti ad F’), cosicché, se si prendono successivamente come valori 
di queste costanti, gli elementi delle orizzontali di un determinante non 
nullo, di ordine p,— 1, si vengono a costruire in corrispondenza p, — 1 
integrali algebricamente distinti J,, J,,--+, J,.-1) analoghi ad J, cioé 
aventi per curve polari soltanto curve del fascio y = cost. 

Cid posto, se J @ un integrale qualunque di 2* specie appartenente 
ad F’, esisteranno dei numeri 4,, d,,---, 4,1 ed una funzione razionale 
(xyz), tali che 

T= AJ, + 4+ +--+ 4,151 + O(eyz), 
onde lintegrale J —® diverra infinito soltanto lungo curve del fascio 
y = cost, c. d. d. 

12. Passiamo infine a ridurre gl’integrali di 2* specie, appartenenti 
alla superficie algebrica F, ad integrali che posseggano una sola curva 
polare del 1° ordine. 

A tal uopo fissiamo sulla superficie F' un sistema lineare privo di 
punti base, che sia immagine delle sezioni iperpiane d’una superficie F’, 
priva di punti multipli, riferita birazionalmente ad F’; e stacchiamo dentro 
a questo sistema, un fascio generico |C|, privo di curve spezzate e dotato 
di punti base semplici, il cui gruppo denotiamo con B. 

Un integrale qualunque di 2" specie appartenente ad F, si pud ridurre, 
per sottrazione di una funzione razionale, ad un integrale J(xyz) che 
divenga infinito soltanto lungo curve del fascio fissato. 

Diremo C,, C,,---, 0, le curve polari di J ed s,, s,---,s, gli or- 
dini d’infinito relativi a queste curve. Pel modo generico con cui @ stato 
scelto il fascio |C|, le C, saranno prive di punti multipli od al-pid dotate 
di punti doppi nodali. 

Se m’ @ lordine di F’, le forme d’ordine k, > m’— 2, passanti per 
gli eventuali nodi di una sezione iperpiana, la segano altrove nei gruppi 
di una serie lineare completa*); onde le curve del sistema completo |k,C|, 
passanti per i nodi di C,, segheranno ulteriormente su questa curva una 
serie lineare completa. 

Cid posto, costruiscasi una curva U, del sistema |k,C|, irriducibile, 


*) Cfr. Castelnuovo, Sui multipli di una serie lineare ... (Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, t. VII). 
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priva di punti multipli e passante pei nodi di C,, ed una curva V, del 
sistema |(k, + s, + ----+ $,)C|, la quale passi per quei nodi e seghi altrove 
C, nel gruppo Y,+ (C,U,)— X,, ove Y, @ il gruppo singolare indivi- 
duato da J su C,, ed X, @ VTimsieme delle coppie che cadono nei punti 
doppi di C,. Cid @ sempre possibile, perché (teor. IV): 


Y¥, + (€,U,)— X,=(6,+ ---+8)6,C,) + &,6,6,) — X= 
= (A, +5, +---+8)B—X,, 
e Waltronde le curve del sistema |(k + Xs,)C|, passanti pei nodi di C,, 
segano altrove su questa curva una serie completa. 

Diciamo ora R(xyz) la funzione razionale (determinata a meno di un 
fattore costante), che diviene infinita degli ordini 1, s,, s,,---,s, lungo 
le curve U,, C,, C,,---,C,, e che si annulla lungo la V,. 

La funzione residua g;, di rango s,, individuata da R su C,, ha gli 
stessi zeri e gli stessi poli della funzione analoga g,, relativa ad J; in primo 
luogo perché l’influenza che eserciterebbe sul gruppo dei poli di g; la 
curva polare U,, @ neutralizzata dal passaggio di V, per ogni punto (C, U,); 
ed in secondo luogo perché la curva V, segna ulteriormente su C, il 
gruppo Y, (teor. III, IV, e Oss. 1*.del nm 4). Avremo dunque: 


9 = Agi 
con A costante; onde lungo C, l’integrale: 
J,=J—AR, 


diviene infinito d’ordine s,— 1. Inoltre J, diviene infinito degli ordini 
1, s,,---, 8, lungo le curve U,, C,,---, C,. 

Mediante le operazioni precedenti si abbassa dunque d’un’ unita I’or- 
dine d@’ infinito di C,, introducendo una nuova curva polare del 1° ordine, 
irriducibile e priva di punti multipli, appartenente al sistema |k,C|. 

Proseguendo ad applicare il concetto esposto, si arriva ad un inte- 
grale J il quale possiede soltanto curve polari del 1° ordine, irriducibili, 
prive di singolarita ed appartenenti a sistemi multipli di |C|. Sieno 
U, U,--- U, queste curve polari, e supponiamo che appartengano rispetti- 
vamente ai sistemi |k,C|, |k,C|,---,|4,C|. Poiché, se k @ abbastanza 
grande, il sistema completo |AC| ed i multipli successivi di |C|, segano 
serie complete sopra ciascuna delle U;, dicendo H una curva di |hC\|, 
irriducibile e priva di punti multipli, sara possibile costruire una curva L, 
del sistema |(h + £k,)C|, la quale passi pei punti (HU,) e seghi altrove 
U, nel relativo gruppo singolare. 

Togliendo da J una funzione razionale, scelta in modo conveniente tra 
quelle che divengono infinite del 1° ordine lungo la curva H+ U, +---+ U,, 
e che si annullano lungo L,, avremo un integrale J, che diverra infinito 
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del 1° ordine lungo le curve H, U,,:--, U,. Dicasi ora L. una curva del 
sistema |(h +k, +---+,)C|, la quale passi pel gruppo singolare indi- 
viduato da J, su U,: una tal curva esiste certamente, perché questo gruppo 
singolare @ equivalente ad un gruppo ((h + k, + ---+4,)C, U,) (teor. IV). 
Togliendo da J, una conveniente funzione razionale, che possegga le stesse 
curve polari di J, e che si annulli lungo L,, avremo un integrale, J,, 
che possiede le sole curve polari del 1° ordine H, U,,---, U,. 

Cosi proseguendo si perviene ad un integrale che possiede la sola 
curva polare H. 

Si osservi che il procedimento di riduzione pud talora abbreviarsi, pel 
fatto che quando, mediante la sottrazione di una funzione razionale, si 
abbassa l’ordine d’infinito di una curva polare, vengono ad abbassarsi in 
conseguenza gli ordini d’infinito di altre curve polari. 

Riassumendo, possiamo enunciare il 

Teorema VI. Ogni integrale semplice di 2* specie appartenente ad 
una superficie F, per sottrazione di funzioni razionali, pud ridursi.ad un 
integrale, che divenga infinito del 1° ordine lungo una curva irriducibile 
e priva di punti multipli, o che si conservi finito su tutta la superficie. 

Con cid il teorema fondamentale del § 2 risulta dimostrato senza nes- 
suna restrizione. 

Osservazione. Se vogliamo, potremo supporre che la curva H, di 
cui sopra, appartenga ad un sistema regolare; perché facendo un multiplo 
abbastanza alto del sistema delle sezioni iperpiane di una superficie priva 
di singolarita, si ottiene appunto un sistema regolare*). 

13. Possiamo ora determinare maggiormente il teorema fondamen- 
tale, dimostrando il 

Teorema VII. Data wna superficie algebrica F, di generi, geometrico 
ed aritmetico, P, e P,, Virregolarita P,— P, della superficie é almeno uguale 
all’ eccesso del numero degli integrali semplici di 2* specie algebricamente 
distinti, sul numero degli integrali di 1* specie linearmente indipendenti. 

In base al teor. VI, potremo assumere come sistema fondamentale di 
tutti gl'imtegrali di 2* specie appartenenti ad F, p,— 1 integrali algebri- 
camente distinti, che divengano infiniti del 1° ordine lungo una curva H, 
irriducibile e priva di punti multipli, appartenente ad un sistema lineare 
completo di dimensione d > 1. 

Pid in particolare, se gl'integrali di 1* specie lincarmente indipendenti, 
distesi sulla superficie F, sono J,, I,,---, J,, potremo comporre il sistema 
fondamentale mediante questi q integrali e mediante p,—1—q=s in- 
tegrali J,,J,,---,d,, che divengano infiniti del primo ordine soltanto 


*) Castelnuovo, Alcune proprieta fondamentali ... no 48, 
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lungo H; per modo che il determinante di ordine p,—1 formato coi 
periodi di tutti gl’integrali J,, J,,---1,, J, J,,---,d,, sia diverso da 
zero. — Ed invero, essendo soddisfatta tale condizione, i q + s integrali 
risultano algebricamente distinti, e quindi formano un sistema fonda- 
mentale. 

Fatta questa scelta, @ certo che nessun integrale del tipo 


Hyd, + Ud t+---+4,d,, 


ove le w son costanti non tutte nulle, potra ridursi alla 1* specie per 
sottrazione di funzioni razionali, perché se fosse 

HJ, + Usd, +--+ +u,J,—fanzione razionale =h, J, +h, 1,+---+h,L,, 
glintegrali J,,---,1,,J,,-.-,J, non sarebbero distinti. 

Ne deriva (n° 6) che il gruppo caratteristico staccato su H da un 
integrale Xu,J;, non pud appartenere alla serie segata su H dal sistema 
completo | H}. 

Diciamo ora g,,9,,--:, 9, le funzioni razionali residue, individuate 
su H dagl’integrali J,,J,,---,J,, e G,, G,,---, G, i gruppi caratteristici 
staceati su H da questi stessi integrali. Siccome (teor. I) le m hanno gli 
stessi poli, ed inoltre il gruppo Q, che resta togliendo G, dagli zeri di gy 
non muta, al variare della q,; nel sistema 9,, g,,---,,; potremo deter- 
minare una superficie f(zyz) = 0, segante H nel gruppo dei poli delle » 
ed altrove in un gruppo 7, ed s superficie 1, = 0, 1, =0,---,1,=0, che | 
passino tutte pei gruppi 7’, Q, e che taglino altrove H rispettivamente 
nei gruppi G,, G,,--- G,; in guisa che nei punti di A risulti 

— hye) | _ h(eys) — 's(ty2) 
1 fey)? P89 fey)?” *? Pe Feeya)’ 
Cid posto, la serie lineare g, di dimensione minima, che contiene G,,G,,---, G,, 
vien segata su H, fuori dei gruppi 7, Q, dal sistema lineare: 


yl, + tly + +--+ al, = 9; 


sicché, se i gruppi G fossero linearmente dipendenti, esisterebbero per le uw 
valori non tutti nulli, tali che la relazione precedente risulterebbe soddis- 
fatta per ogni punto di H. Onde per valori non tutti nulli delle wp, si 
avrebbe identicamente, rispetto al punto scorrente su H: 


Hit HPs +--+ u,9.= 9, 
e quindi l’integrale u,J,+ u.J,+---+ 4,J, sarebbe di 1* specie; il che, 
come abbiamo osservato, non pud accadere. 
Ne segue che i gruppi G sono indipendenti e che la dimensione della 
serie lineare g, che li congiunge, @ s — 1. 
Se ora osserviamo che ogni integrale J = u,J,+-+-+ uJ, da luogo 
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su H ad una funzione residua pg = 4,9,+--:+4,9,, @ quindi ad un 
gruppo caratteristico segato su H, fuori di 7, Q, dalla superficie 
b= wjl+---+4,4; 

e che viceversa a partire da ogni gruppo della serie g, si costruisce un 
integrale u,J,+---+ u,J,, che stacca quel gruppo; si conclude che g non 
ha nessun gruppo comune colla serie, di dimensione d — 1, segnata su H 
dal sistema completo |H|. Dicendo d la dimensione della serie carat- 
teristica completa, esistente su H, avremo dunque: 


s—1l+d-—-1<é-1, 
e siccome: 


8<d—1+P-P,*), 


risultera: 


s< Fi— &.. 
Arezzo, 14 novembre 1904. 


*) Castelnuovo, Alcune proprieta fondamentali . .. n° 30. — Ved. pure la mia 
Nota citata, Sulla deficienza della serie caratteristica .... 

[Dopo la pubblicazione della Nota dei Lincei, ove presentai un riassunto di 
questa Memoria (settembre 1904), la teoria delle superficie algebriche e degl’ integrali 
di Picard, si é arricchita di altri risultati essenziali, dei quali non posso oggi tacere. — 
Anzitutto, nel dicembre 1904, il sig. Enriques riusci a costruire sopra ogni superficie 
irregolare, sistemi continui completi, non lineari, di curve algebriche; e questa importante 
caratterizzazione geometrica delle superficie irregolari, lo condusse (mediante l’appli- 
cazione del teorema di Humbert, citato nell’ Introduzione), al teorema che ogni 
superficie irregolare é dotata di integrali trascendenti di 1% e (quindi) di 2* specie 
(R. Acc. di Bologna, 1904). — Restava cosi invertito il teorema da me dimostrato in 
settembre. — Nel gennaio 1905 il sig. Picard ed io, dimostrammo contemporanea- 
mente, e per vie diverse, la relazione r=q-+ P,— Pa, ove q,r sono i numeri 
degl’ integrali indipendenti di 1* e di 2* specie, appartenenti alla superficie F' di 
generi P,, Pa (Comptes rendus, 16 gennaio, e R. Acc. di Torino, 22 gennaio); e pochi 
giorni dopo il sig. Castelnuovo, col sussidio del teorema geometrico di Enriques, 
pervenne alla disuguaglianza qg>P,— Pa, che unita alla mia disuguaglianza 
r—q<P,—Pa (n° 18 di questa Memoria), conduce facilmente alle relazioni 
q= P, — Pa, r=2(P,— Pa) (Comptes rendus, 23 gennaio. — Ved. pure la Memoria 
di Castelnuovo, tra i Rendiconti dei Lincei, maggio-giugno #005). — Dal complesso 
di queste ricerche risulta dunque che il numero degl’ integrali semplici di 1° specie, 
appartenentti ad una superficie algebrica, uguaglia Virregolarita della superficie, ed il 
numero degl’ integrali di 2° specie é uguale al doppio dell’ irregolarita. — Di questo 
stesso teorema si trovano accennate altre dimostrazioni, in due Note dei Comptes 
rendus (3 aprile), dovute l’una al sig. Picard e l’altra a me. La mia dimostrazione 
é esposta diffusamente in una Memoria intitolata: Jl teorema d’Abel sulle superficie 
algebriche, in corso di stampa negli Annali di Matematica.] 


Balme, 16 luglio 1905. 
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Feurx Kure. 


Uber die Auflésung der allgemeinen Gleichungen finften und 
sechsten Grades. 
(Auszug aus einem Schreiben an Herrn K. Hensel.)*) 


Von 


Fexix Kiem in Géttingen. 


Indem ich Ihrer werten Aufforderung entspreche, einen Beitrag zu 
dem Festbande des Journals zu schreiben, der dem Andenken Dirichlets 
gewidmet ist, greife ich auf eine Note zuriick, die ich vor sechs Jahren in 
den Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei veréffentlichte und in der ich 
die Grundlinien einer allgemeinen Auflisung der Gleichungen sechsten Grades 
skizzierte.**) Ich stelle mir das Ziel, die dort nur angedeuteten Uber- 


legungen ausfiihrlicher und in mehr konkreter Form darzulegen. In der 
Tat hat selbst ein so genauer Kenner der einschligigen Literatur, wie 
Herr Lachtin, den in Betracht kommenden Ansatz nicht in seiner prin- 
zipiellen Kinfachheit aufgefaBt (wie ich weiter unten noch niher aus- 
filhre).***) Im iibrigen handle ich unter den Impulsen meines alten 
Freundes Gordan, der sein groBes algebraisches Kénnen neuerdings der 
in Frage stehenden Problemstellung zugewandt hat. Herr Gordan wird 
eine erste einschligige Abhandlung demniichst in den Mathematischen 
Annalen veréffentlichen.+) Es ist dies aber nur ein Anfang; ich hoffe, 
daB es seinen fortgesetzten Bemiihungen gelingen wird, den Gegenstand 
nach allen Seiten ebenso vollstindig zu kliren, wie uns dies friiher ge- 
meinsam mit der Theorie der Gleichungen fiinften Grades gegliickt ist. 


*) Abgedruckt aus dem Dirichletbande (Bd. 129) des Journals fiir reine und 
angewandte Mathematik. 


**) Sitzung vom 9. April 1899, Rendiconti VIII (1° semestre): Sulla risoluzione | 


delle equazioni di sesto grado (estratto da una lettera al sig. Castelnuovo). 
***) 1901, Moskauer Mathematische Sammlung, Bd. XXII, 8. 181—218 (russisch). 
+) Uber die partiellen Differentialgleichungen des Valentinerproblems (ein Beitrag 
zur Auflisung der allgemeinen Gleichungen sechsten Grades). — Vergl. auch eine 
Mitteilung an den Heidelberger Internationalen Mathematiker-Kongre8 (August 1904), 
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Auf diese Theorie der Gleichungen fiinften Grades, wie ich sie in 
meinen ,,Vorlesungen tiber das Ikosaeder“ (Leipzig, 1884) zusammengefaBt 
habe, médchte ich hier vorab in der Weise eingehen, da ich diejenigen 
Momente hervorkehre, welche in den nachfolgenden, auf die Gleichungen 
sechsten Grades beziiglichen Uberlegungen ihre genaue Weiterbildung finden 
sollen. Ich habe in Kapitel V der ,,Vorlesungen“ zweierlei Auflésungs- 
methoden der Gleichungen fiinften Grades auseinandergesetzt (die sich 
iibrigens nur durch die Reihenfolge der auszufiihrenden Schritte unter- 
scheiden). Es wird sich hier um die zweite dieser Methoden handeln, die 
sich als eine organische Fortsetzung von Kroneckers (und Brioschis) 
Arbeiten iiber die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades darstellt. 
In den ,,Vorlesungen* wird diese Methode — gleich der ersten — in 
geometrischer Form entwickelt, wobei spezielle, nur bei den Gleichungen 
fiinften Grades hervortretende Beziehungen den Ausgangspunkt abgeben. 
Statt dessen greife ich hier auf die algebraische Begriindung der Methode 
zuriick, die ich s. Z. in Band 15 der Mathematischen Annalen entwickelte 
und mit Uberlegungen iiber die Auflésung beliebiger héherer Gleichungen 
begleitete.*) 

Die Ikosaedertheorie der Gleichungen fiinften Grades und die mit 
ihr zusammenhingenden allgemeinen Uberlegungen sind seitdem mehrfach 
von anderer Seite zur Darstellung gebracht worden, so insbesondere im 
zweiten Bande des ausgezeichneten Lehrbuches der Algebra von H. Weber 
(Braunschweig, zweite Auflage 1898, 1899), sowie in dem ausfiihrlichen 
Bericht, den Herr Wiman in Bd. 1 der Enzyklopidie der mathematischen 
Wissenschaften tiber Endliche Gruppen linearer Substitutionen erstattet hat 
(S. 522—554, 1900). Trotzdem scheint es, daB die prinzipielle Bedeutung 
des ganzen Ansatzes im mathematischen Publikum immer noch vielfach 
nicht verstanden wird. Es handelt sich nicht um Uberlegungen, welche 
sich neben die friiheren Untersuchungen iiber die Auflésung der Gleichungen 
fiinften Grades stellen, sondern um solche, die den Anspruch erheben, den 
eigentlichen Kern dieser friiheren Untersuchungen auszumachen. Ich will 
versuchen, in dem folgenden Berichte dementsprechend die Hauptpunkte 
der Theorie (die sich dann spiiter mutatis mutandis bei dem Ansatze fiir 
die Gleichungen sechsten Grades wiederfinden) so genau zu. bezeichnen 
als bei der gebotenen Kiirze méglich scheint. 

Das erste ist, daB wir die Ikosaedergleichung, ad. h. die Gleichung 


sechzigsten Grades, welche in den ,,Vorlesungen“ folgendermaBen ge- 
schrieben wird: 


*) Uber die Aufliswng gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade 
(1879); vergl. insbesondere den § 4 daselbst (,,die Formeln von Kronecker und 
Brioschi fiir den fiinften Grad"). 


4* 
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H?(a 
(1) Tips ~ X 
als eine Normalgleichung sui generis ansehen, welche sich vermége ihrer 
ausgezeichneten Eigenschaften als die nichste Verallgemeinerung der ,,reinen“ 
Gleichungen: 
(2) a" = X 


darstellt. In der Tat lassen sich die 60 Wurzeln von (1) aus einer be- 
liebigen derselben genau so durch 60 a priori bekannte lineare Substitu- 
tionen (die Ikosaedersubstitutionen) berechnen, wie die » Wurzeln von (2) 


2ink 
aus einer derselben durch die m Substitutionen 2’ =e * -2. Nun erweist 
sich die Gruppe der Ikosaedersubstitutionen mit der Gruppe der 60 geraden 
Vertauschungen von fiinf Dingen als isomorph. Hierdurch gewinnt der 
Abelsche Beweis, daB es unméglich ist, die Auflésung der allgemeinen 
Gleichungen fiinften Grades auf eine Reihenfolge reiner Gleichungen (2) 
zuriickzufiihren, seine positive Wendung. Die Aufgabe muB sein, die Auf- 
lisung der Gleichungen fiinften Grades mit Hilfe einer Ikosaedergleichung zu 
bewerkstelligen. Und hier mégen wir einen algebraischen und einen trans- 
zendenten Teil der Untersuchung unterscheiden. Der erstere Teil wird sich 
damit beschiiftigen, aus den Wurzeln z,,---,2, einer vorgelegten Gleichung 
fiinften Grades die Wurzel x einer Ikosaedergleichung (1) algebraisch zu- 
sammenzusetzen, den Parameter X der letzteren durch die Koeffizienten 
der Gleichung fiinften Grades, bezw. die Quadratwurzel aus ihrer Diskri- 
minante, zu berechnen, endlich wieder die z,,---,2, durch das x darzu- 
stellen. Der transzendente Teil aber wird die Aufgabe haben, die Wurzel x 
der Ikosaedergleichung aus dem Parameter X durch unendliche Prozesse 
zu berechnen. Dies gelingt genau so durch hypergeometrische Reihen wie 
die transzendente Auflésung der Gleichung (2) durch die binomische 
Reihe. — In den ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder“ ist insbesondere nach- 
gewiesen, daB alle algebraischen Untersuchungen, die man zum Zwecke 
der Auflésung der allgemeinen Gleichungen fiinften Grades angestellt hat, 
Umschreibungen des vorgenannten algebraischen Problems sind. Der 
transzendente Teil der Aufgabe wird nurmehr gestreift. Es wird aber 
klar ausgesprochen, welche Bewandtnis es mit der sogenannten Auflésung 
der Gleichungen fiinften Grades durch elliptische Funktionen hat. Ich 
beziehe mich hier auf meine ausfihrlichen anderweitigen Darlegungen, 
die u. a. in die von Fricke und mir bearbeiteten Vorlesungen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunktionen (Leipzig 1890, 1892) eingearbeitet 
sind. Zwischen der Transformation fiinfter Ordnung der elliptischen 
Funktionen und der Ikosaedertheorie besteht ein notwendiger Zusammen- 
hang. Setzt man in (1) fiir X die absolute Invariante J der elliptischen 
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Modulfunktionen, so bekommt die IkosaedergréBe x die einfache Bedeutung 
des ,Hauptmoduls der Hauptkongruenzgruppe fiinfter Stufe“. Alle Arten, 
die Auflésung der Gleichungen fiinften Grades mit den elliptischen Funk- 
tionen in Zusammenhang zu bringen, beruhen auf diesem Fundamentalsatz. 
Insbesondere laBt sich a selbst durch elliptische #-Reihen darstellen; es 
ist eine Formel von prinzipieller Einfachheit; man hat (wenn ich der 
Kiirze halber die Jacobischen Bezeichnungen gebrauchen darf): 
24, (ee , a’) 


(3) r=q° AW Peis F 


‘Kx . 
% (“Re «) 
Die Benutzung dieser Formel zur Auflésung der Ikosaedergleichung (oder 
dihnlicher Formeln zur Auflisuny irgendwelcher Resolventen der Ikosaeder- 
gleichung) ist aber genau so ein Umweg, wie die Lisung der reinen Glei- 
chung (2) durch Logarithmen: 


i 
(4) omen, 


Mu8 man doch zuerst — bezw. log X aus X berechnen, ehe man die 


Formeln (3), (4) anwenden kann. Die Bedeutung der Formeln fiir die 
Auflésung ist héchstens eine praktische, falls man naimlich eine Logarith- 
mentafel bezw. eine Tafel der elliptischen Perioden K, K’ besitzt. Man 
mége also endlich aufhdren, sich so auszudriicken, als wenn die Benutzung 
der elliptischen Funktionen das Wesentliche an dér Theorie der Gleichungen 
fiinften Grades wiire. Diese Ausdrucksweise ist nur ein Residuum der 
zufilligen historischen Entwicklung: die Transformationstheorie der ellipti- 
schen Funktionen hat den ersten Ansatz gegeben, gewisse einfache alge- 
braische Gleichungen aufzustellen (die Modulargleichungen und Multiplikator- 
gleichungen fiir den fiinften Transformationsgrad), die der Ikosaedergleichung 
nahe verwandt sind. 

So viel iiber die Einfiihrung des Ikosaeders in die Theorie der Glei- 
chungen fiinften Grades im allgemeinen. Ich muB mich nunmehr ganz 
auf die algebraische Seite der Aufgabe beschrinken. Und hier habe ich 
vor allen Dingen einen fundamentalen Satz tiber die Ikosaedersubstitutionen 
zu erwihnen, der in der Folge besonders wichtig wird Man kann von 
der Ikosaedersubstitution der in (1) auftretenden Unbekannten x zu 
homogenen Substitutionsformeln iibergehen (indem man a in den Sub- 
stitutionsformeln iiberall durch x,: 2, ersetzt und Zihler und Nenner in 
zweckmiBiger Weise trennt). Wahlt man dabei die Determinante der 
entstehenden biniren Substitutionen gleich 1, so hat man 120 binire 
Substitutionen; speziell entsprechen der identischen Substitution 2’ = x 
die beiden 
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(5) t=%,%—% und t—— 4%, %—— 4. 

Und nun ist es auf keine Weise mdglich (auch nicht, wenn man den Wert 
der Determinante abindert), aus solchen homogenen Substitutionen eine mit 
der nicht homogenen Substitutionsgruppe isomorphe Gruppe zusammenzusetzen, 
die weniger als 120 Substitutionen enthielte. Der Isomorphismus zwischen 
der Substitutionsgruppe des « und derjenigen der 2z,, x, ist also notwendig 
ein meroedrischer! Dieser fundamentale Satz, der etwas abstrakt klingt, 
gibt der algebraischen Theorie der Gleichungen fiinften Grades ihre 
eigentiimliche Form, wie sofort niher darzulegen ist. Bemerken wir vorab, 
daB derselbe nicht etwa schwer 2u beweisen ist. Auf 8. 46, 47 der ,,Vor- 
lesungen“ ist er darauf zuriickgefiihrt, daB die Gruppe der nicht homogenen 
Ikosaedersubstitutionen u. a. sogenannte Vierergruppen enthailt und daf 
fiir diese Vierergruppen bereits der entsprechende Satz gilt. Nehmen wir, 
um dies einzusehen, die einfachste Darstellung der nicht homogenen 
Vierergruppe, wie sie durch folgende vier Substitutionen gegeben ist: 


I: & =, 
6 
(6) : ¢-—§, Il: #5, 


IV: # ——=- 


Hier sind II, III, IV Substitutionen von der Periode 2 und es ist zugleich 
(7) Ii Mi Iv =1. 
Will man jetzt zu einer holoedrisch isomorphen Gruppe homogener Sub- 
stitutionen iibergehen, so hat man I| jedenfalls durch 

I’: e —_ b) g i g 
zu ersetzen, II, III, [V aber durch 


IW: =F&, 8=-+8&, 
TY: & =+&, &=+6&, 
IV’: 8 =F&, &= +6 


(wo in der einzelnen Horizontale je nach Belieben die oberen oder unteren 
Vorzeichen zu nehmen sind). Aber wie man hier auch die Vorzeichen 
wahlen midge, die hier eingefiihrten Substitutionen II’, Ill’, IV’ haben je die 
Determinante (— 1) und es kann also unméglich 
I’ Ii’ Iv’=l' 

sein, wie es doch nach (7) bei holoedrischem Isomorphismus der Fall sein 
miiBte! — Wir werden, nach dem so Bewiesenen, fortan unter den homo- 
genen Ikosaedersubstitutionen kurzweg die 120 biniren Substitutionen von 
der Determinante +1 verstehen, welche den 60 nicht homogenen Sub- 
stitutionen des x entsprechen. 
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Ich werde nunmehr das zentrale Problem, dessen Erledigung uns 
obliegt, folgendermaBen formulieren: man soll aus frei verdnderlichen fiinf 
GriBen 2,, 2, 23, 24, 2, (den Wurzeln der Gleichung fiinften Grades) eine 
Funktion x(2,-++%;) zusammensetzen, die bei den 60 geraden Vertauschungen 
der 2 die 60 Ikosaedersubstitutionen erleidet. Aus unserem fundamentalen Satz 
folgt sofort, daB es eine derartige rationale Funktion von fiinf frei ver- 
anderlichen GréBen z¢ nicht gibt (Vorles. S. 255). Man schreibe nimlich, 
indem man « in teilerfremde Polynome als Zihler und Nenner spaltet: 


os - Die so eingefiihrten g, » wiirden sich bei den 60 Ver- 


tauschungen der z notwendig homogen linear substituieren. Dabei wiirden 
diese homogenen Substitutionen den Ikosaedersubstitutionen des x einzeln 
entsprechen; man hitte also’ eine mit den unhomogenen Ikosaedersub- 
stitutionen holoedrisch isomorphe Gruppe binirer Substitutionen, und eine 
solche Gruppe existiert nicht, wie wir sahen. 

Die gesuchte Funktion x(2,--+2,) muB also von ihren Argumenten 
algebraisch abhdngen. Und damit sind wir in das Gebiet derjenigen 
Irrationalititen der Gleichungstheorie gefiihrt, die ich in meinen Vor- 
lesungen (S. 158, 159) akzessorische nenne, weil sie zu den unmittelbar 
vorhandenen Irrationalititen (den rationalen Funktionen der z) — mit 
denen es die Galoissche Gleichungstheorie nach ihrer gewéhnlichen 
Formulierung allein zu tun hat — als etwas Neues hinzutreten. Uber 
die Leistungsfihigkeit dieser akzessorischen Irrationalititen wissen wir 
vorliufig nichts Allgemeines. Wir sind vielmehr im einzelnen Falle auf 
tastende Versuche angewiesen. Sicher wird man bei der Auflésung irgend 
welcher héheren Gleichung nur solche akzessorische Irrationalititen zu- 
lassen wollen, die sich aus den symmetrischen Funktionen der Gleichungs- 
wurzeln, ev. den vorgegebenen Affektfunktionen durch niedere Gleichungen 
berechnen. Bei den Gleichungen fiinften Grades, die wir hier behandeln, 
gilt neben den symmetrischen Funktionen der z auch deren Differenzen- 
produkt (die Quadratwurzel aus der Diskriminante) als bekannt. Der 
Erfolg zeigt, daB wir in mannigfacher Weise ein von den z ikosaedrisch 
abhiingendes x konstruieren kinnen, sobald wir nur die Quadratwurzel aus 
einer geeigneten rationalen Funktion dieser Gripen adjungieren wollen.*) 
Die zweierlei Methoden zur Auflésung der Gleichungen fiinften Grades, 


2in 


*) Hierza kommt dann noch die finfte Einheitswurzel e=e° , die in den 


Ikosaedersubstitutionen immerzu auftritt und die bei der Bildung eines geeigneten x 
dementsprechend jedenfalls zu benutzen ist. Zihlen wir sie, wie man strenge ge- 
nommen tun miiBte, mit zu den akzessorischen Irrationalititen, so hat man akzes- 
sorische Irrationalitiiten in der Gleichungstheorie von Anfang an, nimlich schon bei 
der Reduktion der zyklischen Gleichungen auf reine Gleichungen. 





56 Fecix Kuew. 


welche ich in meinen ,,Vorlesungen“ gebe, unterscheiden sich nur durch 
den Platz, den sie der Adjunktion dieser akzessorischen Quadratwurzel 
anweisen. Bei der ersten Methode wird die akzessorische Quadratwurzel 
(indem man die Gleichung fiinften Grades durch eine Tschirnhaustrans- 
formation in eine sogenannte Hauptgleichung fiinften Grades verwandelt, 
d. h. eine Gleichung, bei der die Summe der Wurzeln und die Summe 
der Wurzelquadrate verschwindet) vorweggenommen. Bei der zweiten 
Methode wird zuniichst ein Schritt auf das Ikosaederproblem zu getan 
und dann erst die akzessorische Quadratwurzel adjungiert. Wie bereits 
in der Einleitung gesagt, bevorzuge ich hier diese zweite Methode, indem 
ich ihre einzelnen Schritte in einer solchen Weise formelmaBig exponiere, 
daB sich der ganze Ansatz hernach in sinngemiBer Weise auf die Glei- 
chungen sechsten Grades iibertragen liBt. 

Hier in numerierter Reihenfolge die wesentlichen Uberlegungen (der 
zweiten Methode): 

1. Wenn 2,, # die homogenen biniiren 120 Ikosaedersubstitutionen 
erleiden, so erfahren die Quadrate und Produkte 


2. 2 
Uy, XH, Wy 


ibrerseits nur 60 homogene ternire Substitutionen von der Determinante 1 


(deren Gruppe den 60 nicht homogenen Ikosaedersubstitutionen von ~' 


und damit den 60 geraden Vertauschungen der fiinf GréBen 4, --- 
holoedrisch isomorph ist). 


2. Dasselbe gilt, nach den allgemeinen Grundsiitzen der Invarianten- 
theorie, von den Koeffizienten einer in den 2,, 2, quadratischen biniren 
Form. Ich werde eine soleche Form hier, um unmittelbaren Anschlu8 an 
die (auch in meinen ,,Vorlesungen“ benutzte) Schreibweise von Kronecker 
und Brioschi zu haben, folgendermaBen bezeichnen: 


(8) A, 2? + 2A), 2, — A, 23. 


Die A,, 2A,, — A, substituieren sich nach der Ausdrucksweise der In- 
variantentheorie zu den 2?, 2,2,, x} kontragredient. 

3. Wir schlieBen, daB es ohne weiteres méglich sein wird, aus 
irgend vorgegebenen fiinf GréBen z,,---, 2, solche rationale Funktionen 
zu bilden, welche bei den geraden Vertauschungen der z sich genau so 
substituieren, wie die A,, A,, A,. In der Tat habe ich in der bereits in 
der Einleitung genannten Arbeit aus Bd. 15 der Mathematischen Annalen 
einen allgemeinen Ansatz gegeben, demzufolge man immer, wenn zwei 
GréBenreihen (hier die z und die A) holoedrisch isomorphe homogene 
lineare Substitutionen erleiden, aus den GréBen der einen Art in mannig- 
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fachster Weise rationale Funktionen zusammensetzen kann, die sich wie 
GréBen der zweiten Art substituieren. 

4. Wir reproduzieren hier nicht diesen allgemeinen Ansatz (was 
unndtig weitliufig wire), sondern geben hier gleich die abgekiirzte Form, 
in die er sich bei unserem speziellen Problem zusammenziehen laBt und 
in der er mit den auf-Gleichungen fiinften Grades beziiglichen Entwick- 
lungen von Kronecker und Brioschi in unmittelbaren Kontakt tritt. 
Es handelt sich um folgende Punkte: 

4a. Man kann aus den 2,, x, sechs quadratische Ausdriicke bilden: 


2ix 

(9) V5- 2,2, &at+a,2,— ea? (e=e* ;»=0,1,2,3,4), 
die sich bei den Ikosaedersubstituionen mit gewissen (hier nicht naher 
anzugebenden) Zeichenwechseln vertauschen. 

4b. Sei ferner v(z,,---%,) eine rationale Funktion der z, die bei’ der 
zyklischen Vertauschung der in natiirlicher Reihenfolge genommenen ¢ 
ungeindert bleibt. Wir bilden die Differenz 

O (4145252425) — U(45 4425 %,2;) 

und erheben sie ins Quadrat. Wir haben dann eine ,,metazyklische“ 
Funktion, die u?, heiBen soll, wahrend die fiinf weiteren Werte, die aus 
ihr durch die geraden Vertauschungen der z entstehen, in geeigneter 
Reihenfolge mit u? bezeichnet werden migen (vy = 0, 1, 2, 3,4). Man kann 
dann die Vorzeichen der verschiedenen u so wihlen, daf sich die 
(10) u,, u, (v=0, 1, 2, 3, 4) 
bei den geraden Vertauschungen der z genau so, nimlich auch mit denselben 
Zeichenwechseln, linear substituieren, wie die Ausdriicke (9) bei den korre- 
spondierenden Ikosaedersubstitutionen der x, , 2%. 

4c. Wir schlieBen, daB die folgende Form der z und der z 


(11) Q(z|a) = V5 + a, - wy xy + Su, (e"ad + 2,2, —e*2§) 


ungeandert bleibt, wenn man auf die z die geraden Vertauschungen und 


gleichzeitig auf die «,, 2, die korrespondierenden Ikosaedersubstitutionen 
austibt. 


4d. Wir setzen jetzt, in Ubereinstimmung mit (8): 
Q(z| a) = Aa? + 2 Aya, 2, —A, 23 
und finden durch Vergleich: 


2A, = V5 *U, + Su,, 
(12) A, = S32: u,, ; 


anil 4y. 
A, = Se*”- u,. 
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Hiermit haben wir in der Tat aus den 2,,---2, Gripen Ay, A,, A, 
zusammengesetzt, die sich bei den geraden Vertauschungen der 2 in der ge 
wollten Weise terndr substituieren. 

5. Wir werden das hiermit erreichte Resultat in der Folge gelegent- 
lich dahin kurz aussprechen, daB wir sagen: wir haben den 4,,--- 2, eine 
quadratische binire Form (8) ,,kovariant“ zugeordnet. Die Diskriminante 
von (8): 

(13) A= A? + A, A, 


ist als binire Invariante dabei eine solche Funktion der z,,--- 2;, die sich 
bei den geraden Vertauschungen der z nicht fndert; sie ist also eine 
rationale Funktion der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung fiinften 
Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante. 

6. Nun ist aber doch das Ziel, den z,,---z, nicht eine quadratische 
Form oder ein ,,Punktepaar“ des biniren Gebietes: 


(14) A, x? + 24,22, — A,z2 = 0, 


° ° & . P e . 
sondern einen Quotienten —, einen ,,Punkt“, kovariant zuzuordnen. Wir 
Ly ? ” , 


machen dies in einfachster Weise, indem wir die quadratische Gleichung 
(14) auflésen und dementsprechend schreiben: 





(15) z=s< ALB Ai Ay 

7. Hiermit haben wir unsere zentrale Aufgabe gelist: aus den 2,+-- % 
ein solches x zusammenzusetzen, welches bei den geraden Vertauschungen der z 
die Ikosaedersubstitutionen erleidet. Man beachte, daB die A,, A,, A, nach 
Nr. 4d rationale Funktionen der z sind, bei deren Konstruktion keine 
andere Irrationalitat als die fiinfte Kinheitswurzel ¢ benutzt ist. Und unter 
der Quadratwurzel steht (nach Nr. 5) eine solche Verbindung der Ay, A,, Ay, 
die sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht andert. Wir sind 
also mit Hilfe solcher akzessorischer Irrationalitdten zum Ziele gekommen, 
die man in der Theorie der Gleichungen fiinften Grades fiiglich als niedere 
Trrationalititen bezeichnen wird. 

8. Wie man nun weiter den Parameter X der Ikosaedergleichung, 
der unser x (15) geniigt, als Funktion der Koeffizienten der Gleichung 
fiinften Grades, deren Wurzeln die z,,---2, sind, bezw. der Quadratwurzel 
aus ihrer Diskriminante berechnet, und wie man schlieBlich die z mit 
Hilfe der Koeffizienten und der adjungierten Quadratwurzeln durch das 2 
rational darstellt, also die Gleichung fiinften Grades mit Hilfe der Ikosaeder- 
gleichung wirklich auflést, mége -hier, unter Verweis auf die ,, Vorlesungen“, 
unerortert bleiben. 
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9. Wohl aber mége noch zusammenfassend klar hervorgehoben 
werden, wieso man mit Fug und Recht von einer so gewonnenen Auf- 
lésung der Gleichungen fiinften Grades reden kann. Es ist nicht nur 
eine Reihenfolge von Schritten angegeben, die man im gegebenen Falle 
numerisch wiirde durchlaufen kénnen, so daB man die Zahlenwerte der 
%,,°**4, tatsichlich erhalt, es ist vielmehr auch eine volle funktionen- 
theoretische Einsicht in die innere Natur des Auflésungsproblems erreicht. 
SchlieBlich sind doch die z,,---z, die verschiedenen Zweige einer von 
den Koeffizienten der Gleichung fiinften Grades abhiingigen fiinfwertigen 
algebraischen Funktion von zuniichst sehr uniibersichtlicher Bauart. Diese 
fiinf Zweige werden in demjenigen Rationalititsbereiche, der durch die Koef- 
fizienten der Gleichung fiinften Grades, die Quadratwurzel aus ihrer Dis- 
kriminante und die zu adjungierenden akzessorischen Irrationalititen gegeben 
wird, durch eine einzige, nur von einem, dem Rationalitdtsbereiche angehd- 
rigen Parameter abhdngige hohere Irrationalitat durchsichtigster Bauart, die 
Tkosaederirrationalitat, rational dargestellt. 

Ich méchte an dieser Stelle noch eine mehr persénliche Bemerkung 
iiber die Beziehung meiner Arbeiten iiber die Gleichungen fiinften Grades 
zu denjenigen von Kronecker einschalten, um so lieber, als Sie ja, hoch- 
geehrter Herr Kollege, itiber die Kroneckerschen Manuskripte verfiigen 
und dadurch in der Lage sind, meine Angaben in authentischer Weise 
zu vervollstindigen. Kronecker und Brioschi haben bekanntlich in 
ihren ersten Arbeiten iiber Gleichungen fiinften Grades (aus dem Jahre 
1858) gerade dieselben GréBen A,, A,, A, benutzt, die ich vorhin (in 
Nr. 4b) angebe; sie haben dann die Gleichung sechsten Grades konstruiert, 
der §= 5 A? geniigt und die Brioschi wegen ihres engen Zusammen- 
hanges mit gewissen von Jacobi fiir die Transformation der elliptischen 
Funktionen aufgestellten Gleichungen eine Jacobische Gleichung nennt; 
sie haben endlich angegeben, daB man durch Adjunktion einer Quadrat- 
wurzel zu einer Gleichung mit nur einem Parameter gelangen kann. Diese 
Quadratwurzel bezeichnet eine akzessorische Irrationalitét, die der in 
Formel (15) benutzten gleichwertig ist. Weiterhin stellte dann Kron- 
ecker (1861) den fundamentalen Satz suf, den ich in meinen _,,Vor- 
lesungen“ als Kroneckerschen Satz bezeichne und mit dessen Dar- 
legung und Beweis ich meine ,,Vorlesungen“ kréne; den Satz, daB es 
unmoglich sei, ohne Heranziehung akzessorischer Irrationalitdten von der 
allgemeinen Gleichung fiinflen Grades eine Resolvente mit nur einem Para- 
meter zu bilden. Ich beweise diesen Satz 1. c., wie vorher (1877) im 
12. Bande der Mathematischen Annalen, indem ich mich auf die oben 
besprochene Eigenschaft der Ikosaedergruppe berufe, beim Ubergang zur 
homogenen Schreibweise ihre Substitutionen mindestens zu verdoppeln; 
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mein erster Beweis, den ich 1877 in den Berichten der Erlanger physi- 
kalisch-medizinischen Sozietit gab (Sitzung vom 13. Januar), war noch 
wesentlich umstindlicher. Ich habe nun vor 24 Jahren (Ostern 1881) 
Gelegenheit gehabt, mit Kronecker iiber diese Dinge ausfiihrlich zu 
sprechen. Es ergab sich, daB Kronecker bei seinen Untersuchungen 
die Ikosaedersubstitutionen, denen er doch so nahe gekommen war, nicht 
gekannt und dementsprechend fiir seinen Hauptsatz keinen ausreichenden 
Beweis gefunden hatte! Es ist dies, wie ich meine, eine auch unter all- 
gemeinen Gesichtspunkten sehr bemerkenswerte Tatsache. Denn sie 
bestatigt an einem besonders interessanten Falle, was GauB so oft her- 
vorhebt: daB die Auffindung wichtigster mathematischer Theoreme viel- 
mehr Sache der Intuition als der Deduktion ist und daB die Herstellung 
der Beweise ein von der Auffindung der Theoreme sehr verschiedenes 
Geschift ist. Ich bin spiater mit Kronecker auf den Gegenstand nie 
zuriickgekommen, hérte aber vor einigen Jahren, daB Kronecker nach 
dem Erscheinen meiner ,,Vorlesungen“ in einem Kolleg iiber die Auf- 
lésung der Gleichungen fiinften Grades zur Ikosaedertheorie Stellung ge- 
nommen habe. Es wiirde mich (und jedenfalls auch andere Mathematiker) 
sehr interessieren, zu erfahren, was in den hinterlassenen Papieren von 
Kronecker iiber diese Dinge enthalten sein mag, und ich méchte also 
den Wunsch an Sie richten, das einschligige Material zu sichten und 
bald zu publizieren. — 

Ein neuer Beweis des Kroneckerschen Satzes ist bekanntlich von 
Herrn Gordan in Bd. 2 der Mathematischen Annalen gegeben worden 
(1887: Uber biquadratische Gleichungen*)). Derselbe ist insofern einfacher 
zu lesen als der meinige, als er auf eine explizite Kenntnis der Ikosaeder- 
substitutionen nirgends Bezug nimmt. Trotzdem hangt derselbe, wie ich 
hier bemerken méchte, mit dem Grundgedanken meines Beweises auf das 
genaueste zusammen. Wir beide benutzen im Anschlu8 an eine Ent- 
wicklung von Herrn Liiroth einen Hilfssatz, der sich folgendermafen 
formulieren liBt: Wenn eine Gleichung n‘** Grades mit frei veranderlichen 
Wurzeln z,, 2,,--- 2, eine rationale Resolvente mit nur einem Parameter 
besitzen soll, dann muB es eine rationale Funktion x der Wurzeln 2,,---z, 
geben, die sich bei den zur Galoisschen Gruppe der Gleichung gehérigen 
Vertauschungen der z linear mit konstanten Koeffizienten transformiert. 
Wir benutzen ferner gemeinsam die Uberlegung, daB sich diese Gruppe 
linearer Substitutionen beim Ubergang zur biniren Schreibweise in eine 
holoedrisch isomorphe Gruppe binirer linearer Substitutionen umsetzen 


*) Man vergleiche auch die Darstellung des Gordanschen Beweises in den 
Lehrbiichern der Algebra von Weber und von Netto. 
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lassen muB. Natiirlich muB diese Gruppe andererseits mit der Galoisschen 
Gruppe der vorgelegten Gleichung modulo einer ausgezeichneten Unter- 
gruppe der letzteren isomorph sein. Jetzt habe ich auf S. 44—47 meiner 
»Vorlesungen“ den Satz gegeben, daB nur folgende Gruppen linearer Sub- 
stitutionen einer Verinderlichen sich holoedrisch isomorph in die biniire 
Form umsetzen lassen: 1. Die zyklischen Gruppen. 2. Die Diedergruppen 
ven ungeradem n. Es folgt, daB eine Gleichung n*" Grades mit frei ver- 
dinderlichen Wurzeln z,,---z, nur dann eine rationale Resolvente mit nur 
einem Parameter zuléiBt (die dann sofort in eine reine Gleichung, bzw. 
eine Diedergleichung von ungeradem » umgesetzt werden kann), wenn thre 
Galoissche Gruppe modulo einer ausgezeichneten Untergruppe zu einer zyhli- 
schen Gruppe oder einer Diedergruppe von ungeradem n isomorph ist. Eine 
zugehérige Resolvente mit nur einem Parameter lit sich dann nach den 
Prinzipien von Annalen 15 auch sogleich aufstellen. Der so ausgesprochene 
allgemeine Satz umfaBt nun sowohl den Gordanschen als meinen Beweis 
des Kroneckerschen Satzes. Mein Beweis erledigt sich in der Tat durch 
den Hinweis, daB die Gruppe einer Gleichung fiinften Grades mit adjun- 
gierter Quadratwurzel aus der Diskriminante einfach ist und die ihr 
holoedrisch isomorphe Ikosaedergruppe linearer Substitutionen einer Vcr- 
iinderlichen nicht unter die Voraussetzungen unseres Satzes fallt. Der 
Gordansche Beweis dagegen benutzt, wenn ich ihn recht verstehe, die 
selbstverstiindliche Tatsache, daB die betreffende Gruppe wie jede Gruppe 
sich selbst als ausgezeichnete Untergruppe enthilt. Modulo dieser Unter- 
gruppe ist sie zur Identitiét kongruent. Und die identische Substitution 
fallt unter die Voraussetzung unseres Satzes. Es gibt also in der Tat 
Resolventen mit einem Parameter, die aber fiir die Auflésung der 
Gleichungen fiinften Grades giinzlich unbrauchbar sind, niamlich lineare, 
deren Wurzel eine solche Funktion der z,,---2, ist, welche bei den ge- 
raden Vertauschungen der z ihren Wert iiberhaupt nicht andert! Aber 
andere (rationale) Resolventen mit nur einem Parameter gibt es nicht, 
oder besser: jede rationale Resolvente unserer Gleichung fiinften Grades 
mit nur einem Parameter ist linear und also unbrauchbar. — 


So viel iiber die Ikosaedersubstitutionen und die durch sie vermittelte 

Auflésung der Gleichungen fiinften Grades. An Stelle der ,uniaren“ Substi- 
2ink 

tutionen z’=e " x, welche die Wurzeln einer reinen Gleichung unterein- 
ander verkniipfen, sind ,,binire“ lineare Substitutionen zweier homogenen 
Variabeln 2,, 2, getreten. Und hiermit ist zugleich der Weg zu neuen 
Verallgemeinerungen geéffnet. Man hat einfach Gruppen linearer Substi- 
tutionen mehrerer homogener Variablen heranzuziehen! Ich kann hier 
unméglich die Uberlegungen wiederholen, die ich in dieser Hinsicht zu- 
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erst im 15. Bande der Mathematischen Annalen gab (1. c. 1879), oder die 
Ausfiihrungen nennen, die sich spaiter daran geschlossen haben. Es geniige, 
diesbeziiglich auf Webers Lehrbuch und auf den ebenfalls bereits zitierten 
Enzyklopiadieartikel von Wiman zu verweisen.*) Wir denken uns in der 
Folge eine Gleichung sechsten Grades nebst der Quadratwurzel aus ihrer 
Diskriminante gegeben, deren Galoissche Gruppe also aus den 360 geraden 
Vertauschungen der Wurzeln z,, 2,,---2, besteht. Es wird darauf an- 
kommen, die kleinste Zahl homogener z,, 2,,--- x, zu benutzen, bei denen 
eine mit diesen 360 Vertauschungen isomorphe Gruppe linearer Substitu- 
tionen médglich ist. Erwiese sich dieser Isomorphismus als holoedrisch, 
so wiirden wir nach der Vorschrift von Bd. 15 sofort rationale Funktionen 
der 2,, 2,-*- 4% hinschreiben kénnen, die sich bei den 360 geraden Ver- 
tauschungen der z wie die z,,---, linear substituierten. Aber es zeigt 
sich, daB auch hier (wie bei den Gleichungen fiinften Grades) der Iso- 
morphismus ein meroedrischer ist, so daB wir vor die Frage gestellt 
werden, ob wir, baw. wie wir mit Hilfe niederer akzessorischer Irrationa- 
litiiten itiberhaupt durchkommen ? 

Kinen ersten Ansatz zur Erledigung der so formulierten Fragestellung 
habe ich in Bd. 28 der Mathematischen Annalen gemacht (1886, Zur Theorie 
der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades). DaB es eine 
terndre Gruppe linearer Substitutionen geben sollte, die mit den 360 ge- 
raden Vertauschungen von sechs Dingen isomorph wire, schien damals, 
auf Grund der vorliufigen Untersuchung dieser Frage durch Herrn 
C. Jordan, ausgeschlossen; eine solche Gruppe wurde erst 1889 von 
Herrn Valentiner entdeckt (Bd. 6 der Serie V der Abhandlungen der 
Diinischen Akademie: De endelige Transformations-Gruppers Theor’) und 
nach Struktur und zugehérigen fundamentalen Invarianten zum erstenmal 
von Herrn Wiman 1895 untersucht (Math. Ann. Bd. 47: Uber eine ein- 
fache Gruppe von 360 ebenen Collineationen). Ich habe mir also damals 
fiir die allgemeine Gleichung sechsten Grades — und zugleich auch fir 
die allgemeine Gleichung siebenten Grades — eine isomorphe Gruppe 
quaternérer Kollineationen konstruiert, und habe gezeigt, daB man bei der 
Zuriickfiihrung der allgemeinen Gleichungen sechsten und siebenten Grades 
auf die entsprechenden quaterniiren Gleichungsprobleme je mit zwei akzes- 
sorischen Quadratwurzeln ausreicht.**) 


*) Eine erste iibersichtliche Orientierung gibt auch der Vortrag IX meines 
gelegentlich der Weltausstellung in Chicago gehaltenen Kvanston Colloquium (Mac- 
millan, New-York, 1894). 

**) Die Gruppe, welche ich 1. c. fiir die Gleichungen sechsten Grades in Vor- 
schlag bringe, enthalt sogar 720 Kollineationen, so daB es bei ihrer Benutzung nicht 
ndtig ist, die Quadratwurzel aus der Diskriminante der Gleichung sechsten Grades 
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Der hiermit gegebene Ansatz ist nun, was die Gleichungen sechsten 
Grades angeht, auf die wir uns hier beschrinken*), seit der Entdeckung 
der Valentinergruppe bis auf weiteres iiberfliissig geworden. Ich bemerke 
dies ausdriicklich, weil hier die Stelle ist, wo Herr Lachtin, wie zu 
Eingang dieses Briefes erwihnt, einen unnétigen Umweg macht. Um nim- 
lich die Gleichungen sechsten Grades mit der Valentinergruppe in Ver- 
bindung zu bringen, geht Herr Lachtin durch die in Bd. 28 der Mathe- 
matischen Annalen gegebene Entwicklung hindurch. Dies ist nicht un- 
interessant**), aber fiir den nichsten hier zu erreichenden Zweck keines- 
wegs notwendig. Der Ubergang von den Gleichungen seckten Grades 
zur Valentinergruppe, wie ich ihn in meiner rémischen Note von 1899 
andeutete und den ich jetzt ausfiihrlicher exponieren will, bedarf der An- 
lehnung an die quaternire Substitutionsgruppe in keiner Weise. Der 
Deutlichkeit halber will ich die in Betracht kommenden Uberlegungen 
wieder in eine Reihe von Nummern spalten, deren Aufeinanderfolge die 
Analogie mit dem oben bei den Gleichungen fiinften Grades befolgten 
Gedankengange deutlich hervortreten liBt. FolgendermaBen: 

1. Die Aufgabe ist, aus frei veriinderlichen sechs GréBen 2,, 2, ,-+ + 2, 
soleche drei Funktionen 2,, 2, 2, zusammenzusetzen, deren Verhiiltnisse 
bei den 360 geraden Vertauschungen der z die 360 Kollineationen der 
Valentinergruppe erleiden. 

2. Nun hat bereits Herr Wiman I. c. bemerkt, daB sich die Anzahl 
der Valentineroperationen, wenn man von den Kollineationen der Ebene 


vorab zu adjungieren. Dagegen umfaBt die Gruppe, welche den Gleichungen siebenten 
Grades entspricht, nur sb = 2520 Kollineationen. 

*) Fiir die Gleichungen siebenten Grades bleibt der quaterniire Ansatz bestehen; 
es ist aber unmdglich, die hierauf beziiglichen interessanten Fragen im Texte weiter 
zu verfolgen. 

**) Herr Lachtin bemerkt, daB sich bei der quaterniren Gruppe die Flichen 
zweiten Grades im Raume ganz dhnlich linear vertauschen, wie bei der Valentiner- 
gruppe die Kurven dritter Ordnung der Ebene. Von hier aus kann man (wie bei- 
liufig bemerkt sei) ohne besondere Miihe zu derselben Form £ gelangen, die ich 
unten unter (19) mitteile. Man hat nur zu beachten, daB die Wurzeln z,, 2,,-- + 2, 
der Gleichung sechsten Grades, und ebenso deren Quadrate z?, 23,-- +2? nach den 
Entwicklungen von Bd. 28 im Raume einen linearen Komplex festlegen, und dab 
diese beiden Komplexe zusammen mit dem ebendort eingefiihrten ,,Einheitskomplex. 
durch ihre gemeinsamen Linien eine Fliche zweiten Grades bestimmen. Irgend eine 
akzessorische Irrationalitat tritt hierbei noch nicht auf. Es ist’ dann in keiner Weise 
ndtig, sich beim Ubergang vom Raume zur Ebene so, wie Herr Lachtin tut, auf die 
verhiltnismaBig komplizierten Formeln zu beziehen, durch welche ich in Bd. 28 den 
Wurzeln z,,--- 2%, einen Raumpunkt zugeordnet habe. Also auch in dieser Hinsicht 
kann der Ansatz von Herrn Lachtin noch abgekiirzt werden. 
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zu den entsprechenden terniren linearen Substitutionen iibergeht, mindestens 
verdreifacht. Es ist also von vornherein ausgeschlossen, daB die gesuchten 
%,,%_, 2, rationale Funktionen der z,, 2,,--- 2, sein kénnten. 

3. Wir wollen die homogenen Valentinersubstitutionen fortan so 
fixieren, daB ihre Determinante durchweg gleich Eins ist. Ihre Zahl 
betragt dann genau 3-360 = 1080 und es entsprechen der identischen 
Kollineation die drei Substitutionen: 

ain 
(16) Uy = JL, Ly = j'Xy, T= ty. (J—me , ;v=0, 1,2) 

4. Wir bemerken jetzt, daB bei diesen 1080 homogenen Substitutionen 

die zehn Glieder dritter Ordnung, die man aus den x aufbauen kann: 


Ty UiMyy > 

ihrerseits nur 360 lineare Substitutionen erleiden (deren Gruppe mit der 
Gruppe der geraden Vertauschungen der 2,, 2,,--- 2% holoedrisch isomorph 
sein wird). 

5. Wir bilden nun ferner eine beliebige kubische ternire Form 

yyy ®t + Bay Ai Hy + °° 

(die, gleich O gesetzt, eine ,,Kurve dritter Ordnung“ in der Ebene der x 
darstellt). Die Koeffizienten a,,,, 3a,,.,:-- verhalten sich bei beliebigen 
linearen Substitutionen der 2,,2,,2,; zu den 23, 2?z,,--- kontragredient. 
Sie erleiden also bei den Substitutionen der Valentinergruppe ebenfalls 
genau 360 lineare Substitutionen, die mit den 360 geraden Vertauschungen 
der 2,,2,,°-+ 4%, eineindeutig zusammengeordnet werden kénnen. 

6. Wir schlieBen hieraus, daB es ohne weiteres méglich ist, zehn 
rationale Polynome der frei verinderlichen GréBen z,, 2,,--- 2, zu bilden: 


Pisa» Pisz»***> 
welche sich bei den geraden Vertauschungen der ¢ genau so substituieren, 
wie die 

F311» F12)°** 
bei den korrespondierenden Subsitutionen der Valentinergruppe, — also 
den Wurzeln z, wie wir es kurz ausdriicken, in rationaler Weise eine 
Kurve dritter Ordnung kovariant zuzuordnen. 

7. Um es anders auszudriicken: Man kann auf mannigfache Weise, 

ohne Benutzung akzessorischer Irrationalitaten*), eine von den 2 und x 
abhiingige, in den x kubische Form bilden: 


(17) Q(¥y + + +e |X yy %qy Up) = Pir TE + 8 Py2* Tey --, 
*) Abgesehen natiirlich von den numerischen Irrationalititen, welche in den 


Substitutionen der Valentinergruppe auftreten. Es sind dies (in Ubereinstimmung mit 
den im Texte folgenden Formeln (18) usw.) die Quadratwurzeln Y—3 und V5. 
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welche unverdndert bleibt, wenn man auf x,2,2, die Valentinersubstitutionen 
und gleichzeitig auf die z,,---2, die korrespondierenden geraden Vertau- 
schungen ausiibt. 

8. Was die wirkliche Herstellung einer solchen Form Q angeht, so 
unterlasse ich wieder, den allgemeinen aber weitliufigen ProzeB heranzu- 
ziehen, den ich fiir alle derartige Aufgaben in Bd. 15 der Mathematischen 
Annalen gab, sondern entwickele, genau wie bei den Gleichungen fiinften 
Grades an der entsprechenden Stelle, eine abgekiirzte Methode, die sich 
(im Laufe des vergangenen Winters) aus meiner Korrespondenz mit Herrn 
Gordan ergeben hat. Man hat folgende Beziehungen zu kombinieren: 

8a. Bei den 360 Kollineationen der Valentinergruppe spielen, wie 
zuerst Herr Wiman nachwies, zwei Systeme von je sechs Kegelschnitten 
eine wichtige Rolle. Die sechs Kegelschnitte jedes der beiden Systeme ver- 
tauschen sich bei den 360 Kollineationen auf 360 Weisen unter sich. 

8b. Die Gleichungen dieser 2-6 Kegelschnitte sind (bei Zugrunde- 
legung eines geeigneten kanonischen Koordinatensystems) zuerst von Herrn 
Gerbaldi aufgestellt worden (Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, t. XII, 1898: Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane, I; 
vergl. auch die bereits 1882 in den Atti di Torino, Bd. XVII, 8S. 358 ff. 
verdffentlichte Note: Sui gruppi di sei coniche in involuzione). Ich will 
hier die korrespondierenden terniren quadratischen Formen, indem ich 
mich auf das eine System von sechs Kegelschnitten beschrinke, nach dem 
Vorgange von Herrn Gordan gleich mit der Determinaute 1 ausstatten. 
Wir kénnen dann schreiben: 


ky=2i+j a3 +/°23, 
k= ai +j?a} + jag, 


by TV (ot ot ot) + (HO ) (a0, + ay, + 2,23), 





(18) ae = beet = (ai + a+ 25) +(=24FE#) ee, —%yX,— X,Xq), 








by PEE at tata + (HOS) t aim), 





fy TICVES (ot pots at) + (At VE®) (— nya — a0, +023). 

8c. Die k,,- -k, sind durch die Forderung, daB ihre Determinante 
gleich 1 sein soll, nur je bis auf eine dritte Einheitswurzel bestimmt. 
In der Tat vertauschen sich auch die vorstehenden k bei den 1080 Valen- 
tinersubstitutionen unter Multiplikation mit gewissen dritten Kinheits- 
wurzeln. 


Mathematische Annalen. LXI. 5 
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8d. Wir wollen nunmehr aus irgend drei der k: 
Kk’, kh” 

eine in deren Koeffizienten trilineare Kovariante und eine ebensolche Invariante 
bilden. — Als erstere wiahlen wir die Funktionaldeterminante | k’k’k’’|, die 
bei Vertauschung zweier k ihr Vorzeichen wechselt. Als Invariante nehmen 
wir eine symmetrische Verbindung der Koeffizienten der drei k, namlich 
denjenigen Ausdruck, der bei der Entwicklung der Koeffizientendetermi- 
nante der Form 4’k’+ a°k’+ 4K" mit 4°4"2” multipliziert erscheint. 
Ich will denselben hier voriibergehend mit (k’k’k’’) bezeichnen; es ist 
dies im vorliegenden Falle eine einfache numerische GréBe. 

8e. Wir bilden jetzt, fiir alle méglichen Tripel k’, k”, k’’, den 
Quotienten 

(kK k’ k’”’) 

Man zeigt, daB die 20 so erhaltenen Terme sich bei den 1080 Substitutionen 
der Valentinergruppe genau so unter ev. Vorzeichendnderung vertauschen, wie 
die 20 Differenzenprodukte 


(2” po 2”) (2 — 2’) (2 um 2”) 

bei den korrespondierenden geraden Vertauschungen der z. 

8f. Daher haben wir in der iiber alle Tripel erstreckten Summe 

”n ow ver k k Ke” 
(19) X(e" — 2") (2" — 2’) (2 — 2”)- eel a 
ein einfaches Beispiel einer solchen Form S 
Q(z, +++ Me XXy2s), 

wie wir sie in Nr. 7 suchten. 

8g. Allgemeinere Beispiele (die wir im folgenden indes nicht brauchen) 
erhalt man, wenn man in (19) statt des Differenzenprodukts der 2’, 2”, 2’” 
irgend eine Determinante 


Soe 


 ¢ a 
ge gt g"B 
ge gt @f'? 
einsetzt. 
8". Ordnen wir jetzt die Summe (19) nach den sukzessiven Gliedern 
x}, w22,,---, indem wir wie in Formel (17) schreiben: 
(20) LZ = Pin H+ 3G 2° 22+ -- 
so haben wir in den 9,,;, Pi;9,°** genau solche rationale Funktionen der 
&,,°** %, Wie wir sie in Nr. 6 ules. 
9. Es wird nun darauf ankommen, der Kurve dritter Ordnung 
(21) xr=0 
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(deren Koeffizienten rational von den ¢ abhingen) einen Punkt 2,: 2: 2, 
unter Heranziehung méglichst niedriger akzessorischer Irrationalititen in 
kovarianter Weise zuzuordnen. 

10. Die Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung bietet hierzu 
verschiedene Méglichkeiten. Ich will hier der Kiirze halber, wie ich es 
in meiner rémischen Note tat, einen Wendepunkt der Kurve dritter Ord- 
nung wahlen. 

11. In der Tat verlangt die Bestimmung eines solchen Wendepunktes 
nach der bekannten Theorie von Hesse nur solche Irrationalitiiten, welche 
man bei der Auflésung der Gleichungen sechsten Grades als niedere 
Irrationalititen ansehen kann: Quadratwurzeln und Kubikwurzeln. (Die 
Einzelheiten sollen hier unerértert bleiben.) 

12. Andererseits ist der Wendepunkt mit der Kurve dritter Ordnung 
gewiB in kovarianter Weise verkniipft: wenn man auf die Kurve und den 
auf ihr gewahlten Wendepunkt irgend eine Kollineation ausiibt, so wird 
man auf der entstehenden neuen Kurve unter den neun iiberhaupt auf 
ihr vorhandenen Wendepunkten jedesmal einen bestimmten erhalten. Es 
gilt dies insbesondere von den 360 Kollineationen der Valentinergruppe. 

13. Wir denken uns jetzt in die Koordinaten x,:2,: 7, des von uns 
gewiihlten Wendepunktes statt der Koeffizienten 9,,,, Qy:,°°: der Kurve 
dritter Ordnung ihre aus (20) resultierenden Werte in den z,,-+- 2%, ein- 
getragen. 

14. Wenn wir in diesen Ausdriicken der x,:%,: a, die 2,,--- 2, be- 
liebig in gerader Weise vertauschen, erleiden sie die eindeutig bestimmten 
Kollineationen der Valentinergruppe. 

Wir schlieBen daraus, daB die rationalen Funktionen der 2,,--- 2,, 
welche nach Anbringung aller Reduktionen in den Ausdriicken der 2, : 2, :2, 
unterhalb der auftretenden Quadratwurzeln und Kubikwurzeln verbleiben, 
bei den gerafen Vertauschungen der z ungeiindert bleiben. Sie kénnen 
also als rationale Funktionen der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung 
sechsten Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante dar- 
gestellt werden. 

15. Daher werden wir die bei der Ausrechnung des Wendepunktes 
erforderlichen Irrationalititen mit Fug und Recht als akzessorische Irra- 
tionalitiiten niederen Charakters bezeichnen diirfen. 

16. Wir haben also mit der Berechnung der Koordinaten 2, : 2:2; 
eines Wendepunktes unserer C, in der Tat der Aufgabe entsprochen, auf 
die es hier ankam: aus den frei veriinderlichen 2 unter Adjunktion akzes- 
sorischer Irrationalitiiten elementaren Charakters Groen x,: %_: %, 2u bilden, 
welche bei den geraden Vertauschungen der z die 360 Kollineationen der 
Valentinergruppe erleiden. 


5* 
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Dies ist die Ausfiihrung des speziellen Inhaltes meiner rémischen 
Note, welche ich hier zu geben dachte.*) 

Man wird vielleicht noch eine genauere Auseinandersetzung der in 
Nr. 14 benutzten SchluBweise wiinschen Am einfachsten wire es, an 
der Kurve (21) die bekannten Gleichungen, die zur Bestimmung eines 
Wendepunktes einer Kurve dritter Ordnung fiihren, alle durchzurechnen 
und die Richtigkeit der Behauptung damit tatsichlich zu bestitigen. Im 
iibrigen kann man, wie mir Herr Gordan bemerkt, die ganze Schwierig- 
keit der SchluBfolgerung folgendermaBen umgehen. Man stelle einfach 
die Gleichung neunten Grades auf, der die neun Werte geniigen, welche 
eine absolute Invariante der Valentinergruppe (z. B. das sogleich zu 
nennende v) in den neun Wendepunkten annimmt! Diese Gleichung mu8 
fiir alle 360 Kurven dritter Ordnung (welche durch die Substitutionen 
der Valentinergruppe und also durch gerade Vertauschung der ¢ ausein- 
ander hervorgehen) dieselbe sein. Ihre Koeffizienten sind also nach Weg- 
werfung gleichgiiltiger Faktoren selbst solche rationale Funktionen der z, 
welche sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht andern. Dabei 
kann der Affekt dieser Gleichung neunten Grades kein anderer sein, als 
der der urspriinglichen Wendepunktsgleichung. Sie wird also ebenfalls 
durch Quadratwurzeln und Kubikwurzeln gelést, unter denen dann aber 
selbstverstandlicherweise nur solche rationale Funktionen der z stehen, die 
sich bei den geraden Vertauschungen der z nicht fndern. Adjungieren 
wir jetzt einen der so resultierenden neun Werte unserer absoluten In- 
variante (also etwa des v), so wird sich aus ihm und der Gleichung (21) 
der Kurve dritter Ordnung, bezw. der Gleichung ihrer Hesseschen Kurve, 
der zugehérige einzelne Wendepunkt z,:2,:, rational berechnen. Und 
damit ist die Behauptung der Nr. 14, betreffend die bei der Berechnung 
des Wendepunktes erforderlichen Irrationalititen, von selbst mit bewiesen. 

Die weitere Behandlung der Gleichungen sechsten Grades wird nun 
ohnehin in der Weise erfolgen miissen, daB wir fiir den herausgegriffenen 
Wendepunkt unserer Kurve dritter Ordnung die absoluten Invarianten der 
Valentinergruppe berechnen. Nach den Angaben von Herrn Wiman 
hat die Valentinergruppe drei niedrigste Invarianten: 


(22) F, H, © 
beziehungsweise von den Graden 6, 12 und 30 in den 2,, a, 2. Aus 





*) Der SchluBsatz der Note ist beim Abdruck in den Rendiconti der Accademia 
dei Lincei durch eine merkwiirdige Umstellung unverstiindlich geworden. Es soll 
heiBen: ,,E cosi, col sussidio di irrazionalita accessorie, che si suole riguardare 
come elementare, si parviene alla meta.“ Statt dessen ist gedruckt: ,,E cosi, col 
sussidio di irrazionalité accessorie, si parviene alla meta, che si suole riguardare 
come elementare.“' 
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ihnen setzen sich die beiden fundamentalen absoluten Invarianten zusam- 
men, die ich im Anschlusse an die sogleich zu nennende Arbeit von 
Herrn Lachtin hier mit v und w bezeichne: 


(23) v= a w= = 
Tragen wir hier fiir z,:2,:«, die Koordinaten unseres Wendepunktes ein, 
so werden die v, w rationale Funktionen der Koeffizienten der Gleichung 
sechsten Grades und der Quadratwurzel aus ihrer Diskriminante bezw. der 
zwischendurch eingefiihrten akzessorischen Irrationalititen. Die Berechnung 
der 2,:% 223; aus den somit bekannten v, w ist das Normalproblem, auf 
welches wir die Auflisung der Gleichungen sechsten Grades reduzieren. Es 
ist, so wie es nun vor uns steht, ein Problem mit zwei willkiirlichen Para- 
metern, dadurch ausgezeichnet, daB sich alle seine 360 Lésungssysteme 
X,:%_:%, aus einem beliebigen derselben durch die 360 von vornherein 
bekannten Kollineationen der Valentinergruppe ergeben. Irgend eine 
Methode, die Parameterzahl mit Hilfe fernerer niederer Irrationalitiiten 
auf eins herabzudriicken, ist nicht zur Hand. Versucht man beispiels- 
weise dem Wendepunkte 2,:2,:%,, den wir auswihlten, einen Punkt 
4{:%3: a3 der Kurve sechster Ordnung / =O in kovarianter Weise zu- 
zuordnen und damit statt des Normalproblems (23) das folgende zu setzen: 
o'? 


(24) F’'=0, t= 5 


so stéBt man bei dem gewéhnlichen Ansatze (Schnitt der Kurve F = 0 
mit einer vom Punkte «,:%,:%, kovariant abhingenden geraden Linie) 
auf eine Hilfsgleichung, die selbst wieder vom sechsten Grade ist! 

Der Vollstandigkeit wegen verlangen wir endlich noch Umkehrformeln 
aufzustellen, d. h. die Wurzeln z,,--- 2, der vorgelegten Gleichung sechsten 
Grades durch das einzelne Lisungssystem x, : 7:2, von (23) und die als 
bekannt vorausgesetzten Gréfen rational zu berechnen. Hiermit ist der 
algebraische Teil der von uns hier zu skizzierenden Auflisung der Gleichungen 
sechsten Grades vollstdindig umschrieben. 

Der transzendente Teil aber wird verlangen, aus den Gleichungen (23) 
die %,:2_:%, irgendwie durch unendliche Prozesse wirklich zu berechnen. 
Einen ersten Ansatz hierzu macht Herr Lachtin in einer umfangreichen 
Arbeit, welche zuerst russisch (1901) im 22. Bande der Moskauer Mathe- 
matischen Sammlung und dann 1902 in deutscher Bearbeitung in Bd. 56 
der Mathematischen Annalen erschienen ist.*) 


*) Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung sechsten Grades allge- 
meiner Art. (Mathem. Ann. Bd. 56, 8. 445—481.) 
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Schreiben wir: 
25 = a. —_  \ ’ —_ —. ; 
(25) Wi ial Ys = 


so erweisen sich die y als Lésungssystem von drei simultanen partiellen 
Differentialgleichungen, welche die drei zweiten Differentialquotienten 


ay ay ay 
dv*? Gvew’ dw? 





durch die beiden ersten G2 und <u) und das y selbst linear ausdriicken. 


Herr Lachtin hat |. c. gezeigt, da® die Koeffizienten dieser Differential- 
gleichungen rationale ganze Funktionen der absoluten Invarianten v, w 
sind, die gewisse angebbare Grade nicht iibersteigen. Dagegen hat er die 
numerischen Koeffizienten dieser Polynome nicht ausgerechnet. Die hier 
verbleibende Liicke wird nun gerade durch die Arbeit des Herrn Gordan, 
auf die ich im Eingang dieses Briefes verweise, ausgefiillt. Jn der Tat 
ist es Herrn Gordan dort gelungen, die in Rede stehenden partiellen Differen- 
tialgleichungen explizite aufzustellen. . Es ist damit ermdglicht, die y,, y,, ys 
nach Potenzen von v und w oder auch von beliebigen linearen Funktionen 
von v resp. w in Reihen zu entwickeln, und es kann dann nicht mehr 
schwer sein, die Bereiche zu bestimmen, in denen die verschiedenartigen 
so entstehenden Reihen konvergieren, — also das transzendente Problem 
in direkter Weise zu ldsen. 

Der Volistindigkeit wegen muB hinzugefiigt werden, daB das spezielle, 
durch die Gleichungen (24) vorgestellte Normalproblem bereits eingehender 
funktionentheoretisch diskutiert ist. Herr Fricke hat 1896 auf der Frank- 
furter Naturforscherversammlung die der Valentinergruppe entsprechende 
Zerlegung der zur Kurve F = 0 gehérenden Riemannschen Fliche (vom 
Geschlecht 10) in Fundamentalbereiche behandelt und eine nahe Beziehung 
derselben zur Zerlegung der Halbebene in Kreishogendreiecke von den 
Winkeln 


bemerkt.*) Herr Lachtin hat dann 1898 im 51. Bande der Mathematischen 
Annalen**) diese Angaben bestiitigt und die lineare Differentialgleichung 
dritter Ordnung aufgestellt, welcher — im Falle der Gleichungen (24) — 


*) Vergl. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. V: Uber 
eine einfache Gruppe von 360 Operationen. 

**) Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung sechsten Grades mit 
einer Gruppe 360. Ordnung. (Math. Ann. Bd. 51, S. 463—472.) 
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die mit einem geeigneten Faktor multiplizierten GréBen 2, in bezug auf 
den Parameter ¢ geniigen. 

Ich bin am Ende meiner Darlegungen. Die Analogie der vorge- 
schlagenen Auflésung der Gleichungen sechsten Grades mit der Auflésung 
der Gleichungen fiinften Grades durch die Ikosaedergleichung tritt, hoffe 
ich, tiberzeugend hervor. Eine feinere Durchfiihrung der Einzelheiten, wie 
sie fiir die Gleichungen fiinften Grades seinerzeit von Herrn Gordan und 
mir gegeben wurde und in geometrischer Form in meinen ,,Vorlesungen 
iiber das Ikosaeder“ zur Darstellung gelangte, mu8 vorbehalten werden. 


Géttingen, den 22. Marz 1905. 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gau8’ Werken. 
Sechster Bericht.*) 
Von 
Fevix Kier in Gottingen. 


Unser GauB-Archiv hat seit Erscheinen des letzten Berichtes**) wieder 
eine erfreuliche Bereicherung erfahren; wir erhielten: 

1) 26 Originalbriefe von GauB an Repsold von Herrn Dr. Repsold, 
Hamburg. 

2) 11 Originalbriefe von GauB an Hansen, 1 Originalbrief von Gaub 
an Lindemann, 1 Kopie eines Briefes’ von Gau8 an Benzenberg, von Herrn 
Professor Harzer, namens der Hansenschen Familie. 

3) einen Originalbrief von Gau8 an G. H. Schubert, von Herrn Pro- 
fessor Joh. Ranke, Miinchen, durch Vermittlung von Herrn Professor Engel, 
Leipzig-Greifswald. 

4) Kopie eines Briefes von GauB an Hauptmann Miiller und anderes 
von Herrn F. S. Archenhold, Treptow. 

5) eine gréBere Zahl auf GauB und Wilh. Weber beziiglicher Papiere 
aus dem NachlaB von Professor Rehnisch, Gottingen, von Frau Professor 
Rehnisch. 

6) ein Exemplar der Disquisitiones generales circa superficies curvas 
ins englische iibersetzt von Morehead und Hiltebeitel. 

AuBerdem wurde uns zur Einsicht zur Verfiigung gestellt: 

ein Vorlesungsheft von dem Geologen Peter Merian, das sich auf 
eine im Wintersemester 1815/16 von GauB gehaltene Vorlesung_,,iiber 
verschiedene mathematische Gegenstiande“ bezieht, von Herrn Dr. Stehlin, 
Basel, durch Vermittlung von Herrn Dr. Fueter. 

Im Herbste vorigen Jahres erschien der IX. Band der Werke, be- 
arbeitet von Herrn L. Kriiger, wodurch das Unternehmen um einen 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Géttingen, Geschiftliche Mitteilungen, 1904, Heft 1. 

“*) Fiinfter Bericht, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften, Ge- 
schaftliche Mitteilungen, 1902. Abgedruckt in Bd. 57 der Math. Annalen. 
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groBen Schritt seiner Vollendung entgegengefiihrt worden ist; infolge der 
hierdurch entstandenen Entlastung kann nun auch Band VII in schnellerem 
Tempo weitergefiihrt werden und es mégen iiber seinen Inhalt einstweilen 
folgende Mitteilungen hier Platz finden, die ich dem Herausgeber, Herrn ° 
Brendel, verdanke: 

»Die Theoria motus, welche den Band eréffnen wird, ist fertig ge- 
setzt; es hat sich im Laufe des Neudrucks gezeigt, daB in den numerischen 
Beispielen sich eine gréBere Zahl von Fehlern findet, woraus AnlaB ge- 
nommen wurde, diese simtlich einer griindlichen Revision zu unterziehen. 
Diese allerdings etwas miihsame Arbeit erschien deswegen wiinschenswert, 
weil die von GauB hier angefiihrten und bis in die Einzelheiten durch- 
gefiihrten Beispiele klassisch geworden sind und auch heute noch gern, 
namentlich als Priifstein neuerer Methoden, wieder herangezogen werden. 
Man sieht auch hieran, wie an den unten zu erwahnenden Stérungs- 
rechnungen, daB GauB keineswegs mit einer so peinlichen Genauigkeit 
gearbeitet hat, wie man bisher anzunehmen pflegte. Wenn er sich vor- 
genommen hatte, pauca sed matura zu schaffen, so hat er also sein 
,matura“ nicht im pedantischen Sinne so gemeint, daB alle Einzelheiten 
peinlich durchgepriift sein, sondern daB von héherem Gesichtspunkte aus 
das Wesen und die wahre Bedeutung und Tragweite der von ihm ge- 
schaffenen Theorien erkannt sein sollten; daB er auch die gesamte Karrner- 
arbeit hat selbst leisten wollen, lag nicht in seiner Absicht; hiitte er das 
tun wollen, so ware sicher auch der erste Teil seines Wahlspruchs, ,,pauca“, 
in Erfiillung gegangen.“ 

»Bei der Herausgabe der gesammelten Werke war nun die Frage zu 
entscheiden, was geschehen solle, wenn beim Neudruck an irgend einer 
Stelle Fehler im Original gefunden wurden; wo sich diese Fehler leicht 
verbessern lieBen, empfahl es sich, dies zu tun; in vielen Fiillen, nament- 
lich bei langeren Rechnungen, schien es aber angemessener, von einer 
solchen Verbesserung abzusehen, da dies eine vollkommene Umrechnung 
des gesamten Materials erfordert hitte. Natiirlich ist bei der Herausgabe 
stets angegeben worden, falls irgend welche Fehler im Original entdeckt 
wurden. Bei gréBeren Rechnungen, wie den Pallasstérungen, wire eine 
genaue Kontrolle auch undurchfiihrbar gewesen und es wurde nur ver- 
sucht, solche Proben aus den Originalen als Beispiele zu geben, welche 
in sich fehlerfrei waren. Band VII wird in dieser Hinsicht médglichst 
einheitlich mit Band IX gestaltet werden, in welchem Herr L. Kriiger 
diese Frage sehr geschickt gelést hat.“ 

»An die Theoria motus werden sich noch einzelne kleinere Notizen 
anschlieBen, welche sie teils erginzen, teils sich auf verwandte Probleme 
beziehen, wie z. B. auf die Bestimmung von Kometenbahnen. Sodann 
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werden Gauf’ Rechnungen iiber die Stérungen der Ceres folgen, bei denen 
er sich wesentlich an Laplaces Mécanique céleste anlehnt (Stérungen in 
Polarkoordinaten), wenn er auch die Methoden fiir seine Zwecke umformt, 
namentlich bei der Entwicklung der Stérungsfunktion (1802) bereits von 
der Darstellung des vollstindigen elliptischen Integrals durch das arith- 
metisch-geometrische Mittel Gebrauch macht. Die numerischen Rech- 
nungen sind hier fehlerhaft infolge Anwendung einer falschen Formel und 
dies gilt namentlich von den in Zachs Monatlicher Korrespondenz 1802 
Oktober publizierten Resultaten.“ 

»Den interessantesten Gegenstand werden die nun folgenden Unter- 
suchungen iiber die Pallasstérungen bilden, sowohl mit Bezug auf die 
von Gau8 angewandten Methoden zur Berechnung der speziellen und der 
allgemeinen Stérungen als namentlich mit Bezug auf die Entdeckung, dab 
sich die mittleren Bewegungen von Jupiter und Pallas wie 7 zu 18 ver- 
halten (Géttingische Gelehrte Anzeigen von 1812 April und Gau8 an 
Bessel 5. Mai 1812). Bereits in einem friiheren Berichte*) ist erwihnt, 
daB sich einige kleine Zettel tiber diese Frage gefunden haben; es scheint 
aber, daB diese nicht zu den in den Jahren bis 1812 ausgefiihrten Unter- 
suchungen iiber die Stérungen der Pallas gehéren, da die letzteren sich 
bis in alle Einzelheiten inzwischen haben aufkliren lassen und unter 
ihnen sich auch die Rechnungen befinden, aus denen GauB unzweifelhaft 
seinen SchluB gezogen hat, daB sich das Verhiltnis 7/18 der mittleren 
Bewegungen immer wieder herstellt. Hierzu sei folgendes bemerkt:“ 

»GauB hat bei den Pallasstérungen die Methode der Variation der 
Elemente benutzt (vor der Publikation von Lagranges Methode); die 
sechs Differentialgleichungen haben daher auch eine iihnliche Form wie 
die sonst iiblichen; als zu variierende Elemente benutzt GauB aufer 
Neigung, Knotenliinge, mittlerer Lange, Linge des Perihels und dem 
Exzentrizititswinkel teils die mittlere Bewegung, teils die halbe groBe 
Achse, teils den halben Parameter; die Stérungen der mittleren Linge 
in der Anfangsepoche, die GauB einfach Epoche der mittleren Linge 
nennt, teilt er in zwei Teile, von denen der erstere die durch das be- 


kannte Doppelintegral ' f [i dndt dargestellten besonders groBen Stérungen 
enthalt. Die Entwicklung der Stérungsfunktion geschieht nach den mitt- 
leren Anomalien der beiden Kérper und zwar nach beiden Argumenten 
mit Hilfe der Interpolationsmethode, die auch Hansen spiiter benutzt hat 
und deren Grundlagen in der Theoria interpolationis entwickelt sind; diese 


*) Vierter Bericht, Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften, Ge- 
schiftliche Mitteilungen, 1901. Abgedruckt in Bd. 57 der Math. Annalen. 
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Entwicklung hat Gau8 auBerordentlich weit getrieben, bis etwa zur 18- 
fachen mittleren Anomalie Jupiters und zur 20-fachen der Pallas.“ 

»Die mittlere Linge stellt sich durch die Relation L = nt + « dar, 
wo ¢ die Epoche bezeichnet, und fiir die letztere ergibt sich die Dif- 
ferentialgleichung 





of = (1 —cosi) {eos i 2% + 27) 4 2r cos @- 7, 
wo 
m’ ar mar’ (1 1 , r 
@? cos @ —_ cos @ (s—7s) cos B cos (v—v), 


oder nach der Entwicklung der Stérungsfunktion 
a ie 
i ” > > Pe cos [(i'n’ + in) t + Q.0] 


und integriert 


§ -> > Pc Far cin Sin [i'n’ + in) t+ Quel. 


Unter der Annahme von 


n’ = 299”, 264975 
wird aber 18/7n’ = 769”, 53851, also fiuBerst nahe der mittleren Be- 
wegung der Pallas, die etwa m= 769”, 24 ist. Das Glied in @ = 18, 
i=—T wiirde daher einen so kleinen Divisor erhalten, daB seine Inte- 
gration in dieser Form nicht angeht. GauB entwickelt es darum in eine 
Potenzreihe; er findet es, numerisch, wie folgt 


Glied in 


n dt = 0”, 04383 cos [(18n’—Tn)t + 23°22'34"’]. 


Die Entwicklung in die Potenzreihe gibt: 
— 0”, 04383 cos 23° 22’34” + 0”, 04383 (18n’ — 7m) ¢ sin 23° 22’ 34” 

und integriert, sowie ¢ in Jahrhunderten ausgedriickt 

Glied in « = — 5”, 48¢ 4 1”, 18(18n’ —7n)t?. 
Als Stérung der mittleren Bewegung aufgefaBt, wird dies: 

Glied in nm = — 5”, 48 + 1”, 18(18n’—7n)t. 
AuBer einem konstanten Gliede in der mittleren Bewegung ergibt sich 
also ein in ¢ multipliziertes; das Wesentliche ist nun, daB dieses letztere 
dasselbe Vorzeichen hat wie 18’ — 7m; ist also 18n’> Tn, so ist das 
Glied in ¢ positiv und » wird vergréBert, ist dagegen 18n’<7n, so 


wird » verkleinert, bis in beiden Fallen 18’ = 7m geworden ist. Das 
strenge Verhiiltnis 7/18 stellt sich also von selbst immer wieder her. 
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DaB GauB das aufsehenerregende Resultat iiber die strenge Herstellung 
der Kommensurabilitét der mittleren Bewegungen auf diese Weise ge- 
funden hat, kann nicht mehr zweifelhaft sein, wenn auch im NachlaB 
nichts Direktes dariiber zu finden ist. Heutzutage wissen wir, daB bei 
Beriicksichtigung der Stérungen erster Ordnung allein dieser Beweis nicht 
stichhaltig ist und sich itiber ihn dasselbe sagen laBt, wie itiber den 
Laplaceschen Stabilitiitsbeweis.“ 

»Des weiteren wird der VII. Band noch einige Einzelheiten auch 
iiber praktische und stellare Astronomie bringen, iiber die hier nicht 
naher berichtet werden kann, da sie noch nicht vollkommen durchge- 
arbeitet sind.“ 
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Uber einen neuen Beweis der Kleinschen Relation zwischen den 
Singularitaten einer ebenen algebraischen Kurve. 


Von 
C. Juet in Kopenhagen. 


In den Math. Annalen Bd. 10 bat Herr F. Klein die folgende bekannte 
Relation zwischen den reellen Singularitiiten einer ebenen algebraischen 
Kurve aufgestellt: 

(I) 2d° + r+ k= 20" + w'+n. 

Hier bedeuten » und k bezw. Ordnung und Klasse der Kurve, r’ und w’ 
bezw die Anzahl der reellen Spitzen und Inflexionspunkte, d” und ¢” 
bezw. die Anzahl der reellen isolierten Doppelpunkte und Doppeltangenten 
der Kurve. Fiir eine imaginiire Kurve, d. h. eine in einer reellen Ebene 
liegende Kurve, deren Gleichungskoeffizienten komplex sind, leitet man 
aus (I) folgende Gleichung ab: 


(11) d—rt=n-—k, 


wo 0 und tr bezw. die Anzahl der reellen Punkte und die der reellen 
Tangenten der Kurve sind. 

Der Beweis des Urhebers der in der Theorie der algebraischen Kurven 
fundamentalen Relation (I) geschieht in der Weise, daB erst die Richtig- 
keit derselben fiir spezielle Kurven m** Ordnung dargetan wird, und 
danach die Anderungen, welche die eingehenden Zahlen durch kontinuier- 
liche Variation der Kurve erleiden, untersucht werden. 

Was die in dem folgenden Beweise nicht zu umgehenden alge- 
braischen Hilfsmittel betrifft, so entnehme ich aus Herrn Brills Untersuchung 
die Berechtigung, in dem hier gebrauchten Umfange die allgemeine Kurve 
in der Nihe eines einzelnen Punktes durch eine naheliegende zu ersetzen, 
was hier ziemlich einfach ausfillt.*) 


*) Siehe Brill, Uber Singularititen ebener algebraischer Kurven und eine neue 
Kurvenspezies, Math. Ann. Bd. 16, S. 348. 
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Das Prinzipielle meines Verfahrens suche ich in §3 zu charakterisieren. 
Den Ausgangspunkt bilden einige Betrachtungen iiber die Kongruenz der- 
jenigen reellen Geraden, welche in v. Staudts Sinne Triger der Punkte 
einer in einer imaginaren Ebene liegenden Kurve n‘* Ordnung sind. Den 
Anfang einer Theorie dieser Kongruenzen habe ich schon 1884 in meiner 
Dissertation gegeben und daselbst auch einen Beweis von (II) skizziert. 
Von den genannten Kongruenzen spreche ich im § 1, wobei ich mich 
auf das fiir das folgende unumginglich Notwendige beschrinke. 


§ 1. 
Uber die Trigerkongruenz der Punkte einer ebenen imaginiiren 
algebraischen Kurve. 


Nach v. Staudt wird jeder imaginiire Punkt mittels einer auf einem 
reellen geradlinigen Traiger liegenden mit einem bestimmten Sinne ver- 
sehenen Involution von Punktepaaren dargestellt. Ebenso wird die imaginiire 
Ebene mittels einer mit bestimmtem Sinne versehenen Involution von 
reellen Ebenenpaaren eines Biischels dargestellt; die Achse des Biischels 
nennt man die Achse der Ebene. 

Eine in der imaginaren Ebene liegende Gerade kann entweder reell 
sein, oder einen reellen Punkt, oder endlich nur imaginaére Punkte haben. 
Im ersten Falle fallt die Gerade mit der Achse u der Ebene TT zusammen. 
Im zweiten Falle muf die Gerade in einer reellen Ebene liegen, und der 
reelle Punkt muB der (eindeutig bestimmte) Schnittpunkt dieser Ebene mit u 
sein. Die Gerade heiBt dann imaginir erster Art. Im dritten Falle, wo die 
Gerade imaginar zweiter Art heiBt, bilden die Traiger der Punkte derselben 
eine lineare Kongruenz, welche die Achse u enthiilt. 

Ebenso wie die Gerade wird jede in einer imaginiéren Ebene TT 
liegende Punktmenge eine Trigerkongruenz haben, welche aus den Trigern 
der betreffenden Punkte gebildet wird. Wenn sich in der Menge reelle 
Punkte vorfinden, werden diese auf u liegen, und als Trager wird jede 
durch einen solchen Punkt gehende reelle Gerade zu betrachten sein. Ins- 
besondere hat auch jede ebene algebraische Kurve eine Trigerkongruenz, 
und der kontinuierlichen Menge der Kurvenpunkte entspricht eine kon- 
tinuierliche Menge von Triigern. Nur dann, wenn ein reeller Punkt P im 
Raume gegen einen der eventuell vorhandenen reellen Punkte der Kurve 
konvergiert, wird nicht jeder durch P gehende Triiger gegen eine be- 
stimmte Grenzlage konvergieren. 

Weil in dem hier betrachteten Zusammenhange uur reelle Geraden 
als Traiger in Betracht kommen, ist es angemessen, die Ordnung der 
Kongrueuz als die gréBte endliche Anzahl der durch einen reellen Punkt 
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des Raumes gehenden Triiger zu charakterisieren, wahrend die Klasse 
die gréBte Zahl der in einer reellen Ebene liegenden Trager ist. 

Die Klasse der Trégerkongruenz einer ebenen algebraischen Kurve n*" 
Ordnung ist gleich n. 

Eine beliebige reelle Ebene schneidet naimlich die gegebene imaginire 
TT in einer Geraden, und diese hat m (getrennte oder eventuell zusammen- 
fallende) Punkte mit der Kurve gemein. Die Trager dieser n Punkte 
und nur diese liegen in der reellen Ebene. 

Die Anzahl der durch einen reellen Punkt P des Raumes gehenden 
Triger ist fiir eine gegebene Kurve nicht konstant. Man kann hier zu- 
nichst nur sagen: Die Anzahl der durch einen reellen Punkt P des Raumes 
gehenden Triger ist (wenn endlich) entweder gleich n* oder um eine gerade 
Zahl kleiner als n®, wenn n die Ordnung der Kurve ist. 

Projiziert man namlich die imaginire Kurve [ aus P auf eine reelle 
Ebene z, so erhalt man wieder eine (im allgemeinen imaginire) Kurve y 
n* Ordnung, deren reelle Punkte mit P verbunden die gesuchten Triiger 
geben. Die reellen Punkte einer imaginiren Kurve mg + iy =0 sind nun 
die reellen Schnittpunkte der reellen Kurven py =0 und » =O und es 
ist leicht, Kurven n'* Ordnung anzugeben, welche sich in n?—s und 
nicht in anderen reellen Punkten schneiden; hier ist n?— s >0 und s eine 
sonst beliebige gerade Zahl. 

Wenn P seinen Platz im Raume kontinuierlich andert, werden die 
reellen (im projektiven Sinne geschlossenen) Zweige von » und w sich 
auch kontinuierlich andern; die Anzahl der reellen Schnittpunkte wird 
sich deshalb nur dadurch fndern kénnen, daB » und y zusammenfallende 
Schnittpunkte erhalten. Dies kann erstens dadurch geschehen, daB P den 
Trager f eines singuliren Punktes von [ tiberschreitet, denn in (fz) fallen 
dann mehrere reelle Punkte zusammen. Solche singuliren Punkte finden 
sich aber nur in endlicher Zahl, und die zugehérigen Trager kénnen des- 
halb immer vermieden werden, wenn man lings irgend eines Weges von 
einem Punkte P, des Raumes zu einem anderen Punkte P, iibergehen 
will; vorausgesetzt ist nur, daB P, und P, nicht selbst auf Tragern singu- 
lirer Punkte liegen. Man braucht also nur den anderen Fall zu betrachten, 
daB g@ und y einen reellen Beriihrungspunkt haben. 

Nur wenn P auf der Achse u liegt, kann die Anzahl der durch P 
gehenden Traiger immer angegeben werden, denn durch einen der Kurve 
nicht angehdrigen Punkt P der Achse gehen n Triiger, welche alle in u 
fallen. Durch P kann in diesem Falle kein anderer Trager 7 gehen, denn 
in der Ebene (Jw) liegen nur die » auf w fallenden Kurvenpunkte. 

Durch einen u naheliegenden Punkt P gehen n einander naheliegende 
Trager. Wenn sich P weiter von u« entfernt, wird im allgemeinen die 
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Zahl der durch P gehenden Triiger sich iindern; man braucht hierbei dem 
Obigen zufolge nur den Ubergangsfall zu betrachten, daB die zwei oben 
genannten zugehérigen Kurven » und » in einem und demselben reellen 
Punkte eine und dieselbe Gerade m zu beriihren. Den Ort derjenigen Punkte P 
im Raume, wo dieser Fall eintritt, nennen wir die Singularitiitsfliche X 
der Triigerkongruenz. Die Ebene (Pm) wird hier y und demnach auch [ 
beriihren, und die Tangente zu [ ist die Schnittgerade der Ebenen (Pm) 
und TT. Diese Gerade ist eine imaginiire Gerade erster Art; der reelle 
Punkt derselben liegt in w, und man wird siimtliche solche Geraden er- 
halten, indem man aus jedem reellen Punkt Q von u die durch Q gehen- 
den Tangenten an [ bestimmt. Die reellen Ebenen aller dieser Tangenten 
bilden eine von einem kontinuierlich variierenden reellen Parameter ab- 
hiingige Menge und hiillen also eine Developpable ein: 

Die Singularititsfliche X der Triigerkongruenz einer ebenen algebraischen 
Kurve ist eine reelle Developpable, deren Beriihrungsebenen die die Kurven 
beriithrenden Geraden erster Art enthalten. 

Zugleich hat man: 

Durch jeden reellen Punkt der Achse gehen k reelle Beriihrungsebenen 
der Singularititsfliche, wenn k die -Klasse der Kurve ist. 

Die obigen Entwicklungen zeigen, dab die Projektion y einer in TT 
liegenden Kurve [ aus einem beweglichen reellen Punkte P des Raumes 
auf eine reelle Ebene a eine Anderung +2 oder —2 in der Zahl @ ihrer 
reellen Punkte erfiihrt, wenn P die Singularitiitsfliche in einem nicht 
singuliiren Punkte iiberschreitet. 

Wir wollen nun die Anzahl ¢t der reellen Tangenten der genannten 
Projektionen y betrachten. Diese werden notwendigerweise aus dem zu- 
gehérigen Projektionszentrum P mittels Ebenen projiziert, die Beriihrungs- 
ebenen von £ sind; hierbei setzen wir voraus, daB die Achse keine Tangente 
von & ist. Kine Anderung in tr kénnte also nur eintreten, wenn der Punkt P 
entweder eine singulire Beriihrungsebene 6 von £, oder wenn er & selbst 
iiberschreitet. 

Die erste Méglichkeit kann man aber auBer Acht lassen. Freilich 
ist nicht ausgeschlossen, da8 singuliire Beriihrungsebenen an £ auftreten 
kénnen, ebensowenig kann man, wenn sich soleche Ebenen vorfinden, von 
einem Punkte P, zu jedem anderen Punkte P gelangen ohne die Uber- 
schreitung derselben zu gestatten. Aber die Singularitiitsfliiche hat die 
charakteristische Eigenschaft, daB eine solche Uberschreitung iiberhaupt 
keinen EinfluB auf rt hat. Nehmen wir nimlich an, daB von dem einen, 
P,, von zwei Punkten P, und P,, die nahe aneinander aber auf verschie- 
denen Seiten von o liegen, zwei reelle Beriihrungsebenen an £ gehen, die 
nach o konvergieren, wenn P, nach 6 konvergiert, von dem anderen P, 
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aber keine solchen. Dasselbe miiBte dann der Fall sein, wie auch P, und 
P, nahe aneinander gewahlt werden, wenn nur auf verschiedenen Seiten 
von 6 (und nicht in £). Dies gilt besonders, wenn P, und P, auf u gewihlt 
werden. Wir wissen aber, daB durch jeden Punkt von u dieselbe Zahl & 
von reellen Beriihrungsebenen an £ geht. Wenn auch mehrere von diesen 
fiir spezielle Punkte von « zusammenfallen kénnen, ist es doch ausge- 
schlossen, da8 reelle Beriihrungsebenen durch Uberschreitung irgend eines 
Punktes von « verloren gehen kénnen. Dies erklirt sich dadurch, daB eine 
singulire Beriihrungsebene von £ zweimal als solche auftritt. Eine Anderung 
in t entsteht also nur, wenn = iiberschritten wird. Wir wollen nun beweisen, 
daB durch Uberschreitung von X gleichseitig zwei durch den beweglichen 
Punkt P gehende Tréger und zwei durch P gehende Beriihrungsebenen an = 
gewonnen oder verloren werden. 

Wir wollen hierbei der Einfachheit wegen voraussetzen, daB die 
Achse u der imaginiren Ebene TT unendlich fern liegt. In TT liegt eine 
Kurve [; dieselbe wird aus einem auf einem nicht singuliren Trager p, 
von = liegenden Punkte P, auf eine reelle Ebene 2 projiziert. Die 
(imaginiire) Projektion y hat in O =p) eine reelle Tangente, nimlich 
die Schnittlinie von x mit der Beriihrungsebene zu = lings p; diese 
Tangente wahlen wir zur Y-Achse eines Parallelkoordinatensystems in 2. 
Ks soll ferner [ noch aus einem P, naheliegenden aber nicht in & liegen- 
den Punkte P, auf a projiziert werden. Wir nehmen hier ferner der 
Kinfachheit wegen an, daB P,P, die Achse u in einem unendlich fernen 
Punkt U schneidet; wir wiihlen dann OU zur X-Achse. Die Projektion 
eines beliebigen Punktes M von TT auf a aus P, wird dann aus der 
Projektion desselben Punktes aus P, durch eine konstante imaginire 
Parallelverschiebung lings der X-Axe erhalten. Man kann ferner 2 80 
reell parallel mit sich selbst verschieben, daB diese imaginiire Verschiebung 
rein imaginar ausfiallt, wie auch P, als ein reeller Punkt auf P,U gewiahlt 
wird. DaB dies méglich ist, folgt daraus, daB sowohl die Punkte (a, 0), 
wie auch (ai, 0) — wo a reell ist — eine einfache Kette im Sinne 
v. Staudts bilden. 

Es sei nun f(a, y)=0 die Gleichung von y. Die Gleichung der 
Projektion y, von [ aus P, wird dann 

f(a+ei,y)=0 (Ee reell). 
Es werde y dargestellt durch: 
r= («+ipit--5 y= th. 
Wir nehmen hier nur die ersten Glieder und ersetzen also y in der 
Nahe von O durch die Kurve: ‘ 
a—?t 


2 an ee 
(1 y= appt 


Mathematische Annalen. LXI. 6 
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Die Kurve y, wird man dann in der Nahe von O durch 
(2) y= Sp ete") 


ersetzen. Diese letztere hat nur dann reelle Punkte in der Nihe von 0, 
wenn « und # dasselbe Vorzeichen haben, nimlich die Punkte 


a é 
(Ge V5) 

Die Gleichung einer Geraden kénnen wir « = vy + u schreiben, und 
darin « und v als Linienkoordinaten auffassen. In diesem Systeme wird 
die Gleichung von (1): 

(3) P= A+ ip)u, 
und die Gleichung von (2): 
v? = — 4(a + if) (ut ei). 


Die letztere hat wieder nur dann reelle Tangenten in der Nahe von 0, 
wenn ¢ und # dasselbe Vorzeichen haben, nimlich die Geraden: 


(-$e, + 2vit RVs). 


Wir wissen hier im voraus, daB entweder zwei oder keine reellen nach O 
konvergierenden Punkte hervortreten — und das analoge von den reellen 
Tangenten — wenn «¢ nach Null konvergiert. Weil es ferner hier nur 
darauf ankommt, ob zwei reelle Bégen ,,ineinander“ oder ,,auseinander“ 
verschoben werden, kénnen die Verhiltnisse an naheliegenden Bégen ab- 
geschatzt werden. 

Die angegebenen Einschrinkungen, nimlich daB £ geradlinig lings 
P,U und in einem nicht singuliiren Erzeuger iiberschritten wird, spielen 
offenbar keine Rolle, wenn man wie hier nur auf irgend einem Wege 
von einem Punkte im Raume zu irgend einem anderen (reellen) nicht 
in & liegenden Punkt gelangen will. DaB wir uw unendlich fern gewihlt 
haben, hatte nur den Zweck, ein gewéhnliches Parallelkoordinatensystem 
gebrauchen zu kénnen. 


g 2. 


Beweis der Kleinschen Relationen. 


Mittels der entwickelten Hilfssitze gelingt nun der Beweis der 
Kleinschen Relationen sehr leicht. Wir betrachten zuerst (II). Es liege 
also in einer reellen Ebene a die imaginiire Kurve y; dieselbe werde aus 
einem reellen Punkte P, des Raumes auf eine imaginire Ebene TT in [ 
projiziert. Hierbei kann man immer vermeiden, daB [ die Achse u von TT 
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berthrt. Die Anzahl d der durch einen beliebigen reellen Punkt P des 
Raumes gehenden Trager, und die Anzahl rt der durch P gehenden Be- 
riihrungsebenen an & haben eine konstante Differenz. Fiallt aber P in u, 
wird d =n, t=k. Man hat also: 


(11) é—t=n—k, 


wo 6 und t bezw. die Anzahl der reellen Punkte und der reellen Tan- 
genten von y geben. 

Wir denken uns nun eine in der reellen Ebene 2 liegende reelle 
Kurve y, welche aus P, auf TT in [ projiziert wird. Diese Kurve [ werde 
wieder aus einem P, naheliegenden reellen Punkte P, des Raumes auf x 
in eine neue Kurve y, projiziert. Es kommt nun darauf an, wie viele 
reelle Punkte und reelle Tangenten die Kurve y, bekommt. Die Ebene 2 
kann man nach Belieben wihlen. Wir wihlen dieselbe so, daB die Achse 
u unendlich fern fallt, und so, dab uw keine Tangente von y ist. Den 
Punkt P, wihle man so, dab P,P, die Achse u in einem unendlich 
fernen Punkte U schneidet. Der Ubergang von y zu 7, geschieht dann 
mittels einer imaginiren Parallelverschiebung, wir kénnen sagen lings 
einer durch U gehenden X-Achse. Nachdem TT und U festgelegt sind, 
kann man noch P, so wihlen, daB diese Parallelverschiebung im analytisch- 
geometrischen Sinne rein imaginir ausfallt (was der Kiirze wegen hier 
geschehen mag). 

Wir betrachten nun zuerst einen nicht singuliren Punkt O von y, 
dessen Tangente mit der X-Achse nicht zusammenfillt. Wihlen wir die 
genannte Tangente als Y-Achse, dann kann man die Gleichung der Kurve 


y=ar+bz2*.-. 
schreiben, wo a reell ist. Hier hat offenbar 
y = a(a@+ ei) + b(a@+ i)? +--- 
keinen O naheliegenden reellen Punkt. Wenn y die X-Achse beriihrt, 
ersetze man die gegebene Kurve in der Nahe von O durch 
y = ax’. 
Hier hat 
y = a(x + ei)* 
den reellen Punkt (0, —ae*), und y, hat in der Nihe von O einen und 
nur einen reellen Punkt. 
Hat die Kurve y einen Doppelpunkt in O, ersetzen wir sie in der 
Nahe von O durch 
y+ az*=0, 


und y, mit der Gleichung 


y? + a(x+ ei)? =0 
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hat, wenn a positiv (und nur dann) die zwei O naheliegenden reellen 
Punkte (0, +2Va). 

Hat endlich y eine Spitze (um nur gewéhnliche Singularitaten zu 
beriicksichtigen), so kann man ohne Schaden voraussetzen, dab die Tangente 
in diesem Punkte mit der X-Achse nicht zusammenfallt. Man ersetze 
dann y durch: 

v+ay>=0 (a reell), 
und y, durch: 
(a+ et) + ay® = 0. 
Die letztere Kurve hat in der Nahe von O den einen reellen Punkt (0, V2) . 


DaB die Anzahl derjenigen reellen wnd imaginiren Schnittpunkte von 
f(a+ ei, y) = 0 und f(a—«i, y) = 0, welche nach O konvergieren, wenn 
é nach Null konvergiert, in den betrachteten Fiillen 0, 1, 4, 3 ist, kann 
man schon aus der Theorie der Enveloppen folgern. DaS dann die An- 
zahl der reellen von diesen Punkten 0, 1, 2,1 sein wird, schlieBen wir 
daraus, daB dies nur von dem ,,Ineinander-“ oder ,, Auseinander-“Verschieben 
reeller Bégen (der friiher genannten Kurven g = 0 und » = 0) abhingig 
ist, und dies kann man durch naheliegende Bégen abschitzen. 

Hat die Kurve héhere Singularitiiten, so muB man in jedem einzelnen 
Fall die O naheliegenden reellen Punkte von f(«+ ei, y) = 0 bestimmen 
(wo f(, 0) = 0). 

Es sollen nun auch die reellen Tangenten angegeben werden, welche 
an y, auftreten. Es folgt dies schon aus dem obigen, weil eine imaginire 
Zentralkollineation, deren Zentrum U in der Kollineationsachse wu liegt, 
durch eine ebene reelle reziproke Transformation in eine ebensolche Zentral- 
kollineation iibergeht. Man sieht so — oder auch direkt analytisch —, 
daB y, teils die reellen Tangenten beriihrt, welche aus U an y gezogen 
werden kénnen, teils die reellen Wendetangenten von y, teils Geradenpaare, 
welche nach den reellen isolierten Doppeltangenten von y konvergieren, 
wenn y, nach y konvergiert. 

Gehen also im Raume durch die Gerade P,P, x reelle Beriihrungs- 
ebenen an die reelle Kegelfliiche, welche y aus P, projiziert, so hat man 
infolge (II) und mit den friiher angegebenen Bezeichnungen: 

(2d" +r +2) —(2t”4+w'+2) =n—k, 
oder 


(1) 2d” +r +kh=2t" +0 4+n. 


Wenn y reell ist, zerfallt die zu [ gehérige Singularititsfliche in 
die reelle Kegelfliiche, welche y aus P, projiziert, und noch eine Rest- 
developpable. Man sieht aus dem Obigen, daB die Wendeberiihrungs- 
ebenen der Kegelfliche auch Wendeberiihrungsebenen der Restfliche sind, 
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In derselben Weise kénnen Punkte mit héheren Singularititen in 
Betracht gezogen werden, wodurch die neulich von Herrn Schuh an- 
gegebene allgemeinere Relation sehr einfach herauskommt.*) 

Sei nimlich ¢ Ordnung und s Klasse des singuliren Punktes O, der 
als Anfangspunkt angenommen wird. Die Kurve wird dann in der Nahe 


von O durch 
t+) 


y=ax!... 
dargestellt. Man hat nun diejenigen reellen Punkte von 
(a) (y+ si)! = batt 
zu bestimmen, welche nach O konvergieren, wenn ¢ nach Null konvergiert. 
Denken wir uns 6 komplex: 6 = r(cosv+isinv), so erhalten wir aus 
(y + et) (cos v —i sin v) = (y — é#)' (cos v +i sin v) 
sogleich die reellen Werte: 


y =e cot T3227 p=1,2,--.,,¢—1. 


Die zugehérigen Werte von x findet man aus 
: 
04 easy aoe Soins 
aif fi r v+2px 
t 








sin’ 
Wenn nun s+ ¢ ungerade ist, entspricht jedem Werte von y ein reeller 


Wert von x Wenn aber s+é# gerade ist, erhalt man 2.5! oder 


2 — +1 reelle zugehérige Werte von xz, jenachdem ¢ ungerade oder 


gerade ist, d. h. in jedem Falle ¢— 1 reelle Punkte in der Nahe von 0. 

Geht man zu den friiher gebrauchten Linienkoordinaten wu und v iiber, 
so bleibt die Gleichungsform ungeandert, nur werden s und ¢ vertauscht. 
Es treten also zu der verschobenen Kurve s — 1 getrennte reelle O nahe- 
liegende Tangenten auf. Man hat also nach dem Friiheren 


Zs— Lt=k—n. 
Dies ist die von Herrn Schuh auf ganz anderem Wege gefundene Relation. 


§ 3. 
Bemerkungen. 
Ich méchte den Hauptpunkt des obigen Beweises darin finden, dab 
die Kurve als festliegend betrachtet wird, wahrend so zu sagen unter 


*) F. Schuh, An equational reality for plane curves with higher singularities, 
Kon. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam, May 1904. 
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ihr weg diejenige Menge K” von Punkten projektivisch verschoben wird, 
die ich eine Kette mit zwei Dimensionen nenne.*) Die Punkte einer 
K*" bildet man aus vier beliebigen festen reellen oder imaginaren 
Punkten der Ebene mittels der Mébiusschen Netzkonstruktion; dieselbe 
wird auch aus der Menge der reellen Punkte einer reellen Ebene 
durch eine imaginiire Kollineation erhalten, die in der obigen (etwas 
speziell gehaltenen) Darstellung eine imaginiire Translation war. Die 
Ketten in TT sind hier diejenigen, deren zugehérige Traiger durch einen 
reellen Punkt P gehen; solche sind im projektiven Sinne nicht als singu- 
lire zu betrachten. 

Nachdem (II) bewiesen ist, kénnen die von Herrn Klein und Herrn 
Zeuthen benutzten Grenziibergiinge direkt aus (II) beurteilt werden. 
Freilich sind Beispiele notwendig, um die Existenz der oberen Grenzen 
z. B. fiir w’ festzustellen. 

Ich méchte noch hinzufiigen, daB die Formel (1) selbstverstiindlich 
nicht als die einzig mégliche Relation zwischen den reellen Singularititen 
einer ebenen algebraischen Kurve anzunehmen ist. Schon bei den Kurven 
vierter Ordnung existiert noch eine andere, welche freilich von der Ele- 
ganz von (I) weit entfernt ist. Es folgt dies schon aus den Untersuchungen 
des Herrn Zeuthen.**) Die folgende Formulierung entnehme ich meiner 
Untersuchung iiber graphische Kurven vierter Ordnung.***) Es bedeute ¢’ 
die Anzahl derjenigen Doppeltangenten eines einzelnen Zweiges einer Kurve 
vierter Ordnung, welche in reellen Punkten beriihren, und d’ die Anzahl 
der reellen Doppelpunkte desselben Zweiges. Man hat dann entweder 

t’=0 
oder 
2t' = 2d’ + w’. 

Diese zweiteilige Formel ist abgeleitet fiir die etwas verwickelteren Ver- 
hialtnisse einer nicht notwendigerweise algebraischen Kurve (wo sich keine 
oberen Grenzen fiir t’, d’, w’ vorfinden), sie gilt aber auch fiir jeden Zweig 
einer algebraischen Kurve; sollte namlich der Zweig graphisch zweiter 
Ordnung sein, so wiire 


t’=d’=w' =0. 


Durch Addition erhalt man fiir alle Zweige zusammen entweder: 


*) Siehe Juel, Uber einige Grundgebilde der projektiven Geometrie, Acta Math. 
Bd. XIV, und C. Segre, Un nuovo campo di ricerche geometriche, Atti d. R. Acc. d. 
Scienze di Torino 1890. 
**) Siehe Zeuthen, Die Formen algebr. Kurven vierter Ordnung, Math. An- 
nalen Bd. 7. 
***) Siehe Juel, i Laeren om graf. Kurver, Dansk. Vidensk. Selsk-Skrifter 1899. 
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2’ = 2d’ +w’, 

oder 
= 0. 

Hierin bedeutet ¢’ die Zahl derjenigen Doppeltangenten der ersten Art, 
welche in reellen Punkten beriihren, d’ die dualistisch bestimmte Zahl; 
Doppeltangenten erster Art sind solche reelle Doppeltangenten, welche 
entweder isoliert sind oder denselben Zweig zweimal beriihren. Man 
erhalt nun die Anzahl ¢, simtlicher Doppeltangenten erster Art, indem 
d'+d"=d, gesetzt wird, 
entweder aus 2d” + r° +k=2t,+w’'+ 7, wenn t’=0, 
oder aus 2d, +r +k=2t,+n, wenn t’+0. 
Dies ist eine von (II) unabhiingige Relation zwischen den reellen Singu- 
laritéten einer Kurve vierter Ordnung, welche wie gesagt schon in der 
Zeuthenschen Untersuchung enthalten ist. Ihre Art scheint jedenfalls auf 


gréBere Komplikationen bei analogen Relationen fiir Kurven héherer Art 
hinzudeuten. 


(III) 


Kopenhagen, November 1904. 
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Ein Problem der Elimination. 
Von 
E. Nerro in GieBen. 


Die Theorie der Elimination fiihrt auf ein Problem, welches meines 
Wissens noch nicht behandelt worden ist: ,,Wie miissen die beiden ratio- 
nalen ganzen Funktionen 


f(x, ¥, 2, t,-- *) und I(x, Y, 2, t,-: ‘) 
beschaffen sein, damit bei der Elimination einer der Verdnderlichen 2, y, 2, t,--- 
aus f =0, g =0 gleichzeitig alle iibrigen Verdnderlichen wegfallen?“ 

Bildet man bei beliebig gegebenen f und g die Eliminante z. B. 
nach z, so kann man sie in die Form 

R, a (2, Y,2,°° )n(@, Y,4,°° ‘) ox A(z, Y,%,°° ‘g(a, Y,2,°° ‘) 
bringen, in der f, und g, zwei ganze Funktionen bedeuten, deren Grade 
in 2 geringer sind als die von f bezw. von g. Nach unserer Forderung 
muB R, eine Konstante werden, d. h. es muB sein 
(1) $4 )9(%% %°--) —AGH 4 + -)9(%Y 4 >>) = Crt. 

Hier sind nun die beiden Fille zu unterscheiden, daB die Konstante gleich 
Null oder von Null verschieden ist. 

Im ersten Falle ist f nicht ganz in f, enthalten, da die Grade der 
beiden Funktionen das nicht gestatten; folglich haben f und g einen ge- 
meinsamen Teiler, und wir kénnen setzen 
(2) f=fo-G, I=I°4- 

Ist umgekehrt die Forderung (2) befriedigt, dann geniigen die Funktionen 
der gestellten Aufgabe; denn es ist 


R,(f, 9) = Bi(for 90) Re(for 1) Be(9o, 2) Re, 9) = 0 
wegen des letzten Faktors im Produkte der Resultanten. 


Ist zweitens die Konstante von Null verschieden, dann folgt, wenn 
eine von Null verschiedene Konstante durch C, angedeutet wird, 


(3) g(x, y, 2, ee ) = LOH INEHH IFO 





f, (@, y, 8, +++) 
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Wenn umgekehrt (3) erfiillt ist, dann kénnen wegen (1) nicht gleich- 
zeitig f und g verschwinden, und daher muB R,(f,g) von 2, y, 2,--: 
frei sein. 

Es mag noch bemerkt werden, da8 wir f und g als irreduktibel an- 
nehmen diirfen. Denn ist z. B. f= -y, so folgt 


RAF, 9) ad Rg, 9) ‘ Rv, 9) ve Cy, 
und da die R, ganze Funktionen sind, 


(4) RYG,D=%, RY, 9) = G, 
Ebenso kann man aus (4) auf R,(m-y, 9) = C, schlieBen. 

Der Fall, daB in (3) der Nenner eine Konstante wird, ist ohne jede 
Bedeutung; dagegen ist die Untersuchung von Interesse, wann g, so be- 
stimmt werden kann, daB bei passender Wahl von C, 

(5) F(@, Y, 2) ° +") 9(%,Y, #,°°-) + Cy 
in Faktoren zerfallt, die nicht von derselben Form /-g, + C, sind. 

Beschrinken wir uns, was jetzt geschehen soll, auf zwei Verinderliche 
«x und y, dann kénnen wir die Bedeutung des Problems geometrisch in 
einfacher Art darlegen: ,,Es sollen alle Kurven g(x, y) =O gesucht werden, die 
mit f(x,y) =0 alle reellen und imagindren Schnittpunkte im Unendlichen 
haben.“ Solche Kurven f= 0, g = 0 kénnen wir als perfekte Asympfoten- 
kurven bezeichnen. Zu ihnen gehéren die Kurven 

9(#, 9) = F(%, 9) H(@, y) + Op 
fiir jedes g, und jedes C,(+0). AuBer diesen kénnen méglicherweise 
noch andere vorkommen. Diese wollen wir als singuldre perfekte Asymptoten- 
kurven bezeichnen und gehen nun dazu tiber, einige besondere Formen 
fiir f(x, y) zu besprechen. 

I) Es sei zuniichst 

F(a, y) = dyx" + aa"-1 +--+ +4, = 92), 
wo die a, a,,---+, a, Konstanten bedeuten sollen. Dann brauchen wir 
die Teiler von 
9(%) G(x, y) + Op. 
Wir setzen diesen Ausdruck = q(x, y)-4,(”,y). Dividieren wir q und q, 
durch g(x) und ordnen die Reste nach y, so entsteht 


q (2%, ¥) = Q (&, y) - P(X) + a(x) - y+ a, (z)y"—“ +--+, 
Q(X, ¥) = Q(x, y) - p(x) + Bo(x) + y” + By (wy? +-°°, 


wo kein a(x), «,(),---; By(x), B,(~),--- von héherem als dem (n—1) 
Grade ist. Das Produkt beider Ausdriicke muB modulo g(x) einer Kon- 
stante C, kongruent werden; also muB sein 


o(a) By (x) y+” + (g(a) By (a) + (a) By(a))y"**-! + +++ == Cy (mod. g). 
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Das Glied a(x) B,(x)-y"*” kann durch keines der folgenden getilgt werden; 
der einfachste Fall ist der, daB es auch nicht =O wird; dann muB8 
u=v=0; a(x) By(~) = C, (mod. pm) sein. Daher hat man 

q(x, y) = Q(a, y) p(x) + % (x), 9,(% ¥) = Q (2, y) M(x) + By(a); 
denn die letzte Kongruenz ist fiir jedes (, lisbar. 

Il) Es sei zweitens 

f(&, y) = xy — 1. 
Wir setzen ahnlich wie vorher 
(wy—1) (a, ) + Co = 4 (a, 9) 4 (@ 9). 

Dann kénnen wir q und g,, wie jede ganze Funktion, in die Form 


q(t, y) = (cy—-1) Q (@ y) +h @)+ky), 
9 (2, y) = (wy —1) Q,(@, y) + hy (@) + Ay (y) 
bringen; denn jedes Glied, welches xy enthiilt, kann durch 
ay =(zy—1)+1 
reduziert werden. Hier mu8 wieder sein 
(h(a) + ky)) (hy (x) + ky) = Cy (mod. xy—1). 
Nun liefert h(x) -h,(x) Glieder in z allein, die sich nicht durch den Modul 
reduzieren lassen; folglich muB h oder h, gleich Null sein; ebenso folgt, 
daB eine der beiden Funktionen i oder k, gleich Null werde; und endlich 
sieht man, daB 
q(#,y)=h(x); a(%,y) =A, (y) (mod. cy—1) 
genommen werden kann. 


Zur weiteren Reduktion von h(x)-k,(y), welches Glieder x*y* enthiilt, 
bemerken wir, daB fiir 6 >a 


aty? = (xy—1)y?-*(aetyt-* +--+ 2yt+1) + y¥-* 
wird. Nehmen wir nun fiir 2* das Glied niedrigster Potenz aus h(x) und 
fiir y’ das Glied héchster Potenz aus k,(y), so hat (6—«) den héchst 
moéglichen Wert, der nicht weiter erreicht wird, so daB daher auch 
nicht y’-* weggehoben werden kann, wenn B—«>0 ist. Wegen q-¢,=C, 
miiBte das aber eintreten; also ist 8 = a. Ebenso folgt, daB der héchste 


Exponent von 2 in h gleich dem niedrigsten von y in k, ist. Demnach 
kann nur sein 


q=au, g=ady, 
9h = Ud, (w"y" —1) + dod, = dd, 
q = (xy—1) Q (a, 9) + Ge", 
% = (ty—1) 2, y) + hy". 








§ 
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Hier zeigen sich also singulire perfekte Asymptotenkurven fiir cy— 1—0. 
Die vom niedrigsten Grade entstehen fiir Q = Q, = 0; w=—1; es sind 
z=0 und y=0. 
IIT) Wir behandeln dieselbe Aufgabe in anderer Form, indem wir setzen 
F(a, y) = ata? — By? — 1. 
Hier kénnen wir in q(«, y) und in q, (a, y) jede Potenz y’, y’, y*,--- mod. f(z, y) 
tilgen und schreiben 
q(#, y) =9(@) + yh); G9) =H (2) + yh, (a), (mod. fts, 9) 
Bqq, = 09-9, + (gh, +9, h)d*y + (aa*—1) heh, OOO” 
Damit der Ausdruck eine Konstante wird, mu8 
gh, + hs, 
b? 99, + (a*a*—1)hh, = C, 
und deshalb 
b?gg,h + (a?a*?— 1)h®h, = — b*g*h, + (a*x?—1)h?h, = Ch 


sein. Es kann h mit g keinen gemeinsamen Teiler haben, weil den gleichen 
dann auch C, haben wiirde. Also folgt aus der letzten Kongruenz, dab 
h, durch h und ebenso, daB h durch h, teilbar ist. Wir kénnen daher 


h, =— ch, 


; 4=+ «9 
setzen. Das ergibt 


q(2, y) =9(z) + yh(z); 4 (2, y) = &(g@) — yh@), 
Pag, = 04g?(x) — (ata*—1) M(x). 
Dieser Ausdruck muB modulo f(x,y) der Konstante C, kongruent sein; 


nun enthiilt er aber das y nicht, das ja in f(a, y) vorkommt. Daher 
geht die Kongruenz in die Gleichung 


b?g?(x) — (a®a*—1) -h?(4) = CG, 
iiber. Durch Differentiation ergibt sich 
b89-¢ = a®x-h? + (a®a®—1)h-h; 
und da g mit h keinen Teiler gemein hat, so ist g’ durch h teilbar. Kin 
Vergleich der Grade von g und h ergibt weiter h=c-g’. Wir bilden 
daraus mit Hilfe der vorigen Gleichung 
(6) b?g = ac®zg’ + c(a?a*—1)9” 
und durch v-fache Differentiation (v= 1, 2, - - -) nanan 
(7) (b? — v2a%c*)g) = (2v+1)aetagt + c(a?a?—1)g"*. 
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Ist g vom Grade n, so zeigt (7) bei v= n 


b? = n®a*c?; c= + 7 
weiter folgt aus (7) leicht, daB g die Form 
g = 2" — a, 2"-* + 2-4 — aa" 4... 
hat. Substituieren wir diese in (6), so folgt die Rekursionsformel 


(n— 29 — 2)(n— 29—1) 


>= 4e(n—o)a?® Mo-19 





durch die g und A und daraus q und gq, bestimmt werden. So ist 


1 b 1 b 
3 b b 3 b b 
(s—e3): Qe — Fatt SEY TAH LOT at— GV By: 


IV) Wir gehen zur Untersuchung des allgemeineren Falles 
f(#, y) = y* — 9(@) 
itiber. Auch hier kénnen wir 
q(2, 9) =9(2) + yh(x), (2, y) =91(%) + yh, (2) (mod. fa, y)) 
setzen und kommen genau wie in III) auf die Gleichungen 


1 
= U@ y) = 9(@) — yh(z) 
und 
(8) 9° (x) — p(x) h*(x) = Cy. 
Die letzte Gleichung ist den weiteren Untersuchungen zugrunde zu legen. 
Dabei ist klar, daB der Grad w von g(x) gerade sein muf, damit (8) iiber- 
haupt méglich wird. 
Der Fall » = 2 ist in III) schon erledigt. Wir gehen zu 
(9) p(x) = a + O2* + Ca? + Ox + Cy 
tiber; der Grad von h(x) sei mit » bezeichnet; der von g(x) wird (n+ 2). 
Bei n= 0 und 
g(z) = 2 + Bx t+ B,, h(z)=1 
sind zum Bestehen von (8) drei Bedingungen zu erfiillen 


C= 2B,, & = 28,+ B,', c = 28,8; 


hierfiir stehen die zwei Konstanten £, und §, zur Verfiigung; man findet 
als Bedingung 


(10) Be, = c,(4¢, —¢,*). 











). 
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Ist (10) erfiillt, dann gibt es fir 
y? — (+ 2° + Ga +e2+%4) = 0 
singulire perfekte Asymptotenkurven, nimlich 


yt (2* + + Cx + | (4q—«,%)) = 0. 
Wir behalten ferner « = 4 und (9) bei, nehmen aber den Grad von 
h(x) gleich 1 und also den von g(x) gleich 3 an. Es sei 
9(@) = 2° + Bix? + Bart Bs, hie) —2+a, 
dann fordert das Bestehen von (8) die Relationen 
¢, = 28, — 2a, 
C = (2B, + B,*) — 2-2B,a + 30%, 
Cs = (283 — 2, B,) — 2(28, + B,*)a + 3-2, a? — 4a’, 
C, = (2B, By +B”) — 2(2 8; +28, By)a + 3(28,+8,")a? — 4-28,0° + Sat, 
wenn man die Koeffizienten von 2°, x*, 2°, 2* vergleicht. Die Vergleichung 
der Koeffizienten von 2 liefert 


(11) (Bs — By & + B, a* —ac*) (B, —2 8, a+ 30%) = 0. 
Wir setzen zuerst den ersten Faktor links in (11) gleich Null. Dann 
ergibt die Berechnung der Konstanten auf der linken Seite von (8) 
Cy = B,? — a? = 0. 
Man bekommt also keine von Null verschiedene Konstante C, und daher 


auch keine singulire Lésung. 
Jetzt setzen wir den zweiten Faktor links in (11) gleich Null, also 


B, = 2B,a — 3a? 
Daraus ergibt sich 
¢, = 28, — 2a, 
¢, = B,? — 3a, 
Cy = 2B, + 2a(B, — 2a)’, 
c, = 2B,(B, —2a) — a°(B, —2a)*. 
Die Elimination von #, und £, fiihrt auf 
(13) 8a? — dea + (4e,—¢,") = 0, 
(8c, — 10¢,?)a® + (16c, — 12¢,c, + Te,®)a + (16c,—8c,c,) = 0, 
und die Resultante beider Gleichungen gibt 
(14) R=4(¢,5—4e,¢,4+8¢,)(7¢,5—40¢,°c,+48c,%c,+48¢, c.°—64c, c,—64¢, cy) 
— (5¢,4—24¢,%c,+32¢, c, + 16¢,*—64¢,)*. 


(12) 
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Wir haben demnach 
(14*) R=0 
als Bedingung dafiir, daB zu 
y* — (2 +¢,2° + G2 + x +c) = 0 
eine singulare perfekte Asymptotenkurve 
y- (w+ a) — (e+ B,2?+ Bx + By) = 0 
besteht. Fiir « liefern die Gleichungen (13) 


(15) BAS 1 be, *— 24e,*e, + 32¢, c, + 16¢,* — 64c, | 
8 c,* — 4¢, ¢, + 8¢, 4 








die 8, kénnen dann aus den Gleichungen (12) berechnet werden. 

Es kann aber auch in (15) Zahler und Nenner verschwinden. Dann 
sind die beiden Gleichungen (13) einander gleich, und es gibt zwei Werte 
von «. Die Bedingungen des Verschwindens sind 
(16) 8c, = ¢,(—¢,2+4¢,), 64¢e, = (—¢,?+ 4¢,)°. 

Man erhilt also jetzt, wie es den Anschein hat, zwei singulire perfekte i 
Asymptotenkurven. Aber das findet nicht statt, denn auch hier wird 

Cy = B,* — ea? = 0. 
Den Beweis fiir diese Behauptung kénnen wir auf zwei Arten liefern. 


Entweder direkt durch unmittelbare Rechnung, oder bequemer durch den 
Nachweis, daB bei der Geltung von (16) 


16(a* + ¢,2° + ea? + ¢,7+¢,) = (42° +2e,¢+ = (4c, — 4) 
ist. Denn dann wird » ein Quadrat und 


g —(Vp-h? =0. 

Endlich wollen wir noch iiber den allgemeinen Fall eines h(x) vom 
Grade » eine Bemerkung anfiigen. Die Anzahl der in A(”) und in g(x) 
eingehenden Konstanten betrigt 2m +2; die Anzahl der Bedingungen, 
die fiir das Bestehen von singuliren perfekten Asymptoten nétig sind, 
2n +3. Folglich miissen die Koeffizienten von m noch einer Bedingung 
unterworfen sein, wie sich dies bei n = 0 und n= 1 ja gezeigt hatte. 


GieBen, den 24. Oktober 1904. 


































E. L. Dopp. Iterated limits. 


On iterated limits of multiple sequences. 
By 
E. L. Dopp of New Haven (Connecticut). 


Pringsheim*), London*) and Bromwich***) have discussed 
te iterated limits of double sequences. In this paper, I shall discuss the iterated 
limits of multiple sequences of any order r>2. With Pringsheim, I 
shall make extensive use of iterated lower limits and iterated upper limits. 
Certain theorems will be assumed, which have been proved by Prings- 
heim for double sequences, and which may be proved for sequences of 


n . 
higher order, by a similar method of reasoning. By an r-fold sequence, 
A={a,...,.}, I shall mean an aggregate of terms a, .,, where a, ___,, 
is a real number (or + co, or—oo), defined for each set of positive 
integral values of v,, ¥,,--- v,. 

§ 1, 

n 

) Iterated limits of monotone sequences. 

, A sequence, A, is said to be monotone, if 

Gy’... 4,...4 Whenever 11> %, 13> 0%,+-- > ¥,. 


Theorem L The limit and iterated limits of a monotone sequence 
all exist, finite or infinite, and are equal. 
Proof. With »,,,,--+»,_, fixed, the simple sequence {a, ., } is 
monotone, and thus 
lim a, ...,.= lima, ...,.= lima, ...,,- 


Vp =O r  tp=@ . Vp =a 


*) Mathematische Annalen, Bd. 53 (1900) p. 289. 
**) Mathematische Annalen, Bd. 53 (1900) p. 322. 
***) Proc. of the London Math. Soc., Jan. 8, 1904, p. 76. 
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The r-fold sequence {a, ..., } being monotone, it follows that the (r—1)-fold 
sequence {lima, _, } is also monotone, and hence 

lim lima, ., =limlima, = lim lima, , 

"r-1 "Fr *r-1 'r tpn % ‘ as 


and thus, finally 


lim - - - lim G, ....™ lim - - - lim 4, lim - - - lim Pisce 
* v, " v, %, v%, 
But, for any sequence, 
lim G, 0. lim - - - lim ee lim vee lim &,...am lim &,. «+ 


ald % v, | Paes 


1 r 1 


And moreover, since A is monotone, it follows that 


lim 4, ....™ lim 4, = lim hs icags? 
OT mooN oo, 
Hence 
lim - - - lim é, 9 = lim — 
v, as ais 


and by the same method of reasoning, any other iterated limit may be 
shown to be equal to the limit of the sequence. 

Corollary. If the limit, and any iterated limit of any sequence 
exist, they are equal. 


§ 2. 


Properties of iterated lower limits, iterated upper limits, and 
iterated limits. 


Certain conditions will be used repeatedly, so that it seems con-— 
venient to have abbreviated expressions for them. 
Suppose that, when «> 0 is assigned, it is possible to find 
n,, such that if », be taken arbitrarily, but > »,, it is then pos- 
sible to find m,, so that for v,>m,, there will now exist n,, ete.,--- 
(C) there being finally an m,, such that for any v,>,, 


a, ‘igi b—e. 
In this case, | shall say that under the condition (C), 
G, .... 2 b—8. 


Suppose that, for any «> 0, and any »,, large at pleasure, it 
is possible to find », > ,, so that now taking m, large at pleasure, 
(D) there well be some »,>,, so that etc.,---, finally for any »,, 
there is a y,>m, such that a, .., 2b—e. In this case, I shall 
say that under the condition (D), 


a, ...229— 8. 
1 ——" 











c) 


(D’) 


(Pr) 
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By saying that under the condition (C’), a, ..., > G, I shall 
mean that G>O is to be chosen, large at pleasure, and then it 
is to be possible to find m,,m,,---m, as in (C). 

By saying that under the condition (D’), Os > G, I shall 
mean that it is possible to find v,,,,---v, as in (D). 

Suppose now that 1<p<r, and that 4, %,---4,,%41,°°*4, 
is any permutation of the r integers, 1,2,---7; where moreover 
i,<ip<-+-<i4,, in case p>1. Let us alter the condition (C), as 
follows. In (C), we required that Ms exists, and permitted oa 
to be taken arbitrarily, but > Mas Suppose now, that Ms is to 
be taken large at pleasure, and that we require the existence of 
> &,.: Let us make a similar alteration upon (C), for 
Migs? Minas? Mir %,: The condition, thus obtained, I shall call (I). 

Theorem II. (a) If, under the condition (C), 
% ._e* 9 


Myce 


where b is finite, or infinite, then 


(1) 


then 


(2) 


then 
(3) 


then 


(4) 


lim eee lim Anat b. 


" "r 
(b) It, under the condition (D), 
—— +é 


lim---lima,..., <b. 
.: <." + 
’ 


(c) If, under the condition (C), 


G, 4 2ote 
lim --- lim <b. 
(d) If, under the union (D), : 
4,....a0—* 
lim --- lim 2 b. 


Proof. In (a), suppose, first, that b is finite. With ¢, v,, v,,---¥,_,, 


chosen in accordance with (C), there exists an integer m, such that 


a 
Meee 


,,2b—« if v,>n,. This shows that the lower limit with respect 


to v, cannot be less than b — «, for these values of v,,%,,--+»,_,. But 
the lower limit with respect to v, exists, finite or infinite. Thus with 
&,,,%,,°*+¥,_, chosen under condition (C), lima, .., 2b—« The 
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same method of reasoning applied now to the (r—1)-fold sequence, 
{lim G, ...,)9 yields the result, that with ¢,17,,---¥,_, chosen under 
condition (C), 

lim lim &, :.. ab-—s. 

%r-1 Fr 


Finally, for any « > 0 


lim---lima, ., 2b—e, 
oo 1 2 a 
" ‘> 
and hence 
lim---lima,..., >b. 
a r a iiiesain 
1 r 


Here b was supposed to be finite. If b = — ov, then (1) is at once 
satisfied. If b= -+ co, then for ¢,,, %,,---v,_, chosen unter condi- 
tion (C), there exists an n,, so that if v,>,, then a, ..y,25—8, that 


is, a4, ..., = + 00, and thus lima, .., =+ oo. Finally 


lim --- lima, ..., =+0o=b. 


’ ¥ 
1 r 


Thus (1) is satisfied, whether } is finite or infinite. The proof of (b) 
is analogous. With ¢, »,---¥v,_, chosen under condition (D), and n, 
large at pleasure, there is always a v,>m,, such that G, ...n SO+8, 
and hence lim a b+e This method of reasoning leads to 


- lim---lima, .., Sb+e 
" v, 
from which (2) follows. 
In the same way, (c) and (d) are proved. 
Theorem III. The following are necessary and sufficient condi- 
tions that 
lim - - - lim i... 


¥ ¥ 


_=b), finite or infinite, 


lim - - - lim t, ....= b, finite or infinite, 

viz., for : : 

(a) 0, finite. Under condition (C) 
(5) Qu, 2d—8 

and under condition (D) 

(6) G, ... Sbt+e. 

(b) b=+ 00. Under condition (C’) 
(7) qe. 


(¢) b=—oo. Under condition (D’) 








ee ol 


-  —<— i film 
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(8) Gy <— G. 
(d) 6, finite. | Under condition (C) 

(9) G, ...4Sb+e 

and under condition (D) 

(10) G,,....29—8- 
(e) b=-+ 00. Under condition (D’) 

(11) yy, > G. 
(f) b=—oco. Under condition (C’) 

(12) 6,,...4% — &. 


Proof. First, to prove that (a) is necessary. The hypothesis is 
then, that 


(13) lim (im tee lim Rivste) = b finite 
1 2 r 

or if we set 

(14) lim --- lima, ..., = 4, 

then (13) becomes , F 


1 


From (15), it follows, that for any « > 0, there is an m, so that 
(16) a, =b—e if 4>m,. 


Let some particular v, >, be chosen, and suppose that a, is finite, for 
this », set 


lim--- lima, |, = 4, ,,- 
¥ 


Thus, by (14), : , 
lim a, ,, = 4,, 


and hence there is an »,, such that for v, >, 
(17) a, 42%, —&2b—2e. 


aid | ed —y, 
In case a, is infinite, it cannot equal — oo on account of (16). If 
a, =—+o, then a, , >b— 2e can be obtained, a fortiori. 
By continuing this process, we find the numbers, n,,,, ---,, that 
occur in condition (C). Thus, under condition (C), 
a, 4 2b—Tre. 


The trivial change of re to ¢ gives (5). 
7° 
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Moreover, from (15), it follows that for any «> 0, and n, large at 
pleasure, there is a v, >,, such that 


(18) a, Sbt+e. 
If n, is sufficiently large, this a, is finite, on account of (16). In 


fact, from (16) and (18), it follows that with m, large at pleasure, there 
is a v, >m,, such that 
If now », is large at pleasure, we can find », >», such that 
Gy, “Fr a, ait é. 
In this manner, we finally establish (6). 
To prove that (b) is necessary, we suppose that G> 0 is assigned 
at pleasure. Then there is an m,, such that, if », > »,, 


a, >rG. 
With y, fixed, it is possible to find m,, so that, if », > 2, 
a, > 4, — @>(r—1)G 
and, step by step, we are led to (7). 
The treatment of the other cases is analogous. 
We have yet to show that the conditions are sufficient. Let us sup- 
pose, as in (a), that under condition (C) 


a >b—s 
= 


and that under condition (D) 


Then, by Theorem II (a), (b), 


lim---lima, ., 26, 


% Y, 
lim---lima, =, <b 
! um @, ...+. > 
" > 
Hence 
lim:--lima, , =b 
1 , 
* v, 


To prove that (b) is sufficient, we have only to notice that with 
G, v4, %,**-¥,_,, chosen in accordance with (C’), there exists an m, such 
that a, , > G, if »,>m,, and hence lima, _, >G. Finally 
lim - - - lim a, :..<2 G, 
% ", 


where G is large at pleasure. Hence 


lim - -- lim 4G, 4 = tom b. 


" a 
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Theorem IV. The following are necessary conditions that 


lim --- lima, ..., =, finite or infinite, 


viz. for : , 
(a) 6 finite. Under condition (C) 
(20) |o—~ mi hie® 
(b) b=-+ co. Under condition (C’) 
(21) a, . > G. 
(c) b=—oco. Under condition (C’) 
(22) tnt = 


Moreover, if lim ---lim is known to exist, the above conditions are 


sufficient. "2 * 
Proof. The proof of this theorem rests upon the preceding theorem 

For example, suppose that 
lim - -- lim a, . 


* v, 


= 5, finite. 


*y. 


Then 


lim --- lim a, 


= b=lim---lim By.-.0,° 
1 > " v, 


(5) and (9) are now applicable, giving (20). This shows the necessity 
of (a). Suppose on the other hand that (20) is satisfied, and that 
lim--- lima, ..., exists. From (5), (6), (9) and (10) we conclude that 


" v, 


Vp, 


lim---lima, ..., =b=lim---lima, .. 
; a 1 r 1 


%, >, " Y, ; ” 
Moreover, since lim--- lima, ..., exists, 
im r, 1 r 
lim- -lima, ., =lim---lima, ., =lim---lima, __, 
a. | =. 1 r 1 r 1 r 
" v, ", v>, Ls > 
and hence 
lim lim--- lima, ..., =b=limlim:--lima, _, 
= o> ike: 3 
v ¥. v v. ¥. ¥, 
1 2 r 1 2 r 


Thus 
lim lim - - - lim 4,,...0,™ b 
* " v, r 
and the condition is sufficient. 


When r> 1, (a) is not in itself sufficient, as illustrated by the 
double sequence of terms, a, , = (— 1)"*" (~+-): Here (a) is satisfied 
1 2 


if we take )=0, but lim a, ,, and consequently lim lima, , does not exist. 


% % 
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Before taking up the next theorem, let us consider a particular case 
of it. Write 


lim lim lim a, ,,,, = lim lim (lim a, ,,.). 
. 


The subscripts, 1, 3, of the indices, y,,¥,, outside the brackets, increase 
from left to right. Set ip—1, ,—3, ,—2. Thus i,<i,. We shall 
now show that, if under the condition (I) 


or <i ah. 
(23) 4, wv, lima, +8 
"a 
then 
(24) lim lim lim a, ,, < lim lim lima, |, . 
"ars - aa" 
" "% " " "% , 


Let us suppose that », and », are chosen in accordance with (I). Then 
{a } and {lima,,, +} become simple sequences for which (23) is 


valid, if », > m,, and hence 


hah 


MH <a ° ® F . . 
(26) lim a, ,,,,< lim (lim a, ,.,, +) = lim lim a, ,.,, + €. 

" " "s " "a 
Thus, if », is chosen in accordance with (I") and », taken large at 
pleasure, there is a rv, >, for which (2) is valid, and hence 
(26) lim lim a, ,.,,S lim lim a, ,.,. + 8} 

" " " "9 

for as soon as vy, is chosen or fixed, the right-hand member of (25) is 
a constant, whereas the left-hand member depends upon y,, and repeated- 
ly assumes values less than or at most equal to the right-hand member. 
Now (26) is valid for every v, greater than some ,, and hence 


(27) lim lim lim @ < lim lim lim a, ,.,, + 8} 


Vy Hg My = 
" "s " " Ve "2 


since ¢ is arbitrary, (24) follows from (27). 
Inasmuch as the condition (C) is more restrictive than (I"), we can 
conclude, also, from the foregoing discussion, that if under the condition (C) 


a, alima, +48 
then (24) will follow. ¥ 
We now consider the general case of an r-fold sequence. 
Theorem V. (a) If, under the condition (I°), 


a <li im-:-- hi 
— lim lim lim R10, + 4, 


(28) "ipet “ipye “i, 
then 
(29) lim --- lim a,, pao tim --- lim 4, %, ° 


1 , 1 ', 








i i 
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(b) If, under the condition (I), 


(30) &\..ca lim - - - lim eel 
th “ip+ "ip 
en 
(31) lim-:--lima, .., >lim---lima, ., . 
" ¥, 1 r %, %. 1 r 


Proof. Suppose that ¢, v,,v,,---,_, are chosen or fixed in accor- 
dance with (I"). If », occurs among the indices »,,,,---,, then the 
right-hand member of (28) is a constant, »,, v,,---»,_, being fixed. 
By (I) now, we know that, however large n, is, there is a v,>n,, 
rendering (28) valid. Hence 
(32) lim a, ...,,S lim --- lima, ...,, + a: 

r “intl ‘, 
We may write this in the form 


(33) lim 6,...<% lim (lim - - - lim G&...0) + &, 
v, v, "int a * 
for an examination of the definition of an iterated lower limit will show 


that an operator, lim, when required to operate a second time, produces 


no alteration, just as lim produces no alteration when applied to a con- 
stant, e.g. limb=—5. 

If, on the other hand, v, does not occur among the indices »;, ,,,---%,; 
then, when v,, ¥,,:-+v,_, are fixed in accordance with (I"), both sides 
of (28) are simple sequences, such that (28) is valid for every v, greater 
than some »,. From this fact, (33) follows. Thus in both cases, (33) is 
valid for v,,--+-+”,_, chosen in accordance with (I). Now just as (33) 
was derived from (28), we can derive from (33) the following inequality, 
(34) lim lim a, ..., < lim lim (lim lima, ..,) + 

%r-1 "Pr Y-1 'r "ip+t *%, 
which will be valid, if »,,---»,_, are chosen in accordance with (I°). 
Proceeding step by step, we conclude that 
(35) lim--- lima, ., <lim--- lim (im-+- lima, ...,.) + €. 
% ‘r " Vp "ip +1 ~, 
In the right-hand member, let us remove from the set of operators, 
lim, lim, -+- lim, those which are redundant, namely, lim,---lim, which 


% % ", "ipey “ip 
have already operated. The operators which remain are lim, lim, - - - lim, 
iy ig % 


which, moreover, occur in this order, because of the hypothesis that 
i_Ci<--- €&, 








104 E. L. Dopp. 


Hence (35) may be written 


(36) lim: -- Tim a, ..,, <lim -- + lim (lim --- im a,,...,,) + 6. 

a r "i, "ip “inst % 

Now since « is arbitrary, (29) follows from (36). The proof of (b) is 
analogous. 


Sy 


§ 3. 
Conditions for the equality of two iterated limits. 


Theorem VI. If lim---lim a, . and lim---lima, ., exist, 


¥ 


+1 3 ‘ 
4 'r 


finite or infinite, and if under condition (1) 


(37) la, ....,—lim---lima, .,|<e 
"ip+1 a 
then 
(38) lim ---lima, ..., =lim---lima, |, . 
% % ° . ', s 


1 
Proof. Since, by hypothesis, lim-*-lima, ., and lim---lima, _ , 
"tpg “Ey "1 "r F 


exist, it follows that 


(39) lim---lima, ., =lim---lima, ., =lim--- lima, . 


; ¥ o- ¥ ; %; v; ——— 
"int ‘, tp+t ., tp +t i, 

(40) lim - - - lim @, ...2™ lim --- lim 4, ....= lim - - - lim i" 
" ', " ' " v, 


Now (37) being satisfied, it follows from (39) that (28) and (30) are 
satisfied, from which (29) and (31) follow. These, with (40), give 


(41) lim---lima,.., Slim---lima, 
¥ v, 4 %; % 
1 1 r 
(42) lim---lima, ..., >lim---lima, ._., 
% v, , 3 %, 
But 
lim---lima, ., <lim---lima, .,, 
"a o 1 komad i ‘ 1 r 
% % % %,, 
1 1 


and thus the inequality signs must be removed from (41) and (42). 
Now since lim - - - lim a, ...», exists, by hypothesis, it follows that 


7, % 
(43) lim:---lima,. .. =lim---lima,..., = lim:-- lima, _. 
— al % v, % v, " 
. - v. v. %, o, v. 
's ' tg tp tg '; 


this with (41) and (42) gives 


lim---lima, ., = lim lim--- lima, |. 
1 r — . 1 


¥ v | o, v, 
1 r 


', ? 


= lim lim --- lima, . 
Vv. v. v. a 
" "2 ', \ "s 'y 


-¥ --% 


from which (38) follows. 








t 
f 
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¥. 
v v v 


We have just proved that if lim---lima, ___,. and lim ---lim Ri. 
1 r i "ly 
were known to exist, then (37) was a sufficient condition for (38). It 
will now be shown that (37) is a necessary condition for (38), in case 
the iterated limits of (38) are finite. We shall prove that from (38) it 
follows that under condition (C), (37) is valid, and hence, a fortiori, 
(37) is valid under condition (I). 
Theorem VII. If 
(44) lim - - - lim a, ...»,—=lim---lima, .. 


o, ¥ ¥ 


¥ ied 
ry ip 1 r 


exists and is finite, then, under the condition (C), 


(45) a, ...y, — lim--- lim| < «. 
“ip +1 % 
Proof. Let us set 
(46) lim---lima, .., =, ...,. 
. Y. 1 r 4 ‘py 
"p+1 'y 
Then by hypothesis 
(47) lim---limb, .., =) 
¥ ¥ iy ip 
a P 
where 6 is finite and also 
(48) lim---lima, ..., =. 
Then from Theorem IV, it follows that under condition (C), 
(49) |b—a, ...|/S8 
and also that under condition (C), 
(50) = yee 
| " 'p | 


It will be evident that (50) is valid, if we remember that 
iy Se SH. 


Inasmuch as }, — does not possess theindices »; ++ ¥,, the 


é p+? ‘ 

choosing of %, | ,,- ne v, in no way affects the sequence {,, ae \; and 
: r iy i 

thus in (C) for (50), we may take M44? OF let us say . 


Min tt 
Let us suppose, now, that a positive ¢ is given. By (C), there exists 
an », for (49) and an m;, say, for (50). Let mj be the larger of the 
two, and take »; > nj, similarly my can now be found, and then v; > nz 
be taken arbitrarily. And finally m; can be found, and if »,>n,, 
then both 


, , 
=H ese m= 1. 























ee 





106 E. L. Donn. 





jb—a, | Se 
and 
|a—&, ... (Se 
y "p 
and hence 
Gy oy —b, eee |< Qe. 
1 r iy i= 





This with (46) gives (45), after making the trivial change from 2 to «. 
In Theorem VI, we supposed for the sake of definiteness, that 
lim - -- lim @, ...», Was known to exist, and enquired about the existence 


¥. ¥ 
1 r 


of some other iterated limit. In practice, however, the iterated limit 
which was known to exist, might be, for example, lim lim lim , and 


we might wish to know about the existence of limlimlima,,,. It is 


Ya % " 


1% 


obvious that the theorem could be restated, with the proper change among 
the indices throughout, to obtain our desired criterion. Another method 
of procedure is possible, which can be easily justified. Form a new 
sequence with terms, b,,,=a,,,.. Then 

lim lim lim a, ,,,, = lim lim lim 6, , ,, = lim lim lim b 


% " % " ¥ rar Ma Ma 


Ma Mals 


where “, = 3, fy =, fs = ¥_. The problem is now to find whether 


eng = - b,.uan, @Xists, and for this purpose, Theorem VI is applicable. 


We shall now apply Theorem VI to double and triple sequences. 


§ 4. 
Application to double and triple sequences. 

If lim lim a, ,, and lim a, ,, exist, finite*) or infinite, and if for any 
positive ¢, and any »,, however large, there is a v, >, and an m,, 
so that if v, >,, 

|a, be lim a, »,| -< &; 


then 
lim lim a, ,, = lim lim a, ,.. 


We suppose now that 
lim lim lim a = b, 


VMs 
" " % 


finite or infinite, and give the criteria that each of the other five iterated 
limits should exist and equal b. 


*) For another proof of this, in the case when lim lima, , and lima, , are 
finite, see Bromwich, 1. c. . * 
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(a) lim lim lim a, ,.,, = 5, 
if lim lim a, 


"14a 
vy ¥. 


exists (finite or infinite), and if for any « >0 there is 


an ”,, such that for any »,>m, and any »,, there is a v,>m, and 
an n,, such that if v, >, 


la —lima |<e. 


Va Ms 7, Va % 


(a’) lim lim lim a, ,.,, = 5, 


if lim lima, ,,, exists, and if for any ¢>0 there is an m,, such that 


for any v,>m, and any »,, there is a v,>~m,, so that for any ns, 
there is a vs >,, such that 


| a, ,,», — lim lim ait Se. 
(b) lim lim lim a, ,.,, = 5, 


if lim lima, ,,, exists, and if for any «>0 and any n, there is a », >n, 
and an ,, so that for any »,>m, and any ,, there is a v, > Ms, 
such that 


| a,, % lim lim a,, ana < é. 
(c) lim lim lim a, ,,,, =, 
if lim lim a, ,,,, exists, and if for any ¢>0O and any n,, there is a », >”, 


and an ,, such that for any v,>,, there is an », so that for any v,>n, 


; | 
iM. — lim Dy va% H s é. 
" 


(c’) lim lim lim a, ,,,, = 5, 
"2 " " 


if lim lima, ,,,, exists, and if for any ¢>0 and any n, there is a 1, >, 
and an »,, such that for any »,>m, and any %,, there is a v,>n,, 
such that 


| a lim lim Gy sar, |\<e- 
(d) lim lim lim a, ,,,, =}, 
if lim lima, ,,,, exists, and if for any ¢ > 0 and any »,, there isa 1, >m,, 
so that for any ,, there is a »,>™m, and an », such that for any », >n, 
a, nm lim lim G, sav TA 


% % 
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(e) lim lim lim a, ,.,, = 6, 


if lim lim a, ,,,, exists, and if for any «>0 and any n,, there is a »,>™n,, 
so that for any n, there is a v,>m, and an m, such that for any v,> 2, 
la 


12% 


— lim lima, ,,,| Se. 


For the case where b is finite, these conditions have been shown to 
be both necessary and sufficient. 


§ 5. 
Application to infinite series. 
Let S be an r-fold infinite series, with terms Ot, . Let 


“ose 
as 

a ...9™ ee 
1.--1 


If lim G,,...¥, = 8; then s is said to be the sum of the series S. It is 


" ’. 
customary to require that s be finite*). Here, however, I shall permit s 
to be finite or infinite. It can be shown that the necessary and sufficient 
condition that 


Dh Se Se ty, = 5, (finite or infinite) 
1 1 1 


lim lim - - - lim Ry. = b. 


¥, 
r 

¥ ¥ v 

1 2 r 


Thus the criteria, just obtained for the equality of the iterated limits 
of r-fold sequences, are criteria for the equality of the iterated sums 
of infinite series. 


New Haven, Ct., U.S.A., June 1904. 


is that 


*) Cf. London, 1. c. p. 359. 
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Zur Theorie der Monge-Ampéreschen Differentialgleichungen. 
Von 


Joser Kiirscud4x in Budapest. 


1. Ist fiir die Monge-Ampéresche Differentialgleichung 


(1) F=Hr+2Ks+ Lt+ M+ N(rt—s*) =0 
der Ausdruck 
(2) G= K*—-AL+ MN 


von Null verschieden, so geht die Gleichung (1) bei jeder Beriihrungstrans- 
formation wieder in eine solche Monge-Ampéresche Differentialgleichuny 
F, = 0 iiber, fiir die der entsprechende Ausdruck G, nicht gleich Null ist. 

In einer unlingst erschienenen hinterlassenen Arbeit bemerkte Lie*): 
fs wire wiinschenswert, daB die Invarianz der Bedingung G + 0 direkt 
nachgewiesen wiirde.“ lin ersten Teile dieser Note soll nun gezeigt 
werden, wie sich das leicht machen laBt. 

Der Zusammenhang von G und G,, den wir finden wuts , besagt 
mehr als nur die Invarianz von G+0. Namentlich lassen sich aus diesem 
Zusammenhange bemerkenswerte Schliisse ziehen betreffs der Differential- 
gleichungen der Variationsrechnung. Die Sitze, die ich so erhalten habe, 
bilden den zweiten Teil dieser Note. 


I. 


2. Die GréBe G hat eine einfache algebraische Bedeutung. Es gilt 
nimlich der folgende Satz: 

Die linke Seite der Gleichung (1) kann immer auf die folgende Gestalt 
gebracht werden: 


d 
14, AE + 1g SY + 045 92 P+ust mgt GY ¥ 4,3 Pts! 
(3) F= 


dy dp dy dp 
1 Get get get gs Da getagt ag +3 
*) 8S. Lie. Drei Kapitel aus dem unvollendeten zweiten Bande der sania der 


Beriihrungstransformationen. Aus dem Nachlasse herausgegeben von Fr. Engel 
Mathematische Annalen Bd. 59 (1904), Seite 193—318. 


Die angefiihrte Bemerkung befindet sich in der FuBnote Seite 281, 
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wo die u und die v nur 


2, Y,2,p,49 
enthalten und wo 
d 
te dat Pint” ay ot ae 
d 
dy ay t Laat ap tt 5g: 
also 
dz dy _ dp dq _ 
- aa ae? a * 
dx dy dp __ dq __ 
dy dy 1) ay=% ay! 
Bei jeder solchen Darstellung von F ist 
= = u 
“lo, Vg Vg U% 











Die Forderung (3) lat sich durch die folgenden Gleichungen aus- 
driicken: 


(5) H= ust, — 3%, K+w=uy— 4%, M=u,%, — 4%, 

L=u4%—%%, K—-w=%4r,—%%y, N= uv, — vs%, 
wo w eine HilfsgréBe bedeutet. Zwischen den rechten Seiten dieser Glei- 
chungen besteht eine wohlbekannte Identitit, der zufolge 

(K+w)(K—w)—- HL+ MN 
verschwinden mu8. Die HilfsgréBe w muB also gleich YG gesetzt werden. 
Ist nun w so gewahlt, so kann man bekanntlich die Gleichungen (5) 
durch passende u und v stets befriedigen, und die Subtraktion der beiden 
mittleren Gleichungen voneinander fiihrt zur Formel (4). 
3. Nun fiihre die Beriihrungstransformation 

(6) a, = X(z,¥,2,7,9), -"=Y, 4=2Z, n= P, w=Q 
die vorgelegte Gleichung (1) iiber in 
(7) F, = Ayr, + 2K,s, + Lt, + M, + Ni, 4,—3,7) = 0 
wo wir F, gleich in der Gestalt 


| @ d d d = d dq, | 
Fn +% dz tae t+ % as Ds Tg + Get +45 ay + age | 





(8) A= 


b dx, 
1 dz, 2da, ' * da, 4 dz,’ bs ay, 2dy, ' %dy, 4 dy, 
annehmen wollen. Hier bedeuten die a und b Funktionen von 


Uy Vir %1> Pr» Ud 


und ts a in sind Abkiirzungen fiir 


+b dy 44 47, 4b om ee an 4 5 see | $s 


a 7] 7] 7] 
ix than than th age ag thin than the” 








is 
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Driicken wir wieder alles in den alten Verinderlichen aus, so unter- 
scheiden sich F' und oF, wo 
\a@X aX 
dx dy 
ay aY 
dz dy 





ist, héchstens um einen solchen Faktor, der nur 


ZY, 2, P,4 
enthalt. Wir kénnen und wollen voraussetzen, dieser Faktor sei gleich 1. 
Dann erhalten wir 


ax dY dP d ax adY dP d 
Pe OE eS a ee ee ee ed 
=é¢o i™ ’ 
aX ,,aY dP ,, dQ , 4x adY,, adP,, aQ 
by Ge ton ag tbs ae th Gar vay + Oe ay ts ay the ay 
d. h. 


dx dy dp dq dx dy dp dq 
“det “det “det “de “dy t “tdy t “dy t “say 
y y 

dz _ dy dp dq dz dy dp dq 
“det "det det de “dy tay tay t dy 


my = 4, (X,+pX,) + a,(¥,+p ¥,) + a(P.t+pP,) + 4,(Q.+P); 

uy = a, (X,+¢X,) + a,(Y,+4 Y,) + as(P,+qP.) + a,(Q,+4 Q.), 

u; = a, X, + a, Y, + 4, P, + 4,Q,, 

u,=a,X, +a, Y,+4,P,+4Q, 
ist und die v sich in ahnlicher Weise aus den b ergeben. Die Indizes 
“, y, 2, p und q bezeichnen hier partielle Differentiationen. 

Werden diese Werte der « und v in die Formel (2) eingesetzt, so 
erhalten wir 


2VG = (ab,—b,a;)[ YP] + (a,b,—b, a,)[PX] + (a,b,—b, a,)[ YX] 
+ (a, b,--b, 44) [QX] + (Gb,—b,4,) [0 ¥] + (a5b,—b,4,)[0P], 
wo [ | den Poissonschen Klammerausdruck bedeutet. Hier ist bekanntlich 
[YP] =[¥X]=[QX]=[QP]=0 


[PX]=[@¥]=e, : 
wo @ von Null verschieden ist. Es ist also 2YG@ gleich dem Produkte 
von g und von 


und 


a, a, a & 
b, 5, b, by 


Daraus folgt aber die Invarianz der Bedingung G +0 unmittelbar. 


2G, = + 
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Il. 
4. Es bedeute f eine gegebene Funktion von 
L,Y, 2 
und den Ableitungen von z bis zu einer gewissen n*° Ordnung. Soll 
nun die erste Variation von 


F=f [f(a Y; 2,2, , %, 8, b> - ‘)dxdy 
verschwinden, so muB z die folgende Differentialgleichung befriedigen: 


a of oO of , @of d* d* of 
©) VN= 3 —deap—ay oe tae bet day det ape — 


wo 


i etRa Tap $8pete-, 


Bezeichnen wir Ae ¥ zur beans mit F, so ist*) der Differential- 
ausdruck 
or= Fu et oe Me +5 Oq %y + or ee + 5 Os Fey + 5 Ot Fy +o 
in dem uw eine unbestimmte Funktion von x und y bedeutet, sich selbst 
adjungiert. Aber auch umgekehrt gilt wenigstens fiir solche Funktionen, 
die nur 
a, Y; &, P,; q; ’; 5, t 
aber keine héheren Ableitungen von.z enthalten, der folgende Satz**): 
Bedeutet 
F(x, Y, 2, P, 4, %, 8, t) 
eine solche Funktion, dap 
(10) OF = adj. dF 
ist, so laéBt sich stets durch Quadraturen eine Funktion 
f(@, ¥, #, Py 4, 7, 8, b) 
ermitteln, vermige deren F in der Gestalt 
F=V(f) 
darstellbar ist. Und zwar ist in diesem Falle F stets die linke Seite einer 
Monge-Ampéreschen Differentialgleichung, und auch f hat die Gestalt 


*) A. Hirsch. Uber eine charakteristische yoo der Differentialgleichungen 
der Variati hnung. Math. Annalen Bd. 49 (1897), S. 49—72. — Siehe besonders 





Seite 53. 
) A. Hirsch, l. c. § 9. (Seite 66—68.) 
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f= Ar+2Bs+ Ct+ D+ E(rt—s%), 
wo A, B, C, D und E nur 


2, Y, 2, p,q 
enthalten. 


Im Nachfolgenden will ich jede Monge-Ampéresche Differential- 


gleichung, deren linke Seite der Bedingung (10) geniigt, die Normalform 
einer Variationsgleichung nennen. 


Fiir die Gleichung (1) ist die Bedingung (10) aquivalent mit den 

vier Gleichungen*) 

(«) N,+pN,+ K,—L,=0, 

(B) N, + 4N, — H,+ K,=9, 

(7) H, + pH, + K,+ qK, — M,=9, 

(0) K,+qK,+4L,+ ql, —M,=0. 
5. Ist =O die Normalform einer Variationsgleichung, so wird es 
bei Beriihrungstransformationen nicht angezeigt sein, die transformierte 
Gleichung in der Weise zu schreiben, dab F gleich oF, wird. Es wire 


dann nimlich F, = 0 im allgemeinen nicht mehr die Normalform einer 
Variationsgleichung. Setzen wir aber 


F=o6F,, 
so ist**) auch F, =0 wieder die Normalform einer Variationsgleichung. 
Es wird dann natiirlich auch YG nicht mehr dem Produkte von @ 
und YG, gleich sein, sondern die Gleichung 
VG=@VG, 


gelten, die wir noch so schreiben wollen 


(11) 


1 
(12) G,*=eG *. 

Betrachten wir G als charakteristische Funktion einer infinitesimalen 
Beriihrungstransformation, so kénnen wir mit Hilfe eines bekannten 
Satzes***) den Inhalt dieser Formel in der folgenden Weise ausdriicken: 

Ist die Monge-Ampéresche Differentialgleichung F = 0 die Normalform 
einer Variationsgleichung und schreiben wir nach jeder Beriihrungstransfor- 
mation die durch sie erhaltene Gleichung in der Gestalt, dap 
F=o06F, 





*) A. Hirsch, 1. c. Formeln (48) auf Seite 67. 
*) J. Kiirschak, Uber die Transformation der partiellen Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung. Math. Annalen Bd. 56 (1903), 8S. 155—164. 


**) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen. Zweiter Abschnitt. Leipzig 
1890. Seite 276. 


Mathematische Annalen, LX, 38 





as - os 
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wird und somit F,=0 wieder die Normalform einer Variationsgleichung 
darstellt, so ist die Gleichung F =0 mit der durch die charakteristische 
Funktion 


1 


Gq 4 
bestimmten infinitesimalen Beriihrungstransformation bei allen Beriihrungs- 
transformationen invariant verkniipft. 
Dieser Satz erleichtert das Studium der intermediiiren Integrale von 
F'=0 sehr, wie wir im folgenden sehen werden. 
6. Ist die Monge-Ampéresche Differentialgleichung F = 0 die Normal- 
form einer Variationsgleichung, und ist G +0, so kann 


u(x, Y, 2, DP, q) =—s 


nur dann ein intermediires Integral von F =0 sein, wenn die Funktion u 
1 
die infinitesimale Beriihrungstransformation G * zulaBt. 


Zufolge des soeben bewiesenen Satzes kiénnen wir uns auf den Fall 
1 


G=1 beschrinken. Die infinitesimale Beriihrungstransformation G +4 
kann nimlich stets durch eine passende Beriihrungstransformation in die- 
jenige infinitesimale Beriihrungstransformation iibergefiihrt werden, deren 
charakteristische Funktion gleich 1 ist. Dabei erhalten wir, wie wir soeben 
erfahren haben, aus F’' = 0 die Normalform einer Variationsgleichung, fiir 
die G,=1 ist; die intermediiiren Integrale ergeben aber wieder inter- 
mediire Integrale. 

AuBerdem kénnen wir N +0 voraussetzen. Denn wiire N =0, so 
kann dieser Umstand mit Hilfe einer Beriihrungstransformation, fiir die 
o = 1 ist, aufgehoben werden. Damit haben wir zugleich erreicht, dab 
F/’'=0 nur solche intermediiire Integrale besitzen kann, die wenigstens 
eine Ableitung von z enthalten. Wire niimlich 


u(x, y, 2)=a 
ein intermediiires Integral, dessen linke Seite sich in der Umgebung des 
Punktes += %, Y= Y%, 2 = 4% regular verhiilt, so wire wenigstens in 
dieser Umgebung jeder Punkt ein Integralpunkt von F’= 0. Dann miiBte 
aber F' = 0 eine lineare Monge-Ampéresche Gleichung sein. 

Unter diesen Voraussetzungen ist bekanntlich « =a dann und nur 
dann ein intermediiires Integral, wenn u einem der beiden Systeme geniigt, 
die wir aus 

K+yG@ 


L 
A(u) =u, + pu, — HF Uy + W u, = 0, 





(13) 


—VG H 
B(u) =u, + qu, + = a %—y u,=0 
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dadurch erhalten, daB wir YG = 1 oder aber YG = — 1 einsetzen. Aus 
A(u) =0 und B(u) = 0 folgt aber auch 


(14) A(Buu)) — B(AW) = 
“— ie 

(4(25Y9) + B(2))u,—(4(¥) + BER) )u,+(4@-Bw)u,=0. 
Multiplizieren wir den Koeffizienten von u, mit N*, so ergibt sich 


NA(K) + NB(L) —(K—YG) A(N) — LB(N), 





wo 
NA(K) + NB(L) = N(K,+pK,) — LK, + (K+V@)K, 
un 


(K- YOR +e 
— (K-— V@)(N,+PN,-x V n,)+= y= ¥, 
+ L(N,+an,—25¥" w,) — 7 y, 
—(K—VG)(N,+pN,) + L(N,+qN, — MN, 


Mit Hilfe der Gleichungen (11) lassen sich die soeben berechneten Aus- 
driicke auch so schreiben: 


NA(K) + NB(L) = NM, —LK,+(K+VG@)K, + (K—YVG) L, — HL, 
und 

(K—YG@)A(N) + LB(N) =(K—YVG@)(L,—K,) + L(H,—K,) — MN 
Es ist also 





sa (99) +08 (f 
0G 
= 2KK, — HL, — LH, + MN,+NM,= 5 ~*. 
In ahnlicher Weise ist 


A(Z)+B (F4¥*) =0. 
Endlich haben wir 


A@ —*+Y2, Bi) -*5%. 


? 


Es ist demnach 
A(Bw) — B(Aw) = 244 w, 
so daB die Gleichung (14) der folgenden Adquivalent ist 


(15) u, = 0. 
8* 
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Diese Gleichung besagt aber eben, daB u die infinitesimale Berihrungs- 
transformation 


1 
zulaBt. wre 

7. Ist F =0 die Normalform einer Variationsgleichung und G +- 0, 
so kann die vorgelegte Monge-Ampéresche Differentialgleichung nur dann 
ein allgemeines intermediiires Integral von der Gestalt 

v— g(u) =0 ‘ 
besitzen, wenn sie die infinitesimale Beriihrungstransformation G * guldft. 
Hier sind « und v Funktionen von 2, y, 2, p,q;  bedeutet eine willkiir- 
liche Funktion. 

Es mu8 nimlich sowohl uw wie auch v die besagte infinitesimale Be- 
riihrungstransformation zulassen. Durch u und v ist aber F' bis auf einen 
Faktor, der nur 2, y, 2, p,q enthalt, vollkommen bestimmt. Also muB auch 
die Gleichung / = 0 selbst die infinitesimale Beriihrungstransformation 
zulassen. 

Diese Bedingung ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend 
fiir die Existenz von v—g(u)=0. Es gilt niamlich der folgende Satz: 

Ist F =0 die Normalform einer Variationsgleichung, fiir die G + 0, 
und lépt die vorgelegte Differentialgleichung die infinitesimale Beriihrungs- 

1 


transformation G * zu, so hat F=0O zwei distinkte allgemeine inter- 
mediire Integrale von der Gestalt 
v— g(u) = 0. 

Bei dem Beweise dieses Satzes diirfen und wollen wir uns wieder 
auf den Fall G=1, N+0 beschrinken. Laft nun F’'=0 die infini- 
tesimale Beriihrungstransformation zu, deren charakteristische Funktion 
gleich 1 ist, so miissen 

HELE 

wa? BF? 
von ¢ frei sein. (Das ist wegen G=1 nur méglich, wenn bereits 

H, K, L, M, N 
z nicht enthalten.) Daraus folgt dann weiter, daB das System (13) nach 
Hinzufiigung der Gleichung u,=0 in ein vollstindiges System iibergeht. 
Dieses System besitzt also sowohl im Falle YG =1 wie auch im Falle 
VG =—1 je zwei unabhingige Lisungen: u,, v,; u,, %,. Demnach besitat 
F =0 im betrachteten Falle wirklich die intermediiren Integrale 
%— (4%) =0, % — G3(%) = 0. 


Budapest, den 3. November 1904. 
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seitdem erschienenen Arbeiten, die auf den Gegenstand Bezug haben, eine unveriinderte 
Wiedergabe des bisherigen Textes. 
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Einleitung. 


Gegenwiirtig stehen zwei Probleme innerhalb der Mengenlehre im 
Vordergrund des Interesses. Das eine bezieht sich auf das Kontinuum, 
d. h. die Menge, welche aus allen reellen Zahlen besteht, das andere be- 
zieht sich auf die Grundlagen der Mengenlehre. 

Das erste ist bereits im Jahre 1873 von dem Schépfer dieser Disziplin 
G. Cantor*) in seiner ersten Arbeit iiber diesen Gegenstand gestellt 
worden. Es beruht auf der dort gezeigten Tatsache, daB es zwar méglich 
ist, jeder reellen algebraischen Zahl eine bestimmte, fiir sie véllig charakte- 
ristische natiirliche Zahl zuzuordnen, daB es aber unméglich ist, auf diese 
Weise alle reellen Zahlen mit den ganzen rationalen Zahlen in eine um- 
kehrbar eindeutige Beziehung zu setzen. Bezeichnet man zwei aus irgend 
welchen Dingen bestehende Mengen, welche aufeinander umkehrbar ein- 
deutig abbildbar sind, als dquivalent oder von gleicher Méchtigkeit, und 
rechnet man alle fquivalenten Mengen in eine Klasse, so drangt sich 
sofort die Frage auf: 

» Wieviel verschiedene Klassen dieser Art kann man aus 
reellen Zahlen bilden?* 

Das ist das Cantorsche Kontinuumproblem. 

Es ist fiir einen groBen Teil der bisherigen Forschungen in der 
Mengenlehre der Leitstern gewesen. Zur Inangriffnahme desselben boten 
sich naturgemaiB zwei verschiedene Wege dar. 

Erstens konnte man hoffen, durch Untersuchung der speziellen ver- 
schiedenartigen Mengen, die sich im Kontinuum darbieten, fiir immer 
umfassendere Gebiete von Mengen die Frage nach der Zahl der Klassen 
zu lésen, und so durch eine Art vollstindiger Induktion des Problems 
Herr zu werden. 

Das wichtigste Resultat nach dieser Richtung ist der Satz von 
G. Cantor: 

Alle abgeschlossenen Mengen, d. h. alle diejenigen Mengen, welche 
ihre Grenzelemente enthalten, sind entweder abzihlbar oder von der 
Machtigkeit des Kontinuums. 

G. Cantor hat die Vermutung ausgesprochen, daB fiir alle Mengen 
im Kontinuum das gleiche Resultat zu erwarten sei. Es hat dies jedoch 
bis jetzt nicht bewiesen werden kénnen. Die Hauptschwierigkeit der 
Untersuchung bieten die in sich dichten Mengen, diejenigen, bei denen 


*) Hinsichtlich der Literatur verweise ich sowohl auf die Originalabhandlungen 
G. Cantors als auf das zusammenfassende Referat von A. Schinflies, Jahres- 
berichte d. d. Mathvgg. 1900 Bd. 8, H. 2. 
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jeder Punkt Grenzpunkt von Punkten der Menge ist. Hier hat eine 
neuerdings von Baire getroffene Unterscheidung in Mengen erster und 
zweiter Kategorie mannigfaches Interesse. 

Der zweite Weg, der ebenfalls von G. Cantor eingeschlagen wurde, 
geht von der Menge der natiirlichen Zahlen aus. Es gelingt von hier aus 
neue Mengen zu konstruieren, welche sich in bezug auf ihre Miachtigkeit 
als die unmittelbare Fortsetzung der erstgenannten Menge erweisen. Man 
gelangt zu einer ganzen Reihe von ansteigenden Médichtigkeiten, die sich in 
liickenloser Folge unbegrenzt aneinander schlieBen, der Reihe der sog. Aleph. 
Das Kontinuumproblem spitzt sich hier insbesondere auf die Frage zu, 
die Beziehung der auf die abzahlbare Michtigkeit zundchst folgenden, mit 
Aleph-Eins bezeichneten Menge zum Kontinuum festzustellen. — 

Die Untersuchung der Grundlagen der Mengenlehre ist aus verschie- 
denen Griinden zum Bediirfnis geworden. 

Mit allen Disziplinen, die sich im Anfang ihrer Entwicklung befinden, 
teilt die Mengenlehre das Schicksal, daB der Fortschritt in ihr mehr 
durch sinnreiche Einfille als durch systematische Methoden erzielt wird. 
Zwar sind auch in der letzteren Richtung bemerkenswerte Ansiitze vor- 
handen. Die Einfiihrung des Potenzbegriffes, der Beweis des spiiter noch 
zu erwihnenden Aguivalenzsatzes haben es gestattet, Schliisse, die friiher 
nur auf miihsamen Umwegen erreichbar waren, jetzt in einem fast ele- 
mentaren Kalkiil zu erlangen. 

Um diesem Kalkiil die wiinschenswerte Abrundung zu verleihen, ist 
es notwendig, diejenigen voneinander unabhdngigen Sdtze in méglichst voll- 
stiindiger Zahl aufzustellen und zu beweisen, welche fiir alle Mengen Giiltig- 
keit haben. 

Die in die neueste Zeit fallende Entdeckung von Mengen, wie z. B. 
der Menge aller Ordnungszahlen, welche sich in wesentlichen Punkten 
den fiir alle Mengen bisher als richtig angesehenen Gesetzen nicht fiigen, 
verleiht den Sitzen, welche fiir alle Mengen ohne Ausnahme gelten, ein 
wichtiges theoretisches Interesse. Besonders fallt hierbei ins Gewicht, dab 
die Frage noch offen ist, ob das Kontinuum zu den jiingst untersuchten 
Mengen hinzugehért oder nicht. — 

Die vorliegende Arbeit zerfillt in drei Teile. 

Im ersten Teil beschiiftige ich mich mit Fragen, welche den Grund- 
lagen angehéren. Insbesondere beweise ich den allgemeinen Satz, daf 
die Teilung der Menge in eine endliche Anzahl von gleichen Teilen im Sinne 
der Miichtigkeit eindeutig ist. Hieraus flieBt die Erkenntnis, daB das Kon- 
tinuum durch fortgesetzte endliche Teilung nicht verkleinert werden kann. 
Ferner liBt sich die Frage nach der Addition der Ungleichungen hieraus 
fiir vergleichbare Mengen erledigen. : 
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Die Frage nach der Vergleichbarkeit von Mengen bietet auBerordent- 
liche Schwierigkeiten. Fiir gewisse Gebiete von Mengen, innerhalb deren 
Mengengleichungen gelten, li®t sich jedoch, wie ich ausfiihre, die Ver- 
gleichbarkeit allgemein zeigen. 

Im zweiten Teil handelt es sich darum, das Kontinuum mit der Menge &, 
in nahere Verbindung zu setzen. Dies geschieht durch einen Satz, welcher 
eine vollkommen parallele Definition beider Mengen aufzustellen gestattet. 
Die Zahlen der zweiten Zahlenklasse erfahren dabei eine geometrisch-an- 
schauliche Deutung. 

Im dritten Teil wird die Gesamtheit der Mengen, welche dem Kon- 
tinuum angehéren und fiir die die Frage nach der Miichtigkeit geliést 
werden kann, mit der Gesamtheit aller Teilmengen des Kontinuums ver- 
glichen. Es wird der Satz abgeleitet, daB die Gesamtheit der abgeschlossenen 
Mengen mit Hilfe der reellen Zahlen abgezdhlt werden kann. Das Resultat 
des angestellten Vergleichs ergibt einen Mafstab der Beurteilung, wie weit 
man bisher in der Lésung des Kontinuumproblems auf diesem Wege 
gekommen ist. 

Die Konstruktion eines héheren Typus fiir das Kontinuum soll zeigen, 
wie eine Erweiterung der bisherigen Resultate gewonnen werden kann. 


Erstes Kapitel. 
Uber die allgemeinen Eigenschaften der Mengen. 


$1. 
Der Aquivalenzsatz. 


Erklirung. Zwei Mengen M und N heiBen dann diguivalent oder 
von gleicher Mdchtigkeit, wenn es ein umkehrbar eindeutiges Beziehungs- 
gesetz gm gibt, welches sie Element fiir Element aufeinander abbildet 
(G. Cantor*)). Unter einer Teilmenge einer Menge M versteht man eine 
Menge, deren Elemente siimtlich der Menge M angehéren. Sind M und 
N zwei beliebige Mengen, so sind logisch die folgenden vier Fille méglich: 

1) Es ist M ‘aquivalent einer Teilmenge N, von N, dagegen N 
keiner Teilmenge von M, in Zeichen: 


N> M. 
2) Es ist N iiquivalent einer Teilmenge M, von M, dagegen M 
keiner Teilmenge von N, in Zeichen: 


M> N. 





*) G. Cantor, Journ. f. Math. Bd. 84, S. 242. 
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3) Es ist M ifquivalent einer Teilmenge M, von N und ebenso 
N Aquivalent einer Teilmenge N, von M. 

4) Es ist M aquivalent keiner Teilmenge von N und N keiner 
Teilmenge von M. 

Hinsichtlich des dritten Falles gilt der folgende Satz: 

Satz 1. Ist M ‘quivalent einem Teile M, von N und N einem 
Teile N, von M, so ist M iquivalent N. 

Dieser Satz ist zuerst von G. Cantor*) behauptet worden und wird 
auf seinen Vorschlag als Aguivalenzsatz der Mengenlehre bezeichnet. Be- 
wiesen wurde derselbe unabhiingig von E. Schréder**) und mir.***) 
Kinen Beweis gibt ferner E. Zermelo.+) Auf eine Besonderheit des Be- 
weises sei noch hingewiesen. Ist m die Abbildung von M auf M, und 
wy die Abbildung von N auf N,, so wird die Abbildung x von M auf N 
eindeutig aus m und yw hergeleitet. Ist eine Menge ®={q} und eine 
Menge ¥Y ={w} von Abbildungen » und yw gegeben, so entspricht jeder 
Kombination von g und ¢: eine Abbildung 7, so daB eine Menge X = {7} 
entsteht, von der Art, daB fiir die Kardinalzahlen die Beziehung 

X=o-¥ 
gilt. 


§ 2. 
Die Division der Mengen durch endliche Zahlen. 

Vorbemerkung. Es gelten die folgenden Definitionen und Sitze 
(G. Cantor): 

1. Sind M und N zwei Mengen und nennt man diejenige Menge, 
welche sowohl die Elemente von M als die von N enthilt, die Swmme 
M+ N dieser Mengen, so ist 
(1) M+N=N+M. 

2. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Menge, 


welche alle Kombinationen (m,) der Elemente m und m der beiden 
Mengen enthilt, das Produkt M-N dieser Mengen; es ist 


(2) M-N=N-M. 
3. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Menge, 


welche — im Sinne einer bekannten Ausdrucksweise — alle Kombina- 
*) G. Cantor, Ztschr. f. Philosophie Bd. 91. 

“) E. Schréder, Jahresb. d. d. Mathvgg. Bd. 5 (S. 81). 

***) Vgl. Borel, Lecons sur la théorie des fonctions. Eine Darstellung meines 
Beweises findet sich in dem Referat von Schinflies, Jahresb. d. d. Mathvgg. 
Bd. 8, Hft. 2. 

+) E. Zermelo, Gétt. Nachr. 1901, p. 1—5. 
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tionen von Elementen aus M zur N“" Klasse enthilt, die Potenz M* 
(M hoch N). — 

Es gelten hinsichtlich des aufgestellten Additions-, Multiplikations- 
und Potenzbegriffes das assoziative und kommutative Gesetz, wie bei end- 
lichen Zahlen. 

Wir untersuchen jetzt die inversen Operationen und stellen den folgen- 
den die Division betreffenden Satz auf. 

Satz 2. Aus der Gleichung 

. 2M=2N 
” M=N. 

Dem Beweise schicken wir eine Reihe leicht zu beweisender Hilfs- 
sitze itiber umkehrbar eindeutige Abbildungen voraus. 

Hilfssatz 1. Die umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines Systems S 
in sich bilden eine Gruppe ®s. 

Hilfssatz 2. Es sei eine Reihe von umkehrbar eindeutigen Ab- 
bildungen vorgelegt, 


(1) 1, Xs) Xa Xr ** 

und es mégen dieselben eine Gruppe bilden, d. h. es sei 

(2) Zp to Ie’ 

ferner mége es zu jedem x, ein und nur ein x, geben, so dab 
(3) Xu Mi =1 


ist (wo 1 die identische Abbildung bedeutet). 
Ist nun s ein Element von S, fiir welches 


(4) 3+ X,(8) (v _ 1, 2, 3, vids ‘)y 

so ist 

(5) Au(s) + x(8) (vu = 1, 2,3,---). 
Hilfsatz 3. Sei s+s’ und sei 

(6) s+ 7,(s’) fir v = 1, 2, 3,---, 

so ist auch 

(7) Xu (8) +4, (s’) (u, v= 1, 2,3,-- *). 

Denn aus 

(8) Xu (8) + (8) 


folgt durch Multiplikation mit ,,, 


$= ty" Mul’) = X0(8).- 
Erklirung. Sind J , 


T,, T;, Ts, +: 
eine Reihe von Teilmengen des Systems S, von denen keine mit einer 


andern ein Element gemeinsam hat, so nenne ich sie ein getrenntes System 
von Teilmengen. 
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Hilfssatz 4. Ist 7 = (¢) eine Teilmenge von S, und ist stets 


(9) t+ 1,(¢) (v= 1,2, a t+?), 
so bilden die aquivalenten Teilmengen 
(10) T, x(T), 19(T), »-- 


ein getrenntes System. 

Hilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist 
(11) S=S+T. 

Denn bezeichnet man mit 8, die Miachtigkeit der Menge der natiir- 
lichen Zahlen, so entsteht durch wiederholte Anwendung der Gleichung (11) 
eine Zerlegung von der Form: 

S=T-%4+ RB; 
also ist 


T+S=T(%,+1)+R—T7x,+R, 


S=S8+T. 


Beweis des Satzes 2. Wir schreiben die Voraussetzungen in der 
Form 


mithin 


a) S=a4,+4%—-4%+%, 
(12) b) = 2, 
C) X= %. 

Die den Gleichheitszeichen entsprechenden Abbildungen kénnen als 
umkehrbar eindeutige Abbildungen des Systems S in sich aufgefaBt werden, 
wir bezeichnen sie mit m,,9,,9,- Wie unmittelbar ersichtlich, ist 
(18) P= P= 9, = 1. 

Wie die nachstehende Figur veranschaulicht, zerfallen geméB der 
Gleichung (12a) die 2 in der folgenden Weise: 

Hy = yy + Ly, 
Ly = Tyg + Xyq, 
(14) Uy = Ly, + Typ, 
y= tat ta; 


|=. 
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Bedeutet 7, irgend eine Teilmenge von 2, und 7, eine Aquivalente 
von 2%, so kann man x, und x, dadurch transformieren, dab man die 
Elemente von T, gegen die von T, austauscht. Es gelten fiir die trans- 
formierten 2,* und z,* die Beziehung (12) sowie die Gleichungen 


* ry 
qyo~ ws" ~ 3) 


(14*) 


und ebenso 
L,* ~ 253 uF ~ 2. 


Es ist also ausreichend, den Satz 2 fiir die 2,*, 2,* zu beweisen, um 
den Riickschlu8 auf die x, und xz machen zu kénnen. In gleicher Weise 
gestatten auch die Mengen x, und 2, solche Austauschtransformationen. 

Das Ziel des Beweises ist, zu zeigen, daB wir nach geeigneten Trans- 
formationen eine solche Zerlegung der Form (14) bekommen, daB 2,, so- 
wohl gegen 2,, als gegen x,, zu vernachlissigen ist, d. h. dab 

y= Xyg + Uy~ Uy 


und 
Uy = Lyz + Lag Tyg 


ist. Denn hieraus folgen die Gleichungen 
L, = Ly = Ly, 
Ls = Ly == Loz. 

Damit sind aber fiir die Mengen z, und 2, die Voraussetzungen des 
Aquivalenzsatzes gegeben. Es kann daher der SchluB 

y= Uy, 
welcher die Behauptung enthiilt, gezogen werden. 

Wir suchen zu unserem Zwecke die Menge x,, mit 2,, und 2, in ge- 
eignete Beziehung zu setzen. Hierzu bilden wir aus den Abbildungen g, 
und g, alle méglichen Zusammensetzungen, die wir in zwei Reihen so 
anordnen: 

(15) 1 = Yo, Po= Uar PoPo= Lar PoPePo= Nor” 
Po = X35 PoPo= As» PePoPe = Ui °° 
Zu jeder Abbildung x gibt es eine und nur eine inverse, denn es ist unter 
Beriicksichtigung von (13) 
Yiny2 lanza 1, 


(16) 


NanXan+1 = 1, 


Lan+slanss = 1. 
Im iibrigen liefert die Zusammensetzung von irgend welchen Abbildungen 
z wieder eine Abbildung derselben Reihe, die von 1 verschieden ist. 
Es bilden infolge ihrer Entstehung die x eine Gruppe von umkehr- 
bar eindeutigen Abbildungen des Systems S = x, + x, in sich. 
Es sind zwei Fille hinsichtlich der Abbildung eines Elementes ¢,, 
yon 2,3; méglich: 
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1) e,, wird durch eine Abbildung x mit endlichem Index in ein 
Element von 2,, tibergefiihrt. 

2) e,3 wird niemals durch die Abbildungen der Reihe (15) in ein 
Element von 2,, tibergefiihrt. 

Der wesentliche Gedanke besteht nun darin, durch Austausch von 
Elementen aus 2x,; gegen Elemente von 2, es zu erreichen, daB lediglich der 
zweite Fall eintritt. 

Gesetzt niimlich, es trete fiir alle Elemente e,, der zweite Fall ein, 
so behaupte ich, daB die Bilder y,,(x,;) (resp. 72,41 (@,3)) abwechselnd in 
Zz, und 2,, liegen, und dort ein getrenntes System von einfach unendlich 
vielen Teilmengen bilden. Hieraus folgt dann aber nach Hilfsatz 5, dab 


Lig + Lyy= Ly, 
Lg + Log = Log 


ist, woraus, wie oben gezeigt, unser Satz resultiert. 

In der Tat, durch die Abbildung x, geht im zweiten Falle 2,, gédnz- 
lich in a, iiber. Durch 2, gehen dann die Elemente von 2,, in solche 
von 2,, oder 2, tiber, mithin geht nach 2) y,(#,,) in x, auschlieBlich tiber. 

Indem man so fortfihrt zu schlieBen, gelangt man durch vollstandige 
Induktion dahin, daB bei jeder Abbildung mit dem Index 4n die Menge 
%,3 ganzlich in x,,, bei jeder Abbildung mit dem Index 4n + 2 die Menge 
Z,; in #, tibergeht. Das ganz Analoge aber findet bei den Abbildungen 
Hanzi UN Y,,,3 Statt. 

Die Reihe der Abbildungen erfiillt schlieBlich die Bedingung, daB 
sie umkehrbar eindeutige Abbildungen des Systems S in sich sind, auBer- 
dem bilden sie den Teil einer Gruppe von solchen Abbildungen, wo es zu 
jedem Element ein und nur ein inverses Element der Gruppe gibt. Bedenkt 
man noch, daB die Bilder von 2,; niemals auf 2,, zuriickfallen, so ergibt 
sich, daB die Anwendung der Hilfssiitze 1 bis 5 erlaubt ist, was zu den 
gewiinschten SchluBffolgerungen fiihrt. 

Wir gehen nunmehr zu dem allgemeineren Falle 1) iiber. Wir ver- 
stehen unter xj; diejenigen Elemente von 2,,, welche durch y, in 2,, tiber- 
gehen. Unter xj; ferner verstehen wir diejenigen von 2;; verschiedenen 
Elemente, welche durch y, in solche Elemente von 2,, itibergehen, welche 
noch nicht durch die Abbildung yz, getroffen worden sind. In gleicher 
Weise definieren wir 2{),---,2()--- Wir erhalten folgendes Schema: 


is, %1 (is) ID agg , 
(17) Lis X43, U1 (Wis) + 49 (wis) in 24, 
tis on a, a(t) YC) + h(a) im ay, 


is tis e+ YQ, Ay (Zia) + Ag (Wis) + 2, (749) im ay. 
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Wir bilden nunmehr die fiquivalenten Summen 
a aD 
X13 ag ah? und Faq a > | Xy (a4?) . 
v=1 v=1 
Nunmehr vollziehen wir einen Austausch von %,, gegen Z,,; setzen wir 
(18) yy = Ty + Ts Taq = Toy + Tye 
und bezeichnen wir die transformierten x mit 2*, so wird 


i = 
L13° = Ts 
= —_— 
244° = 4,+ F 
(19) ie 14 14 
Taq” = Loy 


Lgg* = yg + Zs. 

Die neuen 2,*, x,*, z,*, «,* entstehen dann gem&B der Formel (14). 
Nach den eingangs gemachten Bemerkungen haben wir uns jetzt nur 
noch mit diesen zu beschiaftigen. Untersucht man jetzt das Verhalten 
von 2%,;*—= Z,, gegeniiber den Abbildungen (15), so findet man, daB jetzt 
nur noch der zweite Fall eintreten kann. 

Denn gesetzt, es ginge irgend ein Element von 2,,*= 7, durch , 
in 2,*= Z,, tiber, so trite das in Widerspruch mit der Definition von 2), 
denn 2(;) soll alle Elemente von 2,, enthalten, welche verschieden sind 
von 2j3---2%-» und in Elemente von 2,, tibergehen, die nicht in 


v—1 
S sa(elt) tego 
x=l1 

Sind die betrachteten Mengen endlich, so muB der nach der angegebenen 
Vorschrift vollzogene Austausch zur Folge haben, daB x,, und dann aber 
auch 2,, vollig verschwunden sind. Dies kann man sich leicht veran- 
schaulichen. Im allgemeinen Falle verfahren wir, wie bereits angegeben. 
Ks resultiert 

2,* = 2,* 

und da nach (14*) 


Uy*~ ay, Ly*~ ay 


ist, so folgt 
(20) L, = ty = Ly — Ly. 
Satz 3. Aus 
n>-M~n-N 
folgt 
M~WN, 


wenn n eine beliebige endliche Zahl bedeutet. 

Der Beweis ist eine genaue Verallgemeinerung des soeben gefiihrten. 
Die einzige Schwierigkeit beruht in der richtigen Wahl der Reihe der 
Abbildungen . 
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Setzt man entsprechend an: 
y+ oto + At HT +e 
(1) y= y= y= — 
AWK eh: ss, 
und bezeichnet die Abbildungen der Reihe der x mit 


P12» Pisy***, die der y mit yy, Y3,---, 
bildet man ferner die Zerfillungen 
y= Fy + Mg te +h, 

(2) Ly = Ley + Ug +++: + 4, 
Ly = yy + Lag t +++ Lag, 
so hat man zu zeigen, daB nach gehérigen Vertauschungen 
(3) Ty = Xy + Xp, 
nach weiteren Vertauschungen 

Ly = Ly + Ay 
usw. wird. Indem man alle Vertauschungen auf einmal vornimmt, be- 
kommt man dann 


(4) yy = Ly H Uyy = Dy + yg = Ty + Myr? 
Dies hat aber, wie man unmittelbar sieht, zur Folge, dab 
m=, ah <y 
wird. Die Symmetrie der Voraussetzungen erlaubt, denselben Weg bei 
den y einzuschlagen. Man gelangt dadurch zu der Relation 


(5) Wi = Yu» dh. <4, 
und folgert daraus nach dem Aquivalenzsatz 
(6) y= %- 


Um die Vertauschungen zu finden, welche zu der Gleichung (3) fiihren, 
hat man zu bilden 


(7) Xo=1, t= Prsr X2= PrsVi2y As = Pr2Vi2Pis» * °° 
und dann nach dem Schema (17) so auszutauschen, daB die Bilder von 
Z,, entweder in 2. oder in 2,, zu liegen kommen. 

Satz 4. Aus 


folgt 
x>a. 


Dieser Satz, der die Subtraktion behandelt, zeigt aufs deutlichste den 
Unterschied der Gesetze der transfiniten und der endlichen Mengen. 


24=2+a 
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Beweis. Wir schreiben die Voraussetzungen in der Form 
T+ y= y+ X, 
(1) t= 2, 
LX = Xs . 
. : (XL, X : . . 
Die Abbildungen ( : *) bezeichnen wir mit g, 
T,X, 


(3 me 

y 
” ” ” » 9 . 
Uy Xs . 


Wir werden dieselben als Abbildungen des Systems (#,, 2,, 2) in 
sich auffassen. 
Die Zerlegungen 
y= Mgt Ly, 
Ly = Log + Loy 


veranschaulicht die nachstehende Figur. 


3 
e 


244 





7 
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Fig. 2. 
Wir bilden die Reihe der Abbildungen 


Yo 1, = Ps t2= PVs Ms = PVP, °° 
und unterscheiden zwei Fille: 
1) Es existieren in x,, Elemente e,,, welche durch eine Abbildung x 
in 2, tibergefiihrt werden. 
2) Kein Element von 2,, wird durch die Abbildungen x in 2,, iiber- 
gefiihrt. 
Im zweiten Falle erkennt man leicht, daB die Bilder 


Xa (®14)s X2(%14), °° 
abwechselnd in 2,,; und 2,, liegen miissen. Letzteres hat dann (unter 
Hinzuziehung der Hilfssiitze zu Satz 2) zur Folge, dab 
(4) Tyy Ugg = Tyg = Uy 
ist. Da a,, Teil von 2, ist, so folgt also 


Ly> Ly, 
d. h. 


Z>a. 
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Trifft der erste Fall zu, so fiihren wieder die dem Schema (17) ent- 
sprechenden Vertauschungen zu transformierten 2,*, x,*, z,*, x,*, und die 
fiir diese geltenden Beziehungen fiihren 2u der Ungleichung 


x,*> x,*, 
welche wieder 
Ly> %, 
z>a 
nach sich zieht. 
§ 3. 


Uber die Ungleichungen der Mengenlehre. 


Erklairung 1. Nachdem der dritte der in § 1 beziiglich des Ver- 
hialtnisses zweier Mengen M und N aufgestellten Fille durch den Beweis 
des Aquivalenzsatzes erledigt ist, bedarf nur noch der vierte Fall 

4) ,,M ist aiquivalent keinem Teile von N und N keinem Teile von M“ 
einer Erlauterung. 

Es ist bisher nicht gelungen, zu zeigen, daB dieser Fall bei den un- 
endlichen Mengen ausgeschlossen ist. Man ist daher genétigt, bei gewissen 
Siitzen diesbeziigliche Einschrinkungen zu machen. Man bezeichnet das 
Statthaben resp. Nichtstatthaben desselben als ,,Nichtvergleichbarkeit“ und 
» Vergleichbarkeit“ der betreffenden Mengen. 

Erklirung 2. Das ,,Grdfer“ und ,,Kleiner“ bei Mengen wird 
folgendermaBen definiert. 

Tritt bei zwei Mengen M und N der erste Fall ein, so heibt 

M kleiner als N, 


in Zeichen 
M<N. 


Tritt hingegen der zweite Fall ein, so heibt 
M gréBer als N, 


M>N. 
Wir stellen nun das folgende Theorem auf: 
Satz 1. Sind a und b zwei Mengen, fiir die 


in Zeichen 


(1) a>b 
gilt, und ist ¢ eine weitere Menge, fiir die 
(2) b>ec 
ist, so besteht die Ungleichung 
(3) at+e>b+e. 
Beweis. Wir schreiben die Voraussetzungen in der Form 
(4) a=a+a"+a";b=a"+a",c=a”. 


Mathematische Annalen. LXI. 9 











130 F. Bernsremn. 


Es ist jedenfalls 


(5) a+e>b-+e. 
Das Gleichheitszeichen fiihrt zum Widerspruch, denn sei 
(6) at+te=b+e, dh. a+ (a"+ 2a”) =(a"+ 2a”), 


so folgt, indem man links fiir (@”+ a”) seinen Wert a’+ (a” + 2a’) 
einsetzt, 


(7) Qa’ + a’ + 9a" = a” + 2a’”; 
durch Addition von a” erhilt man 
(8) 2(a’ + a + a”) 2(a” + a”), 


d. h. 2a = 2b und dies erlaubt nach Satz 2 des vorigen Paragraphen auf 
a = b, also einen Widerspruch gegen die Gleichung (1), zu schlieBen. Es 
ist also in der Tat 


ate>b+e. 
Satz 2. Aus 
(1) a>b, e>d 
und aus der Beziehung 
(2) b vergleichbar mit d, 
dh. b 3 d, 
folgt 
(3) ate>b+d. 
Beweis. Sei etwa 
(4) b>d, 
so folgt aus Satz 1 — 
(5) a+d>b-4d. 
Ferner ist offenbar 
(6) ate>a+d, 
also ist 
ate>b-+d. 
Satz 3. Damit aus 
: a>b;e>d 
folge 
at+te>b+d, 


ist es notwendig, daB b und d vergleichbar sind, oder solche nicht veryleich- 
bare Mengen, fiir welche die Relation 


2a >m 


erfiillt ist. 
Beweis. Gesetzt nimlich, es sind b und d solche unvergleichbare 
Mengen, fiir die auBerdem 
(1) 2b=—b, 2d=d 
ist. (Dieses letztere tritt beispielsweise ein, wenn ) = x,b’, d = Xd’ ist.) 
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Dann setzen wir 
a=b+d, 


e=b+d, 


(2) 


dann ist sicher 


a>b, e>d. 
Die Addition der Ungleichungen (2) liefert aber 
ate=(b+da)2=b+d. 
Bemerkung. Man kann mit Hilfe der im vorigen Paragraphen 


gegebenen SchluBweisen auch unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 1 
zeigen. Um dann den Satz 2 des § 1 zu zeigen, ist es nétig, aus 


22 = 2a 


die Vergleichbarkeit von x und a zu zeigen. Dies ist jedoch nur in 
speziellen Fallen a = 2a, a = a® usw. einfach. 


§ 4. 
Uber die Vergleichbarkeit der Mengen. 
Man kann auf die Vergleichbarkeit von Mengen M und N zuweilen 


aus Gleichungen schlieBen, die zwischen ihnen bestehen. 

Satz 1. Ist 
(1) M+N=M-N, 
so ist 

M vergleichbar N. 

Beweis. Wir setzen 
(2) M={m}, N=({n}. 

GemiB der Gleichung (1) zerfallt M-N, wie die Figur veranschaulicht, 
in zwei Teile R und S. Wir setzen 
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Es kénnen nun zwei Fille eintreten. 
1. Es gibt fir jeden Wert von m, windestens ein (m,, n/.), welches 
9* 
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nicht in R vorkommt. In diesem Falle gehért eine Menge M~ {m,, n’ }, 
wo m, alle Werte von M durchliiuft, zu S. Sie bildet also eine Teil- 
menge derselben. Es ist mithin 

M<S, dh M<N. 

2. Es gibt einen Wert von m,, m,*, so daB alle {m,*,n,}, wo n, 

die Werte von N durchliuft, zu R gehéren. Es ist also 
N~{m,*, n,} eine Teilmenge von R. 
Mithin ist 
N<R, di. N<M.*) 

Erklirung 1. Ein System S von Mengen derart, dab die Summe 
zweier Mengen des Systems wieder dem System angehért, heiBe ein voll- 
stiindiges System. 

Erklirung 2. Ein System S von Mengen, welche alle untereinander 
vergleichbar sind, heiBe ein Bereich von Mengen. 

Satz 2. Gilt fiir jede Menge M eines vollstindigen Systems S von 
Mengen die Gleichung 
(1) M*= M, 
so bildet S einen Bereich. 


Beweis. Seien a und b zwei Mengen des Systems S, so ist 
(2) a@+2a-b6+0=—a+2a-b+b=—a(1+b)4+ d(1+a4). 


Ferner folgt unter Benutzung des Aquivalenzsatzes aus 


a® =a, b? =b, 
und 

2a> a’, b? < 2b, 

2a<a-a, b-b>2-b 


die Beziehung 
a=a'= 2a, b=b? = 2b 


und aus demselben Grunde 


a=a+1, b=0b+1; 


also ist 

(3) a? + 2a-b+0? =2-a-b=a-b. 
Andrerseits ist (a+) eine Menge des Systems S, also ist 
(4) a® + 2a-b+b? = (a+b)? =—a+b, 





*) Wie Herr Beppo Levi, Intorno alla teoria degli aggregati (Lomb. Ist. Rend. II, 
35, p. 863) mit Recht bemerkt, wird hier von dem folgenden Schlu8 Gebrauch gemacht: 
Es zerfalle eine Menge A in Teilmengen s, von denen nicht zwei ein Element ge- 
mein haben; es sei S={s} die Menge dieser Teilmengen. Dann gibt es wenigstens 
eine Teilmenge von A, welche iiquivalent S ist. Uber die Bedeutung dieses Schlusses 
siehe ferner: F. Bernstein, Bemerkung zur Mengenlehre (Gétt. Nachr. 1904, pg. 6). 








Vv 
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mithin 
(5) a+b=a-b, 
woraus nach Satz I die Behauptung folgt. 


§ 5. 
Anwendungen auf das Kontinuum. 


Die in Paragraph 1—4 bewiesenen Siitze beruhen lediglich auf den 
Eigenschaften der umkehrbar eindeutigen Abbildung. Sie haben daher 
fiir alle Mengen, gleichgiiltig welche Eigenschaften ihnen sonst zukommen, 
Giiltigkeit. Dies hat namentlich Bedeutung fiir diejenigen Mengen, von 
denen nicht bewiesen ist, daB sie in wohlgeordnete Form gebracht werden 
kénnen. Insbesondere erhalten wir fiir das Kontinuum den folgenden 
neuen Satz. 

Satz 1. Teilt man das Kontinuwm in eine endliche Anzahl gleicher 
Teilmengen, so ist jede dieser Teilmengen gleich dem Kontinuum.*) 

Es kann also das Kontinuum durch fortgesetzte endliche Teilungen 
nicht verkleinert werden. 

Beweis. Bezeichnet c die Michtigkeit des Kontinuums, so ist also 


(1) n-2=C 
und da 
cC=n-c 
nur = ne, 


also nach § 1, Satz 3 
“=. 
Des Interesses halber, welches der Satz 1 bietet, fiige ich noch den 
folgenden einfachen Beweis desselben hinzu. 
Hilfssatz. Aus 


(2) a—=2y, e>y 
folgt 
r=y. 
Denn schreiben wir (2) in der Form 
wea = y ty; 


so erkennt man mittels des in § 3, Satz 1 angewandten Verfahrens, daB 
entweder 
(3) y>*, 
oder 
y>u=2 


*) Diese Teilmengen sind nicht als Intervalle, sondern als ganz unregelmiabig 
verteilte Punktmengen vorzustellen. 
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ist. In Verbindung mit (2) ergibt dies 
y= 2. 

Wir fiihren der Einfachheit halber den Beweis des Satzes 1 fiir den 
Fall n=2. Ks sei 
(4) 2u =. 

Offenbar ist 
(5) M=_2-x>2ze>¢. 

Wir betrachten 162‘. LEinerseits ist 


16a* = c'=c. 
Andrerseits ist 


(6) 16a4>2z* also ¢> z*. 

Es ist also nach (5) und (6) 

c>#>¢, 

d. h. es ist nach dem Aquivalenzsatz 
(7) e=ec= 2x. 

Wir wenden jetzt die Formel des Hilfssatzes an, und erhalten so 
(8) z= x. 

Es ist nun 


2<22< 2-2, 
also nach (8) 
rum Qr=c, , 
Der -Beweis, der hier gefiihrt ist, benutzt allein die Eigenschaft des 


Kontinuums, daB es seinem Quadrat aquivalent ist. Er hat fiir alle Mengen, 
fiir die M* = M ist, Giiltigkeit. 


Zweites Kapitel. 
Das Kontinuum und die Ordnungstypen. 


8 6. 
Ein Satz von G. Cantor. 


Fir das folgende bediirfen wir eines von G. Cantor herriihrenden 
bisher unpublizierten Theorems. Dasselbe verdanke ich einer freundlichen 
persénlichen Mitteilung des Autors. Wir schicken die folgenden Er- 
lauterungen voraus. 

Erklarung 1. Ist eine abzdhlbare Menge M einfach geordnet, d. h. 
gilt fiir die Ordnung der Elemente das Gesetz: 


aus a@>b und b>ec folgt a>ec, 
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so gehért zu ihr ein ganz bestimmter Ordnungstypus u. Derselbe ent- 
steht, wenn man von der individuellen Beschaffenheit der Elemente abs- 
trahiert. Zu allen abzahlbaren, einfach geordneten Mengen, welche auf 
die vorgelegte Menge ahnlich d. h. unter Aufrechterhaltung der Rang- 
beziehung der Elemente, abgebildet werden kénnen, gehért derselbe Ord- 
nungstypus u. 

Der Satz von Cantor bezieht sich nun auf die Menge 0 = {uw}, welche 
aus allen einfach geordneten Typen erster Miachtigkeit besteht, und setzt 
die Michtigkeit derselben in Vergleich mit der des Kontinuums d. h. des 
Inbegriffs aller reellen Zahlen. Er lautet: ; 

Theorem I. Das Kontinuum ist dquivalent einer Teilmenge der Menge 
O ={w} aller einfach geordneten Typen erster Méchtigkeit. 

Beweis. Man denke sich die reellen Zahlen etwa im dyadischen 
Zahlsystem dargestellt. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf eine fiir 
Michtigkeitsfragen irrelevante Menge erster Michtigkeit. Das Kontinuum 
sei durch die Zahlen der Einheitsstrecke reprisentiert. Jeder reellen 
Zahl x zwischen 0 und 1 entspricht dann eine einfach unendliche Folge 
von Nullen und Einsen. Diese umkehrbar eindeutige Beziehung schreiben 
wir symbolisch 


(1) © = (yy My,***), 


WO f1, g,*** Nullen oder Einsen bedeuten. 

Wir erinnern ferner an die bekannten und leicht zu erweisenden 
Eigenschaften*) des Ordnungstypus @ der Reihe der natiirlichen Zahlen. 
Versteht man unter v eine endliche ganze Zahl, unter vy + @ denjenigen 
Ordnungstypus, den man erhalt, wenn man den Elementen von @ noch v 
einfach geordnete Elemente vorausschickt, so ist 

v+o=a. 
Bei entsprechender Bedeutung des Summenzeichens erkennt man, daB 
o+v+oa 
ist. Es folgt vielmehr, wenn A eine andere ganze Zahl bedeutet, aus 
oatv=a+a 
v=A, 

Die Eigenschaften von  iibertragen sich entsprechend auf den ent- 

gegengesetzten Typus m* der Reihe der negativen ganzen Zahlen. 


Man erkennt nunmehr leicht die wichtige Eigenschaft des Typus 
o* + @ =a der negativen und positiven ganzen Zahlenreihe: 


*) G. Cantor, Grundlage einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. 
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Aus den Gleichungen 


v+aua=As+an 
oder 
(2) atyv=a+i4 
folgt notwendig 
yond. 


Wiahrend also der Typus @ sich mit den vor ihm stehenden Elementen 
vereinigen kann, verschmilzt der Typus x weder mit irgend welchen vor 
ihm, noch mit irgend welchen hinter ihm stehenden Elementen. 
Thren allgemeinsten Ausdruck findet diese Eigenschaft von x in dem 
folgenden Satze: 
»Bedeuten v und v’ endliche ganze Zahlen, £ und ¢’ beliebige 
abzahlbare einfach geordnete Typen, so folgt aus der Gleichung 


(3) v+a+E=v+n4 8’ 
sowohl 
vey 
als 
iq a= ty 


Beweis. Bei thnlicher Abbildung bleibt die Anordnung der Ele- 
mente erhalten, also entspricht das niederste Glied der linken Seite von 
(3) dem niedersten Gliede der rechten Seite, das zweite dem zweiten usw. 
Daraus folgt sofort der erste Teil der Behauptung. 

Zugleich reduziert sich die Gleichung (3) auf die folgende 

a+ 4 =a +& ° 

a= 2’. 
Da die beiden ahnlich aufeinander abgebildeten Mengen eindimensional 
geordnet sind und die niedersten Elemente den niedersten entsprechen, so 
kénnen nur die folgenden drei Faille eintreten: Entweder fallt das Bild 
von x auf einen Teil von 2’, oder es ist x’ enthalten in dem Bild von z, 
oder es ist 2’ selbst das Bild von x. Im ersten und zweiten Falle miiBte 
es eine Zerlegung des Ordnungstypus x 

a= 0%, +7, 


a = Ty, 


geben. Geht man jedoch auf die Definition von 2 = w* + @ zuriick, so 
leuchtet ein, daB a nur auf eime — namlich durch die Definition ge- 
gebene — Weise in zwei Summanden zerlegt werden kann. 

Es wird also x auf 2’ abgebildet. 

Infolgedessen wird aber auch § auf ¢’ abgebildet, es ist, wie behauptet 


c=. 
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Wir werden das ausgesprochene Theorem bewiesen haben, wenn wir 
ein Verfahren angeben kénnen, zu jeder gegebenen reellen Zahl einen 
bestimmten, fiir sie charakteristischen Ordnungstypus zu finden. Es ge- 
schieht dies nach dem folgenden Gedanken. 

Wir schieben in der rechten Seite von 1) hinter jedes uw, eine Menge 
vom Typus z ein. Es entsteht so das Aggregat 


Hy % gH UgH--- 
Die Gesamtzahl aller von Null verschiedenen Elemente dieses Aggregates 
bildet in der vorliegenden Reihenfolge eine einfach geordnete Menge. 
Wir bezeichnen den Ordnungstypus derselben mit u und schreiben 


w= tatu tatu, t+---*) 
Dann lassen wir der Zahl x den Ordnungstypus jw entsprechen. 
Es eriibrigt noch zu beweisen, daB auch wirklich zwei verschiedenen 
Zahlen x und 2 zwei verschiedene Ordnungstypen uw und yp’ entsprechen. 
Es sei 


(4) a = (uy, e's My *)s 

(5) wl = py! + me + oy + et ys + °°. 
Die Gleichung 

(6) u=w 


schreiben wir in der Form 
Mm tet+h =m +24 &’. 


Indem wir nun den bewiesenen Hilfssatz anwenden, folgern wir 


My = Hy 
a i fy. 
Dann schreiben wir die letztere Gleichung 
Met ath =m, tat & 
und folgern ebenso 
Me™ Me» 
a= 6 
usw. Aus den Gleichungen 
My = Hy, 
My = Us, 
aber folgt 
(7) Lm 2. 


*) Hierbei benutzen wir das Summenzeichen in der erweiterten Bedeutung, daf 
0+a—a+0=—a sein soll, wenn « irgend einen Typus bedeutet. 
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Es besteht somit eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den 
xz und den w, wir kénnen demgemaB in der iiblichen Weise schreiben 


(8) {z}~{u}. 


Bezeichnet man die Kardinalzahl des Kontinuums mit ¢, diejenige von O 
mit 0, so folgt unmittelbar 


(9) c= (a) <o. 


Wie bereits erwihnt, hat das Problem, die Miachtigkeit des Konti- 
nuums zu bestimmen, die spezielle Gestalt gewonnen, zu entscheiden, ob 
das Kontinuum gréBer oder gleich der auf die abzihlbare Miachtigkeit 
zunichst folgenden Michtigkeit 8, ist. Da das Kontinuum definiert ist 
als Begriff der reellen Zahlen, 8, hingegen als die Miachtigkeit des In- 
begriffs aller Ordnungstypen wohlgeordneter abzihlbarer Mengen, so ist es 
eine Vorbedingung zur Lésung dieser Frage, eine solche Beziehung zwischen 
den reellen Zahlen und den Ordnungstypen zu gewinnen, dap beide Mengen 
als Systeme von Elementen gleicher Beschaffenheit erscheinen. 

Dies geschieht durch den folgenden Satz. 

Satz 1. Das Kontinuum ist dquivalent der Gesamtheit O aller Ord- 
nungstypen einfach geordneter Mengen erster Machtigkeit. 

Der Beweis dieses Satzes geschieht durch Anwendung des Aquivalenz- 
satzes. Die eine Hialfte der Behauptung, namlich das Kleiner- resp. Gleich- 
sein des Kontinuums gegeniiber der Menge aller genannten Typen, ist 
von G. Cantor schon friihzeitig bewiesen worden. Der Beweis, daB das 
Kontinuum gréBer oder gleich der in Rede stehenden Gesamtheit von Ord- 
nungstypen ist, wird im Anschlu® an eine allgemeine Diskussion des 
Ordnungsbegriffes gefiihrt werden, die uns zugleich eine anschauliche 
Deutung der transfiniten Ordnungszahlen liefern wird. 


o 3. 
Ordnungstypen und Ordnungsfunktionen. 


Alle Begriffe der Mengenlehre kénnen zuriickgefiihrt werden auf die 
folgenden drei: 

Element, System, Abbildung (Funktion). 

Die Ordnung einer Menge M stellt eine Bestimmung hinsichtlich der 
Paare (a, b) von Elementen dar, welche zwei Méglichkeiten a<b, b<a 
bietet. Sie kann reprisentiert werden durch eine Funktion /,, der Menge 
M?* der Paare (a, b), welche gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem a<b 
oder ab ist (und die fiir a= b den Wert 0 erhiilt). 
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Das Gesetz — aus a)>b und be folgt ade — driickt sich so aus: 


(1) aus fap foe folgt fae™ fre: 

Es entsteht die Frage, wann reprisentieren zwei Ordnungsfunktionen, 
die sich auf dieselbe Menge beziehen, denselben Ordnungstypus? Dies 
beantwortet der 

Satz: Zwei Ordnungsfunktionen f, und f, reprisentieren dann und 
nur dann denselben Ordnungstypus, wenn es eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung » der Menge M in sich gibt, so daB 
(2) fi gap =fea,o (wo @ und 6 alle Werte von M durchlaufen). 
Denn ist M = {@} der zu M gehérige Ordnungstypus, und ist erstens 

v(a) =a 
die dhnliche Abbildung, welche die nach f,,, geordnete Menge auf M 
hat, so ist 
(3) v[9@] = 9@ 
diejenige ahnliche Abbildung, welche die nach f, geordnete Menge auf 
den Ordnungstypus abbildet. Repriisentiert zweitens f, und /, denselben 
Ordnungstypus, so sind zwei Abbildungen y, und #, gegeben, so daB 


( 4) v1 (a) a =e 

¥,(a) =a, 
welche die nach f, resp. f, geordnete Menge ahnlich auf den Ordnungs- 
typus abbilden. Aus der Ahnlichkeit der Abbildung folgt dann, daB 


hy, (a), y, 6) = hs Wy (a), yy) 
ist, wo a,b, alle Werte von M durchlaufen. 
Ich setze nunmehr y,~'(a), ~~ '(b) an Stelle von a und b und erhalte 


hus, VrWe ‘w= heap: 

Diejenigen Ordnungsfunktionen, welche zu demselben Ordnungstypus 
gehéren, sollen eine Schar von Ordnungsfunktionen heiBen. Man erkennt 
aus dem Bewiesenen den 

Satz: Die Gesamtheit aller Ordnungsfunktionen einer Schar bilden 
eine Menge von der gleichen Michtigkeit, wie die Gruppe der umkehrbar 
eindeutigen Abbildungen der Menge in sich. 

Der Ordnungstypus erscheint hier als die Invariante der Schar. 

Bevor ich die obigen Satze auf die Zahlen der zweiten Zahlenklasse 
anwende, méchte ich erwihnen, daB mit Hilfe der eingefiihrten Begriffe 
das Problem, das Kontinuum in eine wohlgeordnete Menge zu verwandeln, 
eine einfache Gestalt gewinnt. 

Eine wohlgeordnete Menge kénnen wir namlich auch als eine solche 
definieren, in welcher jede Teilmenge ein niederstes Element — besitzt. 
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Legen wir nun das Kontinuum in der Form der Einheitsstrecke mit ihren 
Punkten zugrunde, so kénnen wir sagen: 

Es wird die Existenz einer eindeutigen Funktion f(z, y) der reellen 
Variabelen x und y behauptet, welche 

1) definiert ist fiir alle Punkte des Einheitsquadrates, 

2) welche den Gleichungen 


f(,y)=—fy,*)=+1 

geniigt und auf der Geraden x = y Null ist, 

3) welche in bezug auf jede Teilmenge P = (p) der Zahlen zwischen 
O und 1 fiir ein und nur ein Element p der Gleichung f(p,q)=+ 1 
geniigt (wo qg alle Werte von P durchlauft). 

Solche Funktionen will ich mit C(x, y) bezeichnen. Sie sind iiberall 
unstetige Funktionen, aber ihre sehr merkwiirdigen Eigenschaften weichen 
von denen der bisher studierten unstetigen Funktionen in hohem MaBe ab. 


§ 8. 
Der Beweis des Satzes 1 (§ 6) auf Grund der Eigenschaften der 
Ordnungsfunktionen. 


Um die Ordnungsfunktionen fiir die abzihlbaren Mengen darzustellen, 
sei eine einfach unendliche Teilmenge der reellen positiven Zahlen zu- 
grande gelegt. Besondere Einfachheit und Anschaulichkeit erreicht man, 
wenn man die Menge der rationalen Zahlen oder die Reihe der natiir- 
lichen Zahlen wihlt. Bei letzteren insbesondere wird die Menge der 
Paare durch das ebene Punktgitter dargestellt, welches alle Punkte (x, y) 
mit positiven ganzzahligen x und y enthilt. Man hat dann zur Repri- 
sentierung der natiirlichen Ordnung die Punkte x <y mit der positiven, 
die Punkte x >y mit der negativen Einheit zu belegen. Ist f,(«, y) eine 
beliebige Ordnungsfunktion derselben Menge, so wird sie durch eine Be- 
legung des Punktgitters mit demselben oder dem entgegengesetzten Wert 
dargestellt, je nachdem die Rangordnung zwischen x und y mit der GréBen- 
beziehung iibereinstimmt oder entgegengesetzt ist. 

Nicht jede Belegung des Punktgitters mit positiven oder negativen 
Einheiten stellt eine Ordnung dar. Vielmehr wird erstens 


f(@,y) =—fy,%) und fy, y) = 0 
gefordert; zweitens muB auch die Bedingung des Einfachgeordnetseins 
(aus a>b, b>e folgt a>c) zum Ausdruck kommen. Ubersichtlich 
geschieht dies in der folgenden Weise. Man verbinde alle Punkte, welche 
den Wert + 1 (oder 0) tragen, untereinander durch geradlinige Strecken 
und in gleicher Weise alle, welche den Wert — 1 (oder 0) tragen. Man 
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nenne das eine Streckensystem das positive, das andere Streckensystem 
das negative. Versteht man ferner unter der zu der Strecke (a, y, --- 2,4) 
konjugierten Strecke die mit (x,y,--- %,y,) zu signierende, so kann man 
einfach sagen: die zweite Bedingung, damit eine Belegung eines Punkt- 
gitters mit positiven und negativen Einheiten eine Ordnungsfunktion dar- 
stelle, besteht darin, daB niemals eine Strecke des positiven Systems kon- 
jugiert ist mit einer Strecke des negativen Systems. 

Denn haben wir ein derart beschaffenes Punktgitter, und sind a, b, ¢ 
drei beliebige Elemente der Menge, so daB 


fap “tego 24 


fae= +4: 

Wir betrachten das Viereck (a,b) (b,b) (b,c) (a,c); die Strecke 
(ab--- be) gehért zum ¢-System, also muB die konjugierte Strecke (bb --- ac) 
entweder selbst eine Strecke des e-Systems, oder eine Verbindungsstrecke 
eines positiven mit einem negativen Punkte sein. Da jedoch f,,—0 ist, 
so kann das letztere nicht stattfinden, also ist auch f, =. 

Ist umgekehrt das Ordnungsgesetz erfiillt, und ist 


ist, so sei etwa 


| = fae? 
fan farm? 


| By 


ein Widerspruch. Denn es ist einerseits 


so folgt aus 


- ed Sd 
andererseits 


“a Fase az faa ng a Fossve ‘< Farm - 
Hieraus wiirde folgen 2,=—2,—=y,=¥%, was mit der Annahme 
(1%) + (%gy_) unvertriglich ist. 
Beweis des Satzes 1. Wir zeigen zunichst, daB 


ist. i? a¢ 


Nach den Ausfiihrungen im vorigen Paragraphen gehérte zu jedem 
Ordnungstypus eine Schar von darstellenden Ordnungsfunktionen. Ins- 
besondere gehért also zu jedem Ordnungstypus einer lineargeordneten 
abzihlbaren Menge eine Schar von Punktgittern. 

Die Michtigkeit, welche eine Schar von Ordnungsfunktionen, auf- 
gefaBt als Menge, besitzt, ist gleich der Miachtigkeit der Gesamtheit J] 
aller Permutationen der natiirlichen Zahlenreihe. Den Wert von JI werden 
wir noch genauer bestimmen. Jedenfalls ist die Gesamtheit O der Ord- 
nungstypen kleiner oder gleich der Gesamtheit der Ordnungsfunktionen : 


0 < {fav}: 
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Es laBt sich aber noch eine zweite Auffassung der Ordnungsfunktionen 
bilden. Man fasse das Punktgitter als eine Doppelreihe von Nullen, posi- 
tiven und negativen Einheiten auf und verwandle es in der bekannten Weise 
in eine einfache Reihe. Ersetzt man dann noch die —1 durch + 2, so 
stellt die letztere eine bestimmte reelle Zahl zwischen Null und Eins im 
triadischen Zahlensystem dar. Diese Darstellung ist im wesentlichen 
eindeutig. Vergleicht man nun 0 mit dem Kontinuum, so erhellt daraus 


O<ce. 

Wir ziehen nunmehr das Resultat aus § 6 heran 
0 ae. 

Der Aquivalenzsatz erlaubt jetzt den SchluB 


O=Cc. 


Zusatz. Die Gesamtheit J7 aller Permutationen der natiirlichen 
Zahlenreihe hat die Machtigkeit c. 


Beweis. Die Gesamtheit aller Teilmengen der natiirlichen Zahlen- 
menge hat die Miachtigkeit c. 

Denn man setze fiir alle Zahlen der Reihe (1,2,3---), welche in 
einer Teilmenge vorkommen, Finsen, fiir die nicht vorkommenden Nullen. 
Die so entstehende Folge von Nullen und Einsen stellt eine reelle Zahl 
im dyadischen System dar. So entsteht eine umkehrbare, im wesent- 
lichen eindeutige Beziehung zwischen dem Kontinuum und der Menge der 
Teilmengen. 

Der wesentlichste Punkt des Beweises ist, zu zeigen, daB jede Teil- 
menge der Menge der natiirlichen Zahlen eine Permutation besitzt, bei 
der jede Zahl derselben den Platz wechselt. Man stellt eine solche da- 
durch dar, daB man in der Teilmenge die (2m)* Zahl mit der (2+ 1)'™ 
vertauscht. 

Fiir zwei verschiedene Teilmengen sind die auf solche Weise defi- 
nierten Permutationen natiirlich verschieden. Es ist also J] gréBer oder 
gleich der Gesamtheit der Teilmengen, d. h. gréBer oder gleich dem Kon- 
tinuum. Da8 aber JJ auch kleiner oder gleich dem Kontinuum ist, folgt 
sehr einfach. FaBt man nimlich die Zahlen der Permutation in ihrer 
Reihenfolge als die Teilnenner eines Kettenbruchs auf, so erhilt man fiir 
jede Permutation einen bestimmten Kettenbruch, der eine reelle Zahl 
darstellt. Jeder Permutation entspricht so eindeutig eine reelle Zahl. 
Die Gesamtheit 17 entspricht einer Teilmenge der Gesamtheit der reellen 
Zahlen. 
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- Da also JJ erstens nicht kleiner, zweitens nicht gréBer ist als das 
Kontinuum, so folgt aus dem Aquivalenzsatz, daB 


I=c 
ist. 


§ 9. 
Verallgemeinerung und zweiter Beweis des Satzes 1 (§ 6). 


Nach der in § 2, 3 angefiihrten Definition des Potenzbegriffes laBt 
sich die Kardinaizahl des Kontinuums in die Form ¢ = 2%, setzen, wenn 
S, die Kardinalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen bedeutet (G. Cantor*)). 

Wir kénnen demgemaiB dem Satze 1 des § 6 auch die folgende 
Fassung geben: 

Die Gesamtheit der Typen einfach geordneter Mengen von der Miich- 
tigkeit 8, hat die Miichtigkeit 2°. 

Die bekannte Definition der Kardinalzahl x, lautet (G. Cantor**)): 

Die Gesamtheit aller Typen der wohlgeordneten Mengen vor. der Miich- 
tigkeit &, hat die Miichtigkeit »,. 

Diese Parallelitat der Definition von 8, und 2* iibertrigt sich ebenso 
auf die héheren Aleph. Es ist die Gesamtheit der einfach geordneten 
Mengen von der Michtigkeit 8, die Potenz 2%«, die Gesamtheit der 
wohlgeordneten Mengen von der Miachtigkeit &, liefert die nichstfolgende 
Kardinalzahl &,,,. 

Der Beweis ist in jeder Beziehung analog dem im einfachsten Falle 
gefiihrten, so daB derselbe hier tibergangen werden kann.***) 

Dagegen soll fiir den speziellen hier ausgefiihrten Fall ein zweiter 
einfacherer Beweis gegeben werden, der auf einer Eigenschaft des 
Typus 4 der rationalen Zahlen beruht. Es gelten die beiden folgenden 
Sitze (G. Cantor*)): 

Hilfssatz 1. Liegt zwischen je zwei Elementen einer einfach ge- 
ordneten absdhlbaren Menge stets ein Element, so ist sie vom Typus » 
(d. h. man kann sie fahnlich auf die Menge der rationalen Zahlen ab- 
bilden), wenn man ihr niedrigstes und ihr héchstes Glied beseitigt. 

Hilfssatz 2. Es ist die Menge 


(n,1,y)=yn+1+4 


*) Math. Ann. Bd. 46 (1895), S. 481. 

**) G. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. 

**) F. Hausdorff hat in einer Arbeit: ,Uber eine gewisse Art geordneter 
Mengen“ (Ber. d. k. s. Ges. d. Wiss. Leipzig; Math. Phys. Kl. 1901, p. 460—475) diesen 
Satz verallgemeinert, mdem er ibn fiir alle ,,gestuften‘‘ Mengen beweist, die ihrem 
Quadrat iiquivalent sind. 
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selbst vom Typus 7, also 
yt+l+y=y. 

Hierauf griinden wir den folgenden Satz. 

Satz 1. Ist w ein Ordnungstypus einer beliebigen abzihlbaren, ein- 
fach geordneten Menge, so gibt es stets eine Teilmenge von 7, welche 
den Typus uw besitzt. 

Beweis. Wir gehen aus von dem Ordnungstypus mw und zeigen, daB 
wir durch Einschaltung von Elementen an geeigneten Stellen denselben 
zum Typus » umwandeln kénnen. 

Diejenigen Elemente, welche zwischen zwei Elementen e, und e des 
Typus uw liegen, sind vollig bestimmt, wir nennen sie das Intervall (e,e,). 

Enthalten simtliche vorhandenen Intervalle Elemente, so ist der Typus u 
nach Hilfssatz 1 von der Form y, oder 1+, +1, 1+7+1, da man 
durch Streichung der niedrigsten und héchsten Glieder von w dann stets 
den Typus » erhalt. Fiigt man daher den Typus y sowohl vor als hinter 
den Typus w hinzu, so ist sicher nach Hilfssatz 2 


y+ety=y. 
Enthalten nicht simtliche Intervalle Elemente der Menge, so schieben 
wir in alle elementfreien Intervalle Mengen vom Typus y ein. Die so 


entstehende Menge u* erfiillt sicher die Bedingungen des Hilfssatzes 1, 
daB in jedem Intervall Elemente vorhanden sind. Es ist also wieder 
n+ e+yn=4.- 

SchlieBlich erinnern wir noch an den Satz: 

Hilfssatz 3. Die Gesamtheit der Punkte eines abzihlbar unendlich- 
dimensionalen Kontinuums besitzt die Michtigkeit des Linearkontinuums. 
In Zeichen 

(2%o)%o —= 2Xo, 

Beweis zu Satz 1 (§ 6). 

Der Typus » sei repriisentiert durch die Gesamtheit der rationalen 
Zahlen. Nach Satz 1 gibt es Teilmengen von rationalen Zahlen, welche 
einen beliebigen vorgelegten Typus uw darstellen. Die Menge O aller 
Typen w ist daher kleiner oder gleich der Menge R aller Teilmengen aus 
rationalen Zahlen. 

Wir denken uns nunmehr ein abzahlbar unendlich-dimensionales 
Kontinuum. Jeder Teilmenge (r,,7,,---) der rationalen Zahlenmenge 
kénnen eindeutig diejenigen Punkte zugeordnet werden, deren Ordinaten 
(x, %,,---) in irgend einer Reihenfolge (r,,7r,,---) sind. 

Die Menge R aller Teilmengen aus rationalen Zahlen ist daher 
kleiner oder gleich der Menge der Punkte des unendlich-dimensionalen 
Kontinuums. 
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Nach Hilfssatz 3 ist also 
R<Q=—c. 
Nun war andererseits 
O<R also O<c. 
Hiermit sind wir aber unter Zuhilfenahme des Theorems I wieder 
zum Beweise des Satzes 1 gelangt. 


Drittes Kapitel. 
Die Mengen im Kontinuum und das Ultrakontinuum. 


Die Behauptung von G. Cantor, dab im Kontinuum nur zwei ver- 
schiedene Michtigkeiten vorkommen, ist eine Aussage, welche sich auf 
alle Teilmengen des Kontinuums bezieht. Man kann sie in der Form 
aussprechen : 

Jede Teilmenge 7 des Kontinuums ist entweder abzahlbar oder von 
der Miachtigkeit des Kontinuums. 

Bisher bewiesen ist dieser Satz nur fiir die abgeschlossenen Mengen A, 
d. h. diejenigen, welche alle ihre Grenzelemente enthalten. 

Um nun den Umfang des bereits Geleisteten und des noch zu 
Leistenden abzuschiitzen, wird man die Frage aufwerfen: 

Welche Stellung nehmen die abgeschlossenen Mengen unter allen 
Teilmengen des Kontinuums ein? 

Wir beantworten diese Frage mit Hilfe einer der Mengenlehre eigen- 
tiimlichen Betrachtungsweise, die darin besteht, daB wir die Héiufigkeit 
beider Arten von Mengen in Vergleich ziehen. 

Wir bilden also diejenigen beiden Mengen {A} und { 7}, deren ein- 
zelne Elemente die Mengen A und 7’ sind, und stellen das Verhiltnis 
ihrer Michtigkeiten fest. 

Die Menge {7'} aller Teilmengen des Kontinuums war schon bei 
anderer Gelegenheit von G. Cantor untersucht, und er hatte gefunden, daB 
dieselbe eine héhere Machtigkeit als das Kontinuum besitzt. 

Von der Menge {A} beweisen wir dagegen den folgenden Satz: 

Die Gesamtheit {A} aller abgeschlossenen Mengen hat die Méchtigkeit 
des Kontinwums. 

Wir erhalten also das Resultat, daB die abgeschlossenen Mengen in 
geringerer Anzahl vorhanden sind, als die nichtabgeschlossenen. Das Ver- 
haltnis beider ist ein aibhnliches wie das zwischen algebraischen und trans- 
zendenten Zahlen. Der Satz wird in der Art bewiesen, daB ein Verfahren 
angegeben wird, wie man zu jeder abgeschlossenen Menge eine bestimmte 
reelle Zahl finden kann, welche sie umgekehrt véllig charakterisiert. 


Mathematische Annalen, LXi. 10 
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Zu den abgeschlossenen Punktmengen gehéren alle Kurven und 
Flichen im Raume von den mannigfachsten Formen und Gestalten, und 
es ist eine merkwiirdige Tatsache, daB somit eine einzige reelle Zahl aus- 
reicht, um jede auch noch so komplizierte unter ihnen zu beherrschen. 

Dieselbe Betrachtungsweise, wie sie auf die abgeschlossenen Mengen 
angewendet wurde, lat sich auch auf die von Baire eingefiihrten Mengen 
erster und zweiter Kategorie ausdehnen. Das Resultat ist hier ein nega- 
tives, es 1éBt sich mit Hilfe dieser Begriffe keine wesentliche Erweiterung 
der bisherigen Siitze erlangen. 

Es fragt sich nun, wie gelangt man zu einer Erweiterung der Séditze 
in dem angegebenen Sinne? 

Der hier eingeschlagene Weg besteht darin, daB das Kontinuum auf 
eine andere Form gebracht wird. Es wird ein héherer Typus konstruiert, 
innerhalb dessen es gelingt, fiir eine Teilmengenklasse, welche 2%: Mengen 
enthilt, die Miachtigkeitsfrage zu entscheiden. 

DaB die Kardinalzahl 2*: gréBer ist als die Kardinalzahl 2%, ist sehr 
wahrscheinlich. Der Beweis hierfiir steht jedoch noch aus. 


8 10. 
Die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen. 


Erklirung 1. Zwei Teilmengen des Kontinuums betrachten wir als 
verschieden, wenn sie in irgend einem Punkte nicht iibereinstimmen. Die 
Gesamtheit aller Teilmengen 7, bezeichnen wir mit {7}; ihre Michtig- 
keit ist (G. Cantor) 

(1) 2> Cc. 

Erklairung 2. Eine Menge heiBt abgeschlossen, wenn sie alle ihre 
Grenzpunkte enthalt. Die Gesamtheit der voneinander verschiedenen ab- 
geschlossenen Mengen A bezeichnen wir mit {A}. Wir behaupten den 
folgenden Satz: 

Satz 1. Es ist 
(2) {A}~c, 

d. h.: Die Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen ist von der Méichtigheit 


des Kontinuums.*) 
Dem Beweise schicken wir die folgenden Hilfssitze voraus. 


*) Beppo Levi gibt (1. c.) einen Beweis dieses Satzes, bei welchem er unter 
Benutzung der Ma8bestimmung im Kontinuum eine Abbildung von A auf ¢ eindeutig 
herstellt, wihrend hier unter alleiniger Benutzung des Ordnungstypus des Kontinuums 
eine Menge von Abbildungen erhalten werden, unter denen keine ausgezeichnet ist. 
(Hieriiber vgl. F. Bernstein, Bemerkung zur Mengenleblre, Gitt. Nachr. 1904, p. 6.) 











Untersuchungen aus der Mengenlebre. 147 


Hilfssatz 1. Alle abzihlbaren Teilmengen B, eines n-dimensionalen 
Raumes C, bilden in ihrer Gesamtkeit eine Menge von der Michtigkeit c. 

Beweis. Die Miachtigkeit aller Punkte des »-dimensionalen Raumes 
betriigt nach den bekannten Siitzen c = 2%o. Die Gesamtheit aller abzihl- 
baren Teilmengen desselben {B,} ist jedenfalls kleiner oder gleich der 
Menge aller Kombinationen dieser Punkte zu Klassen von &, Elementen. 
Nach der Cantorschen Definition des Potenzbegriffes ist also die Kardinal- 


(B,} <c%; 
da aber 
cXo = ¢, 
so ist erstens Rat 
(B,}<e. 
DaB aber andererseits 1 
(B,J > 


ist, erhellt daraus, da® jeder Punkt des §,-dimensionalen Kontinuums fir 

sich genommen eine abzihlbare Teilmenge des eindimensionalen Konti- 

nuums reprasentiert, so daB die Anzahl der letzteren sicher die Anzahl ¢ 

der ersteren erreicht. Das Aquivalenztheorem liefert dann die Behauptung 
{B,}~c. 

Erklirung 3. a) Jede abgeschlossene lineare Menge ist bestimmt 
durch die zugehérige Menge punktfreier Intervalle (G. Cantor*)) und 
b) jede Menge von getrennten Intervallen bestimmt eine abgeschlossene 
Menge, welche durch die Endpunkte der Intervalle und deren Grenz- 
punkte gebildet wird. 

Hilfssatz 2. Die Gesamtheit aller Mengen, welche aus getrennten 
Intervallen bestehen, betrigt aan 

{I}=c. 

Beweis. Jede Menge, welche aus getrennten Intervallen besteht, ist 
bekanntlich abzihlbar. Das gleiche gilt infolgedessen auch fiir die Menge 
der Intervall-Endpunkte. 

Werden zwei verschiedene Mengen von getrennten Intervallen durch 
dieselbe Menge EF von Endpunkten bestimmt, so wollen wir sie zusammen- 
gehorig nennen. 

Jedenfalls machen alle durch dieselbe Menge E bestimmten zu- 
sammengehérigen Intervallmengen héchstens eine Menge von der Michtig- 
keit ¢ aus. Denn es gibt eine durch EF eindeutig bestimmte Intervall- 
menge J*, welche alle aneinander grenzenden, durch die Punkte von E 
getrennten Intervalle enthilt. J* enthilt eine abzdihlbare Anzahl von 


*)’ G. Cantor, Acta Math. Bd. 2. 
10* 
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Intervallen, die iibrigen Intervallmengen entstehen durch Auslassung von 
Intervallen, d. h. sie stehen zu J* in dem Verhiltnis von Teilmengen. 
Thre Gesamtheit ist daher héchstens 2%»—¢. Die Gesamtheit aller Inter- 
vallmengen ist also héchstens { F} c. 


(9) {1} <{E}c. 
Die Menge E ist eine abzihlbare Teilmenge des Kontinuums. Also 
ist nach Hilfssatz 1 


(10) (EY <{dj<e. 

Mithin ist 

(11) {T}<c-e<e. 
Ferner ist aber we 

(12) Te. 


Denn die kongruente stetige Verschiebung einer Intervallmenge stellt in 
jeder Lage eine andere Intervallmenge derselben Art dar. 

Es folgt also Be 
(13) {I}=c. 

Beweis von Satz 1. Nach der Erklirung 3a) und 3b) gehért zu 
jeder Menge A eine Menge J umkehrbar eindeutig hinzu. Es ist also 


a {A} = {7}: 
Mithin ist auch “wae 
(14) {A}=c. 
Folgerung. Die perfekten Mengen, welche fiir die Analysis von 


vielfacher Verwendung sind, sind ein Spezialfall der abgeschlossenen 
Mengen. Es folgt aber fiir diese sofort 


{P}<c. 
Andererseits ist, wie leicht zu sehen, 

(P}>c 
und somit —-* 

{P)=c. 


Man kann also jede perfekte Menge durch eine einzige reelle Zahl villig 
charakterisieren und ihre Gesamtheit durch die reellen Zahlen abzihlen. 

Zusatz 1. Der Satz 1 bleibt auch fiir die abgeschlossenen Mengen 
im n-dimensionalen Kontinuum giiltig. 

Um dies zu beweisen, beziehen wir uns auf den von G. Cantor 
gegebenen Satz. 

Hilfssatz 3. Jede abgeschlossene Menge im C, laBt sich als Ab- 
leitung einer abzahlbaren Menge auffassen. 
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Jede Menge bestimmt ihre Ableitung eindeutig. Die Gesamtheit der 
Ableitungen der abzihlbaren Mengen ist daher kleiner oder gleich der 
Gesamtheit ¢ derselben. 

Also ist auch 


{A,}<c. 
Und da nach Satz 1 die linearen Mengen die Michtigkeit ¢ haben, so ist auch 
{A,}>c. 
eee: biome Mie 
{4,} = 
§ 11. 


Die Mengen erster und zweiter Kategorie. 


Es werden fiir die Mengen erster und zweiter Kategorie (Baire*)) 
zweckmiBig folgende Definitionen gegeben: 

Erklarung 1. Sind Q,, Q,---, Q,, ++ mirgends dichte Mengen und 
ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 9t(Q,) derselben eine iiberall 
dichte Menge, so heiBt 2t(Q,) eine Menge erster Kategorie. 

Ist R die Komplementiirmenge zu 2t(Q,), so soll R als eine Menge 
zweiter Kategorie bezeichnet werden. 

Die Begriffe ,,iiberall dicht, nirgends dicht, Komplementirmenge“ be- 
ziehen sich hier auf das Kontinuum. Legt man an Stelle desselben eine 
perfekte oder abgeschlossene Menge zugrunde, so wird man zu ent- 
sprechenden Begriffen gefiihrt. 

Erklarung 2. Fiir Machtigkeitsuntersuchungen ist es zweckmibig, 
von den Mengen Q, noch das Abgeschlossensein zu fordern. Man bezeichne 
die so entstehenden Mengen erster resp. zweiter Kategorie als geschlossen. 

Baire hat bewiesen, daB die Mengen zweiter Kategorie stets die 
Machtigkeit c haben. Die geschlossenen Mengen erster Kategorie haben 
offenbar stets die Miachtigkeit &, oder c. 

Satz 1. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp. zweiter 
Kategorie bildet eine Menge von der Michtigkeit c. 

Beweis. Wir bezeichnen die fragliche Gesamtheit mit {K,}. Zu 
jeder Menge erster Kategorie gibt es eine sie definierende einfach un- 
endliche Reihe abgeschlossener Mengen Q,. Es ist daher {K,} kleiner 
oder gleich der Gesamtheit aller einfach unendlichen Reihen aus abge- 
schlossenen Mengen. Alle Kombinationen zu je &,Elementen aus abge- 
schlossenen Mengen bilden eine Menge von der Miachtigkeit 


{A}%o = Xo am (, 
Es ist mithin 
ba acl mo he {K,}<c. 
*) Baire, Ann. di mat. Bd. 3 (1899), 8. 67. 
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DaB aber {K,} nicht kleiner ist als c, folgt sehr leicht, wenn man 
bedenkt, daB kongrnente Verschiebung einer Menge erster Kategorie in 
jeder Lage eine Menge erster Kategorie darstellt. Es ist also 

{Ky} =e. 

Die Verallgemeinerung des Satzes 1 auf beliebige abgeschlossene 
Mengen vollzieht sich in der folgenden Weise. 

Erklirung 3. Eine Menge @Q heiBt mirgends dicht in bezug auf 
eine abgeschlossene Menge P, wenn sie eine Teilmenge derselben ist und 
es kein Intervall der Menge P gibt, in welchem P und Q identisch sind. 
Sie heiBt iiberall dicht in bezug auf P, wenn jedes Element von P der 
Menge @Q oder ihrer Ableitung angehért. Sie heiBt abgeschlossen in bezug 
auf P, wenn sie ihre in P liegende Ableitung enthiilt. 

Satz 2. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp. 
zweiter Kategorie in bezug auf eine abgeschlossene Menge bilden eine 
Menge von der Michtigkeit c. 

FaBt man nun die Gesamtheit aller Mengen erster und zweiter Kategorie 
ins Auge, gleichgiiltig in welchen (abgeschlossenen) Mengen sie definiert 
sind, so sieht man: 


Satz 3. Die Gesamtheit aller Mengen K, ist ¢-¢ = c.*) 


§ 12. 
Das Ultrakontinuum. 


Es handelt sich im folgenden zunichst um die Konstruktion einer 
Menge, welche dieselbe Michtigkeit wie das Kontinuum, aber einen 
anderen Ordnungstypus besitzt. Zuvor leite ich einen Satz iiber alle 
Aleph mit endlichem Index ab. 

Satz 1. Es ist 

ar = 2% ew, 
wo v und u endliche Indizes bedeuten. 

Dem Beweise stelle ich die Hilfssiitze voran: 

Hilfssatz 1. Es sei m eine ganze endliche Zahl, so ist 

N"= 8 
fiir jedes Aleph. 

Den Beweis des Satzes, den ich aus miindlicher Mitteilung von 
G. Cantor kenne, fiihrt man analog wie im einfachsten Falle 8 = ¥, 
durch Verwandlung einer Doppelreihe in eine einfache Reihe. Man benutzt 


*) Es ist eine unmittelbare Folgerung des Satzes 3, daB auch alle einfach un- 
endlichen Summen aus Mengen zweiter Kategorie, die geschlossen sind, eine Menge 
von der Kardinalzahl ¢ ausmachen. Hin von anderer Seite ausgesprochener Satz, der 
diesem Resultat widerstreitet, ist seitdem zuriickgezogen. 
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dabei die aus den Zahlen der Zahlenklasse, welche die Michtigkeit 8 dar- 
stellt, gebildete Folge. 
Hilfssatz 2. Sind M und N irgend welche Mengen, so ist 


2M-n= Mn (wo n alle Elemente von N durchliuft). 
Hilfssatz 3. Ist 


RZ, 
so ist 
(3) gL x= Ry: 
Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 1 und dem Aquivalenzsatz; denn es ist 
XN, > 8, 
und 4 : 


RS, 8 = 8, 
Wir unterscheiden bei dem Beweise des Satzes 1 zwei Falle. Erstens sei 


(4) x, > 8. 
Dann ist auch 

(5) 2°>x,, 

also 


(2*+)*» > wir. 
Nach den Gesetzen fiir die Potenzen der Mengen und nach Hilfs- 
satz 1 ist also 
2%) > xk. 
Also ist, da auch 
2+ < Sri ’ 
2% oe iy ,®) 


(6) 


Die Multiplikation mit », liefert dann 


x, » 28) yy, 
Nunmehr sei zweitens 
(7) x, >8,. 
Es durchlaufe «, alle Zahlen der Klasse {«,} von der Michtigkeit &,,. 
Versteht man unter @, die zu «, gehérige Kardinalzahl, so ist jedenfalls 


(8) mS PT . 
a 

*) Man bemerkt, daB diese Ableitung auch fiir beliebige Aleph giiltig ist, so dab 

stets aus 
x, = R, ? 
2% = xis | 

folgt, was auch » und yw fiir Indizes sein mégen. In einer interessanten Arbeit: 
On the Transfinite Cardinal Numbers of Well-ordered Aggregates (Philos. Mag. VII. 
6. Serie (1904), p. 61—74 u. 294—802) hat Herr Ph. Jourdain den gleichen Satz 
gefunden. Dagegen ist der Satz 1 nicht, wie ich urspriinglich angenommen hatte, 
fiir beliebige Aleph beweisbar. 
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Denn jede Teilmenge von der Michtigkeit &,, gebildet aus den Elementen 
von &,, befindet sich, gemiB der Gleichung 7, in einem Abschnitt der 
wohlgeordneten Menge von Zahlen {«,}. Die Menge rechts ist aber offen- 
bar aquivalent der Gesamtheit aller Teilmengen aller Abschnitte von {«, }. 
Es kommt daher jede der links stehenden Teilmengen auch rechts vor. 

Wir nehmen nun an, der Satz 1 sei fiir alle 8,< 8, bereits be- 
wiesen. Dann folgt nach dem Bemerkten sofort 


a,» =, 2Sv. 
Hierdurch verwandelt sich (8) in 
(9) ety = Da, 2%. 
Nach Hilfssatz 2 folgt hieraus 
wiv = 2%). Sa, 


ae = By: 


Denn ersetzt man a, durch ¥8,, so entsteht offenbar 8%, welches gleich 


&,, ist. Hieraus erhellt unter Beriicksichtigung der Definition von 8, so- 
fort das Behauptete. Demgemi8 gewinnen wir das Resultat 


28+. = Mir. 


Es ist nun 


Wir werden hier nur von dem speziellen Falle des Satzes 8,= &, 
&,= 8, Gebrauch machen. Derselbe wurde jedoch allgemein bewiesen, 
um die Méglichkeit der Verallgemeinerung der hier bewiesenen Sitze auf 
héhere Aleph zu zeigen. 

Wir treffen die folgenden Festsetzungen: 


Erklarung 1. Sei «,, «,,--- eine einfach unendliche Menge von 
Zahlen der zweiten Zahlklasse. Wir setzen als Element einer Menge X, 
(10) © = [0y, Oy, 3, ---]. 


Sind « und 2’ zwei Elemente der Menge, so heiBe x gréBer als ~’, 
wenn fiir ein ungerades n 


dagegen 


«> & 
ist. Ist m gerade, so heiBe <2’. Offenbar ist entweder xz gréBer oder 
kleiner oder gleich z’. 
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Aus dieser Definition ergibt sich sofort, daB aus 


L,>%, wid &>4, 
folgt 
Ly > Xs. 

Damit ist die Menge X,, als eine einfach geordnete charakterisiert. 

Sind z,, 7,,---+ eine einfach unendliche Reihe stindig wachsender 
(oder abnehmender) Elemente, und nennen wir ein Element 2, welches 
gréBer ist als alle diese und unter all den gréBeren Elementen selbst 
das kleinste ist, den Limes von 2,,2%,,---,%,,::+, 80 kénnen wir den 
Satz beweisen: 

Jede einfach unendliche Folge von stiindig wachsenden Elementen 
hat einen Limes. 

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft der Zahlen der zweiten 
Zahlenklasse, daB je einfach unendlich viele derselben ein Grenzelement 
bestimmen. 

Es sei 


n- 


= (af, af? ---) 
gesetzt. Da die a”) wachsen, so sind sie entweder von einem gewissen ” 
_ab alle gleich @, oder sie haben einen von ihnen selbst verschiedenen 
Limes «,. Im zweiten Falle setzen wir 
Lim 2, = 2 = (a,, 0,0---), a, = Lim a”. 

Im ersten Falle bestimmen wir a, auf dieselbe Weise aus a{”)--- usw. 

Es ist dann xz = (a@,, @,,---) der Limes von 2,. 

Erklirung 2. Eine Teilmenge der Menge X,, ist offenbar die Menge 
der Zahlen x, welche nur eine endliche Anzahl von Zahlen a, im iibrigen 
aber Nullen enthalten. Wir bezeichnen sie mit R, und nennen die Zahlen 
die ultrarationalen Zahlen. 

Es ist offenbar, daB zwischen je zwei Elementen der Menge X, 
Elemente von R, liegen. In bezug auf R, gilt der Satz: 

Satz 2. Es ist z 

R, = 2%, . 


. o 
R,=%p > 8, 
n=1 


da jedes Element r,, von R, eine Kombination von einer endlichen Anzahl » 
von Elementen aus &, darstellt, die sich auf %, verschiedene Weisen auf 
die Stellen von r, verteilen kann. 

Da 


Beweis. Offenbar ist 


er = 8, 






























——— 
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ist, so erhalten wir 


Satz 3. Es ist 


Beweis. Offenbar ist 
X,= aio, 


da jede einfach unendliche Kombination von Zahlen aus &, eine Zahl 
von X, liefert. Es ist aber nach Satz 1 


xo = x, 2%o. 
Die Ungleichung 
2% > x, 


liefert, wenn man sie mit 2%° multipliziert, 


ao — (2%:)#> x, 2%, 
woraus sofort 
, 280 = 2%o 
und die Behauptung , 


folgt. 

Die nihere Bestimmung des Ordnungstypus 0, der Menge X,, welche 
wir als Ultrakontinuum bezeichnen, hat darum ein besonderes Interesse, 
weil es wahrscheinlich ist, daB es nur zwei véllig homogene Ordnungs- 
typen einfach geordneter perfekter Mengen gibt, die von der Miachtig- 


keit 2%o sind, namlich das Kontinuum und das Ultrakontinuum. 

Erklarung 3. Sei 7 eine Teilmenge von X,. Unter der Ablei- 
tung 7” von 7 verstehe ich die Menge der Grenzelemente von 7. 

Erklirung 4. Ist 7” enthalten in 7, so nenne ich 7, wie iblich, 
abgeschlossen; ist T = 7", perfekt. 

Satz 4. Jede perfekte Menge P, ist von der Michtigkeit 2%. 

Ich kann den Beweis hier nur andeuten. Er beruht auf dem folgen- 
den Hilfssatz: 

Hilfssatz 4. Jede Menge in X,, von der kein Element Grenzelement 
der iibrigen ist, hat die Miachtigkeit 8,, oder sie ist abzihlbar. 

Denn sie definiert eine mit ihr aquivalente Menge von aneinander- 
grenzenden Intervallen. In dem Innern derselben liegt mindestens ein 
ultrarationales Element. Also ist sie héchstens von der Michtigkeit der 
letzteren, 8,. Andererseits gibt es wirklich derartige Mengen von dieser 
Michtigkeit, z. B. die Menge der ganzen ultrarationalen Zahlen erster Art. 

Der Satz 4 kann nunmehr ganz analog bewiesen werden, wie im 
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Kontinuum der reellen Zahlen der entsprechende Satz. Ebenso ergibt 
sich das Theorem ; 

Satz 5. Jede abgeschlossene Menge A, ist entweder abziahlbar, von 
der Machtigkeit 8, oder von der des Kontinuums. 

Derjenige Satz, welcher uns in diesem Zusammenhange am meisten 
interessiert, lautet: 

Satz 6. Die Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen {A,} ist von 
der Miachtigkeit 2°:. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch Betrachtung der Intervall- 
menge J,, welche die abgeschlossene Menge villig bestimmt. 

Unter Anwendung des Hilfssatzes 4 gelangen wir dazu, die Gesamt- 
heit der Intervallmengen {J,} mit der Gesamtheit aller Teilmengen des 
Ultrakontinuums X, von 8, Elementen in Beziehung zu setzen. Die letztere 
hat die Machtigkeit a 

XM ae Q¥0%1 == 2% 


Es folgt durch leichte Betrachtung hieraus 
{A,}< 2". 


{A,} > 2": 
ist, sieht man sofort, wenn man bedenkt, daB jede Teilmenge der Zahlen a 
erster Art durch Hinzunahme geeigneter Zahlen zweiter Art zu einer ab- 
geschlossenen Menge wird, und daf jede solche vervollstindigte Teilmenge 
der Menge R, angehért, also auch eine Teilmenge A, von X, darstellt. 

Da das Ultrakontinuum die Miichtigkeit des Kontinuums hat, so 
existiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung ©, welche das Ultrakon- 
tinuum auf das Kontinuum abbildet. 

Jede Menge A, geht dabei in eine — im allgemeinen nicht abge- 
schlossene — Menge von reellen Zahlen iiber. Fiir diese gilt natiirlich 
ebenfalls der Satz 5. Es ist also dann die Frage nach der Michtigkeit 
derselben beantwortbar. 

Ist, wie zu vermuten steht, 2": gréBer als 2“, so wire damit die 
Klassifikation nach Miachtigkeiten fiir ein gréBeres Gebiet von Mengen 
entschieden, als dies bisher méglich war. 


DaB aber 
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Uber die Grundlagen der Mengenlehre und das Kontinuumproblem. 
Von 


Jutius Kénie in Budapest. 


Nach schweren Bedenken entschlieBe ich mich, das Folgende der 
Offentlichkeit zu iibergeben. Welche Aufnahme immer die darin enthal- 
tene Auffassung finden mége, so glaube ich doch, daB die angeregten 
Fragen in der weiteren Entwicklung der Mengenlehre nicht iibergangen 
werden kénnen. 

DaB das Wort ,,Menge“ promiscue fiir ganz verschiedene Begriffe 
verwendet wird, und hieraus die scheinbaren Paradoxien dieses jungen 
Wissenschaftszweiges entstehen; daB ferner auch die Mengenlehre, wie 
jede exakte Wissenschaft, der axiomatischen Annahmen nicht entbehren 
kann, und daB fiir diese, wenn sie auch hier viel tiefer liegen, ebenso wie 
in anderen Disziplinen eine gewisse Willkiirlichkeit vorhanden ist: — das 
alles will ich nicht als neu hinstellen. Doch glaube ich, in bezug auf 
diese Fragen auch in dieser fragmentarischen, vorliufigen Mitteilung neue 
Gesichtspunkte zu bieten. Insbesondere kann wohl die spezielle Theorie 
der wohlgeordneten Mengen nicht als vollstiindig begriindet angesehen 
werden, solange die unter 4. behandelten Fragen nicht geklirt sind. 

1. Ist a,, a,,---+,4@,,-+- eine abzaihlbar unendliche Reihe positiver 
ganzer Zahlen (vom Typus ), so sollen die Dinge 

(4; Ag, Ag,***, Ay** ‘) 
die als ,Kontinuum“ bezeichnete Menge definieren. Ist man von einer 
anderen Definition des Kontinuums ausgegangen, so sind die (a, , @,,---, @,,°--) 
Symbole, die die Elemente des Kontinuums einerseits eindeutig bestimmen, 
andererseits voneinander genau unterscheiden. 

Ein Element des Kontinuums soll ,endlich definiert“ heiBen, wenn 
wir mit Hilfe einer zur Fixierung unseres wissenschaftlichen Denkens 
geeigneten Sprache in endlicher Zeit ein Verfahren (Gesetz) angeben 
kénnen, das jenes Element des Kontinuums von jedem anderen begrifflich 
sondert, oder — anders ausgedriickt — fiir ein beliebig gewihltes k die 
Existenz einer und nur einer zugehérigen Zahl a, ergibt. 

Dabei muB aber ausdriicklich betont werden, daB die hierin geforderte 
,endliche* begriffliche Sonderung nicht mit der Forderung eines wohl- 
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definierten oder gar endlichen Verfahrens zur Bestimmung der a, ver- 
wechselt werden darf. 


Man zeigt sehr leicht, daB die endlich definierten Elemente des Kon- 
tinuums eine Teilmenge des Kontinuums von der Miaichtigkeit %, bestimmen, 
die wir weiterhin mit EF bezeichnen wollen. 

Eine solche endliche Definition muB namlich durch eine endliche Zahl 
von Buchstaben und Interpunktionszeichen, die selbst nur in bestimmter, 
endlicher Zahl vorhanden sind, vollstandig gegeben sein. Man kann weiter 
jene verschiedenen endlichen Definitionen wieder so anordnen, daB jeder 
beliebigen Definition eine und nur eine bestimmte positive ganze Zahl 
als (endliche) Ordnungszahl entspricht. 

Jedes endlich definierte Element des Kontinuums bestimmt, da ja 
fiir ein solches Element verschiedene ,,endliche“ Definitionen existieren 
kénnen und auch wirklich vorhanden sind, eine Reihe von positiven 
ganzen Zahlen, unter denen demnach die kleinste eindeutig bestimmt ist, 
und die wieder — durch die zugehérige Zeichenkombination — das be- 
treffende endlich definierte Element des Kontinuums eindeutig bestimmt. 

E ist daher einer Teilmenge der aus den positiven ganzen Zahlen 
bestehenden Menge iquivalent. Da aber 

(a, @,+++,@,+*+), 
wo a@ eine beliebige positive ganze Zahl sein kann, ein endlich definiertes 
Element des Kontinuums ist, folgt hieraus weiter: 
e=%, 
wenn wir die Miachtigkeit von E mit e bezeichnen. 

Da aber das Kontinuum seiner Definition nach nicht abzahlbar ist, muB 
es Elemente des Kontinuums geben, die nicht endlich definiert sein kénnen. 

2. Wenn ich im Augenblick auch noch darauf verzichten muB, eine 
genaue und systematische Darstellung zu geben, ist es doch unbedingt 
notwendig, die in dem bisherigen Gedankengange enthaltenen axiomatischen 
Annahmen zu prazisieren. 

a) Es wird vor allem die ,,Tatsache* angenommen, daB es in unserem 
BewuBtsein sich abspielende Prozesse gibt, die den formalen Gesetzen der 
Logik geniigen und als ,,wissenschaftliches Denken“ bezeichnet werden, 
und daB es unter diesen auch solche gibt, die mit anderen ebensolchen 
Prozessen, der Erzeugung jener friiher beschriebenen Zeichenfolgen, in 
gegenseitig eindeutiger Beziehung stehen. 

Die Frage, ,,wie“ diese Beziehung zustande kommt, oder gar ,,wie 
weit“ diese Beziehungen erstreckt werden kénnen, wird dabei gar nicht 
beriihrt. (Metalogisches Axiom.) 

b) Jede ,,beliebige* aus positiven ganzen Zahlen gebildete Folge vom 
Typus o und der ,JInbegriff aller dieser Folgen“, den wir ,,Kontinuum“ 
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nennen, sind ,médgliche Begriffe“, d.h. solehe, die an sich zu keinem 
logischen Widerspruche fiihren. (Kontinuwm-Axiom.) 

Eine weitere griindliche Analyse dieser Behauptung ist — wie ich 
glaube — in jenen Entwicklungen enthalten, die Herr Hilbert dem IIL. In- 
ternationalen Mathematiker-Kongresse in Heidelberg vorgetragen hat. 
(Kongr.-Verh. pag. 174.) 

Insbesondere enthilt diese Definition des Kontinuums die Behauptung, 
daB dessen Miachtigkeit“ s*> ist. 

DaB weiter dann x5 >, ist, kann z. B. nach der in meiner Note 
»£um Kontinuumproblem“, Math. Ann. Bd. 60, p. 177, gegebenen Methode 
bewiesen werden. 

Ich stelle mich damit in bewuBten Gegensatz zu der Annahme, dab 
es nicht gestattet ist, iiber ,endliche Gesetze“ hinauszugehen. Mit dieser 
Annahme wird meiner Ansicht nach die Existenz des Kontinuums und des 
Kontinuumproblems geleugnet. Dje hier beniitzte Annahme ist im Gegen- 
teil die, daB es Elemente des Kontinuums gibt, die wir nicht ,zu Ende 
denken“ kénnen, und die ,,trotzdem“ widerspruchsfrei, also, wenn der Aus- 
druck in allerdings ganz neuem Sinne gestattet ist, ideale“ Elemente sind. 

ce) Wenn wir nun nach den bisherigen Annahmen von einem ,,be- 
liebigen“ Elemente des Kontinuums sprechen diirfen, beniitzen wir endlich 
die logische Antithese: ,,Ein beliebiges Element des Kontinuums ist ent- 
weder endlich definiert oder dies ist nicht der Fall“ Nach a) und b) 
kann wohl diese Antithese nicht zuriickgewiesen werden, um so weniger, 
da diese, ohne unsere Schliisse zu aindern, auch subjektiv gefaBt werden 
kann: ,,Fiir ein beliebiges Element des Kontinuums ist eine endliche De- 
finition sicher vorhanden, oder dies ist nicht der Fall.“ 

3. Die bisher entwickelten Annahmen fiihren in merkwiirdig einfacher 
Weise zu dem Schlusse, daB das Kontinuum nicht wohlgeordnet werden 
kann. 

Denken wir die Elemente des Kontinuums als wohlgeordnete Menge, 
so bilden jene Elemente, die nicht endlich definiert werden kénnen, eine 
Teilmenge jener wohlgeordneten Menge, die gewiB Elemente des Konti- 
nuums enthilt. Diese Teilmenge ist aber dann auch wohlgeordnet, und 
enthailt ein und nur ein erstes Element. Man beachte ferner, daB nach 
den jetzt giiltigen Annahmen das Kontinuum, wie jede wohlgeordnete 
Menge, eine liickenlose Folge bestimmter Ordnungszahlen definiert; und 
zwar in der Weise, daB jedem Elemente des Kontinuums eine und nur 
eine solche Ordnungszahl entspricht, wie auch umgekehrt. Es ist demnach 
,die einem endlich definierten Elemente des Kontinuums entsprechende 
Ordnungszahl“, sowie auch ,,das.einer endlich definierten solchen Ordnungs- 
zahl entsprechende Element des Kontinuums“ endlich definiert. Es miibte 
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demnach in jener Folge eine erste nicht endlich definierbare Ordnungszabl 
vorhanden sein. Dies ist aber uaméglich. 

Es gibt nimlich eine bestimmte (wohlgeordnete) Menge endlich de- 
finierter Ordnungszahlen, die von. der ersten ab liickenlos aufeinander 
folgen. ,,Die der Gréfe nach auf alle diese zuniichst folgende Ordnungs- 
zahl“ wiire aber durch das Gesagte eben endlich definiert, wihrend sie 
doch — der Annahme nach — nicht endlich definiert werden kann. 

Die Annahme, daB das Kontinuum wohlgeordnet werden kann, hat 
demnach zu einem Widerspruch gefiihrt. 

4. Gegen die Richtigkeit der bisherigen Ausfiihrungen erhebt sich 
beinahe unmittelbar der Einwand, daB dieselben ja Wort fiir Wort auf 
jede wohlgeordnete und nicht abzihlbare Menge angewendet werden kénnen, 
daB also solche Mengen iiberhaupt nicht existieren kénnten. Da aber 
Cantors zweite Zahlenklasse Z(%,) — ,,die Gesamtheit aller Ordnungs- 
typen wohlgeordneter Mengen von der Kardinalzahl x,“ — widerspruchs- 
los eine solche Menge“ definiert, mu8 in den bisherigen Schliissen ein 
Denkfehler untergelaufen sein. DaB ein solcher Denkfehler aus diesem 
paradox scheinenden Resultate nicht folgen muf, soll noch ausfihrlicher 
auseinander gesetzt werden. 

Das Wort ,,Menge“ wird in den beiden Fallen fiir zwei total ver- 
schiedene Begriffe gebraucht. 

Bei der Bildung des Kontinuumbegriffes ist die ,,beliebige“ Folge 
(@,, 4g,+*~+,@,*-+-) das Primare, Urspriingliche. Aus dieser wird durch 
die Forderung, a,, a,,--- durch bestimmte positive ganze Zahlen zu er- 
setzen, eine ,bestimmte* Folge, ein Element des Kontinuums, das wir 
also, wenn iiberhaupt, auch von jedem anderen Elemente begrifflich ge- 
sondert denken. Die weitere Forderung, den Inbegriff dieser ,,wohlunter- 
schiedenen“ Objekte zu denken, fiihrt dann zum Kontinuum. 

Ganz anders steht die Sache bei der Zahlenklasse Z(s,). Ihre 
yllemente“ werden durch die ,igenschaft“, Ordnungstypen wohlgeord- 
neter Mengen von der Miichtigkeit &, zu sein, bestimmt. Allerdings 
kennen wir solche Elemente: @, @ + 1,---; aber jene Kigenschaft ist nur 
eine Abstraktion, im besten Falle ein Mittel zur Unterscheidung zwischen 
in die Klasse gehérigen und anderen Dingen; gewiB aber keine Anweisung, 
nach der jedes Element von Z(s,) gebildet werden kann. Hier ist das 
Primiére, Urspriingliche der Kollektivbegriff, den ich — im Anschlu8 an 
Cantors Namengebung — eben deshalb gar nicht als ,Menge“, sondern 
als ,,Klasse“ bezeichnen méchte; und erst aus diesem heraus werden dann 
der Klasse angehérende Elemente konstruiert. 

DaB die zweite Zahlenklasse Z(&,) als ,fertige“ Menge wohlunter- 
schiedener, d. i. begrifflich durchweg gesonderter Elemente definierbar ist, 
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kann auch nach dem bisherigen Stande unserer mengentheoretischen Kennt- 
nisse nicht als wahrscheinlich bezeichnet werden. Insofern die friher 
entwickelten Schliisse richtig sind, wire in dieser Darstellung sogar der 
Beweis enthalten, daB die zweite Zahlenklasse nicht als fertige Menge, 
d. i. als Inbegriff wohlunterschiedener, durchweg begrifflich gesonderter 
Elemente gedacht werden kann*). 

Indem ich diese fragmentarischen Auseinandersetzangen schlieBe, ge- 
reicht es mir zur Genugtuung, konstatieren zu kénnen, daB diese trotz 
ihres teilweise oppositionellen Charakters, soweit sie richtig sein mégen, 
nur den hohen Wert der genialen Cantorschen Schépfung in neues Licht 
setzen. Die Opposition richtet sich nur gegen gewisse Vermutungen 
Cantors; der Inhalt der von ihm bewiesenen Sitze bleibt vollstindig 
intakt. Ich bemerke noch endlich, daB die hier gegebene Unterscheidung 
zwischen ,,Menge“ und ,,Klasse“ die genannten Paradoxien (,,Menge aller 
Mengen“ usw.) vollistandig klart. 

Das Wesen des Vorstehenden habe ich in der ungarischen Akademie 
der Wissenschaften am 20. Juni 1905 vorgetragen. 


*) In dieser Tatsache liegt, wie ich glaube, der Ursprung jener Paradoxien 
in der Theorie der Ordnungszahlen, auf die zuerst Herr Burali-Forti aufmerksam 
gemacht hat. 

Ich méchte hier noch einige kurze Bemerkungen hinzufiigen, die das Verstiind- 
nis der Ausfiihrungen unter 4. vielleicht erleichtern. 

Auch der Inbegriff der positiven ganzen Zahlen ist urspriinglich nur als ,,Klasse‘ 
gegeben. So definiert auch Herr Hilbert a. a. 0. das ,,kleinste Unendlich‘.. Doch 
scheint es, daB die Forderung, diese Klasse als fertige Menge zu denken, méglich, 
d. h. an sich widerspruchslos ist. 

Hingegen wiire das Kontinuum nur als ,,fertige Menge‘, die zweite Zahlenklasse 
nur als Klasse oder (vielleicht ist der Ausdruck gestattet) ,,.werdende Menge denkbar. 

Ich will noch auf einen sehr elementaren Kollektivbegriff hinweisen, der dié 
Auffassung als ,,fertige Menge gewiB nicht gestattet. 

Wir gehen von der Gesamtheit aller endlichen Dezimalbriiche aus, die wir aber 
als unendliche Dezimalbriiche schreiben, indem wir an die unbesetzten Stellen iiberall 
die Ziffer 0 setzen. 

Jede Stelle ist in diesen Gebilden frei besetzbar, d. h. wir kénnen statt irgend 
einer Ziffer irgend eine andere Ziffer setzen, ohne aus der Gesamtheit der definierten 
Gebilde herauszutreten. 

Trotzdem wiire es véllig unstatthaft, von einem Inbegriff aller Stellen als frei 
besetzbarer Stellen zu sprechen, offenbar wire damit das in der Definition der frei 
besetzbaren Stellen enthaltene ,,Hemmungsprinzip“ eliminiert. Dieses Hemmungsprinzip 
kann folgendermaBen gefaBt werden: ,,Die k** Stelle kann frei besetzt werden, es muB 
aber eine positive ganze Zahl 1>k geben, so daB von der U™ Stelle ab nur die 
Ziffer Null zur Verwendung gelangt.“ 

Die Frage: ,,wieviel zugleich frei besetzbare Stellen gibt es?‘ kann durch keine 
Kardinalzahl (im Sinne Cantors) beantwortet werden und fordert die Schépfung 
eines neuen ,,Zihlbegrifis‘. 
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Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen. 


Von 


GERHARD HESSENBERG in Grunewald bei Berlin. 
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$1. 
Einleitung. 


DaB der Pascalsche Satz aus dem Desarguesschen durch reine Ver- 
kniipfung nicht gefunden werden kann, hat Herr Hilbert in den ,,Grund- 
lagen der Geometrie“ gezeigt. DaB aber umgekehrt der Desarguessche 
Satz eine Folge des Pascalschen ist und durch reine Verkniipfung aus 
ihm hergestellt werden kann, scheint bisher nicht bemerkt worden zu 
sein. Wenigstens finden sich in allen den Gegenstand behandelnden 
Arbeiten Bemerkungen wie die, daB der projektive Fundamentalsatz aus dem 
Desarguesschen und Pascalschen Satz folgt, oder daB jeder ebene Schnitt- 
punktsatz aus dem Pascalschen und Desarguesschen Satz bewiesen werden 
kann. Ferner finden sich zumeist beide Siitze nebeneinander zum Auf- 
bau einer Streckenrechnung verwandt. Es darf also angenommen werden, 
daB der Desarguessche Satz als ein unentbehrlicher Bestandteil des Fun- 
damentalsatzes ziemlich allgemein angesehen wurde. 

Der hier gegebene Beweis des Desarguesschen Satzes ist zuerst auf 
projektivem Wege gefunden worden. Indem ich nach dem Vorbild der 
»Grundlagen“ die Figur des Beweises affin spezialisierte*), erhielt ich den 


*) d. h. indem eine der Geraden der Konfiguration als unendlichferne der eukli- 
dischen Geometrie gewahlt wurde. 
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sehr einfachen und iibersichtlichen Beweis, der im vierten Paragraphen 
dem projektiven Beweis vorangestellt ist. Den projektiven Beweis glaubte 
ich trotzdem nicht unterdriicken zu sollen, weil er einen tieferen Ein- 
blick in das ganze Verfahren gibt und besonders die Wahl der Hilfs- 
linien methodisch rechtfertigt, wiihrend sie im affinen Beweis als Kunst- 
griffe erscheinen. 

Aus dem affin spezialisierten Beweis laBt sich andererseits eine 
Folgerung ziehen, die sich aus dem projektivisch allgemeinen Beweis 
nicht so unmittelbar ergibt. Aus dem affin spezialisierten Desarguesschen 
Satz ergibt sich nimlich die Giiltigkeit des allgemeinen, weil er bereits 
die Existenz siimtlicher ebenen Zentralkollineationen nach sich zieht.*) Aus 
dem gleichen Grunde giit dann aber auch zu jedem affin spezialisierten 
Schnittpunktsatz die projektive Verallgemeinerung, so daB wir speziell 
behaupten kénnen, daB die Giiltigkeit des affinen Pascalschen Satzes, in- 
dem sich aus ihr die des affinen Desarguesschen Satzes ergibt, die des 
allgemeinen Pascalschen zur Folge hat. Der Pascalsche Satz in Herrn 
Hilberts spezieller Formulierung ist also mit dem projeltiven Fundamentalsatz 
inhaltlich gleichwertig und geniigt zum Beweise aller ebenen Schnittpunktsitze. 


§ 2. 
Andere Formulierung des Desarguesschen und Pascalschen Satzes. 
Der affin spezialisierte Desarguessche Satz lautet: 
I) Ist A, A, || B,B,, A,A;||B,B,, so ist auch A, A, || B,B,, wenn 
A, B,, A; B,, A,B; durch einen Punkt O laufen, und umgekelit. 
Die Figur dieses Satzes besteht aus zwei homothetischen**) Vier- 











A ' ZB, 
A, 
A, A, 
Z, z 
Fig. 1. Fig. 2. 


ecken in spezieller Lage: O.A,A,A, und OB,B,B,. Es ist nun aus den 


*) Der Beweis steht implizite in Kap. V der ,,Grundlagen“. Siehe hierzu auch 
meine Arbeit ,,Desarguesscher Satz und Zentralkollineation, Archiv. d. Math. u. Phys. 
Ill. Reihe, Bd. 6. 

“*) homothetisch = &hnlich und ihnlich gelegen. 
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Elementen der projektiven Geometrie bekannt, daB hieraus sofort der all- 
gemeine Satz iiber homothetische Vierecke*) folgt: 

Ia) Ist A,A,|| ByB, 4,5|| B.By 4, Ay] BB, 444g|| ByBy, 
A, A,|| B,B,, so ist auch A, A,|| B, B,. 

Da (I) ein Spezialfall von (Ia) ist, sind die Sitze (I) und (Ia) aqui- 
valent. Der Desarguessche Satz spricht also die Existenz homothetischer 
Vierecke aus, und diese Existenz bedarf darum eines besonderen Satzes, 
weil durch fiinf Paar paralleler Seiten das sechste mitbestimmt ist, also 
der Bedingung der Parallelitiit zunichst nicht unterworfen werden kann. 

In zwei Vierecken kénnen nun die Seiten des einen denen des andern 
noch auf eine zweite Art parallel sein, die man als Reziprozitdt bezeichnet. 
Nennt man ein Paar von Seiten entsprechend, wenn sich die Ecken ent- 
sprechen, so ist im homothetischen Fall jede Seite zu ihrer entsprechenden, 
im reziproken Fall dagegen jede Seite zur Gegenseite ihrer entsprechenden 
parallel. Die Existenz reziproker Vierecke erfordert ebenso wie die der 
homothetischen einen besonderen Satz, und dieser lautet: 

Ila) Ist A,A,|| CsC,, AyAs|| C,Cy, A,Ay|| GCs, A,As|| G,, 
A, A, || C,C,, so ist auch A, A,|| C, Cy. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ist der Pascalsche, welcher lautet: 














es 
Fig. 3. “a Fig. 4 


Il) Liegen P, Q, R auf einer Geraden, und ist PQ’ || QP’, PR’|| RP’, 
so ist auch QR’ || RQ’, wenn P’, Q’, R’ in einer Geraden liegen, und um- 
gekehrt.**) 

Die Figur dieses Satzes besteht naimlich aus zwei reziproken Vier- 
ecken in spezieller Lage, PQQ’R’ und Q’P’RQ, deren Ecken sich in der 
angeschriebenen Reihenfolge entsprechen. 

Es ist aber (Ia) auch eine Folge von (II). Denn nach unserer Be- 
hauptung ist (I) eine Folge von (II), (Ia) eine Folge von (I). Auf Grund 


*) ,,Viereck“* steht hier stets im Sinne von ,,vollstindiges Viereck*. 
**) Der Zusatz ,,und wmgekehrt“ ist in (I) wie in (I) logisch betrachtet-unndtig 


11* 
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von (II) kénnen wir zu jedem Viereck spezielle reziproke und zu diesen 
nach (Ia) alle homothetischen konstruieren. Damit erhalten wir aber alle 
zu dem urspriinglichen reziproken Vierecke, denn es gilt der Satz: 

(III) Sind zwei Vierecke zu einem dritten reziprok, so sind sie zuein- 
ander homothetisch. 

Umgekehrt erkennen wir jetzt aus den neuen Formulierungen des 
Desarguesschen und Pascalschen Satzes, (la) und (Ila), daB auf Grund 
von (III) der erste eine Folge des zweiten ist. 

Das Verhiltnis der beiden Sitze ist in mancher Hinsicht analog zu 
dem von Kongruenz und Symmetrie. Aus der Existenz symmetrischer 
folgt unmittelbar die kongruenter Dreiecke, das Umgekehrte aber nur 
unter Zuhilfenahme von Stetigkeitsbetrachtungen. Ebenso folgt aus der 
Existenz reziproker Vierecke die der homothetischen, die Umkehrung ist 
aber nur mit Verwendung der Stetigkeit méglich. Die Untersuchungen 
von Herrn Hilbert, Grundlagen Kap. VI und Anhang II, machen es in- 
dessen zum mindesten unwahrscheinlich, da8 mehr als eine bloBe Analogie 
vorliegt. 

Die vorstehende Betrachtung spielt bei dem noch zu gebenden Be- 
weis keine Rolle, ich habe sie daher vorweggenommen. 


§ 3. 
Analoges Problem fiir den Raum. 


Der Desarguessche Satz ist in der riumlichen Geometrie aus den 
Verkniipfungsaxiomen nach Einfiihrung idealer Elemente beweisbar. Fiir 
die riumlichen Verkniipfungsaxiome ist aber der wesentliche neue Grund- 
begriff die Ebene und diese kann durch Definition eingefiihrt werden, 
wenn folgender Grundsatz anerkannt wird: 

(Ib) Gibt es zu vier Punkten ABCD einen fiinften, X, der sowohl 
auf der Geraden AB wie auf der Geraden CD liegt, so gibt es auch einen 
Punkt Y, der mit AC sowohl wie mit BD in gerader Linie liegt.*) 

Dem Pascalschen Satz entspricht dagegen folgender Raumsatz, der 
aus reinen Verkniipfungen, also auch aus (Ib) nicht herzuleiten ist: 

(IIb) Sind g,, h,, (i,k = 1, 2, 3,4) zwei Quadrupel von Geraden, so 
folgt aus der Existenz von fiinfzehn der Schnittpunkte (g,h,) die des sechzehnten. 

Man kann nun hier die Frage aufwerfen, ob (Ib) in (IIb) enthalten 
ist, dh. ob aus der Existenz der geradlinigen Flaichen zweiter Ordnung 


*) GauB, Werke, Bd. VIII. S. 162, 189, 194, 200, 224. (Zitiert nach Vahlen, 
Abstrakte Geometrie, S. 56.) Das Tatsiichliche darf wohl als allgemein bekannt 
gelten. Ich bin Anfang der 90er Jahre von Pr. Zermelo auf die Bedeutung des 
Satzes (Ib) aufmerksam gemacht worden, 
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die der Ebene ohne Kongruenz und Stetigkeit gefolgert werden kann. 
Eine Antwort auf diese Frage vermag ich zur Zeit nicht zu geben. Be- 
kannt ist bis jetzt nur, daB, die Existenz der Ebene vorausgesetzt, (II) mit 
(IIb) aquivalent ist. 


§ 4. 
Der affine Beweis. 


Wir beweisen Satz I unter der Annahme, daB O ein wirklicher Punkt 
ist. Aus der Umkehrbarkeit des Satzes ergibt sich dann sofort seine 
Giiltigkeit auch in dem besonderen Falle, daB A,B,, A,B,, A,B, par- 
allel sind. 

Sodann setzen wir voraus, dab O0.A,B, mit A,A,, B,B, nicht parallel 
sei. Dies ist durch treffende Wahl der Bezeichnung nur dann nicht zu 
erreichen, wenn fiir jede Permutation (7, k,1) von (1, 2, 3) 

OA,B, || A.A, 
und 

OA, B, || BB, 
wire. In diesem Fall (der iibrigens in einer Geometrie nicht méglich 
ist, in der die Anordnungssiitze*) gelten) wire aber die zu beweisende 
Behauptung bereits erfiillt. 

Endlich sei hervorgehoben, daB 
A,A, nicht zu B,B, parallel sein 
darf, da sonst der Satz trivial wird. 
Wir gehen also von der die Allge- 
meinheit nicht beschrinkenden An- 
nahme aus, daB von den vier Ge- 
raden OA,, OA,, OA,, A,A,; keine 
zwei parallel sind. 

Wir ziehen sodann durch A, 
eine Parallele zu O.A,, die B,B, in 
einem wirklichen Punkte LZ, OA, in 
einem wirklichen Punkte M schneidet. 
L fallt nicht nach B, und nicht auf die Gerade B,B,, da es in diesem 
Falle nur nach B, fallen kénnte. Es ist also LB, eine eindeutig be- 
stimmte, von B,B, verschiedene, daher zu A,A, nicht parallele Gerade. 
Sie trifft A, A, in dem wirklichen Punkt N, den wir noch mit O und M 
verbinden. 








Fig. 5. 


*) Eine Geometrie, in der diese Singularitét eintreten kann, ist in meiner 
Acbeit: ,,Uber die projektive Geometrie“ angegeben. Sitz.-Ber. der Berliner Math. Ges., 
Jahrg. II. 
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Nunmehr bilden O, A,, B,; L, B,, N ein Pascalsches Sechseck. Es ist 
A,N parallel mit B,B, nach Vorauss., 
A, L ° » OB, ,  Konstr. 


Also ist nach dem Pascalschen Satz 


(1) ON parallel mit LB,, d. h. mit B, B,. 
Nach Voraussetzung ist daher auch 
(2) ON parallel mit A, Aj. 


In dem Sechseck N, A,, A,; A,;, M, O ist 
A,M parallel mit OA, nach Konstr., 


A, A, ” ” ON ” (2) , 
also ist nach dem Pascalschen Satz 
(3) NM parallel mit A, Aj. 


Endlich ist in dem Sechseck O, M, B,; L, B,, N: 
OB, parallel mit LM nach Konstr., 


ON ~», » LB, , (i) , 
also ist nach dem Pascalschen Satz - 
(4) NM parallel mit B,B,, 


und aus (3) und (4) folgt: 
B,B, parallel mit A,A,, w.z. b. w. 


§ 5. 
Vorbereitung des projektiven Beweises. 


In diesem Paragraphen stellen wir diejenigen bekannten Betrachtungen 
kurz zusammen, die wir zur Durchfiihrung des projektiven Beweises nétig 
haben. Wir bezeichnen mit I, ,[,,---,[,,--- Punktreihen, mit kleinen Buchstaben 
X;, Y;, 2, mit dem gleichen Index i die auf [; gelegenen Punkte. Voriiber- 
gehend bezeichnet auch [; die Gerade, auf der die Punktreihe liegt. 
Mittelpunkte von Strahlbiischeln werden mit groBen Buchstaben P,, be- 
zeichnet, und die beiden Indizes bedeuten, daB das Strahlbiischel die Punkt- 
reihen [; und [, perspektiv aufeinander bezieht. 

Dem projektiven Charakter der Betrachtung entsprechend wird hier 
zwischen eigentlichen und fingierten Punkten nicht unterschieden. 

Eine perspektive Beziehung zweier Punktreihen [,f, ist vollkommen 
und eindeutig beschrieben, wenn zwei nichtsingulire Punktepaare 2,1, 
yy, gegeben sind. Dabei ist als singulires Punktepaar der Schnittpunkt 
$,, = 8,= 8, von F; und f, bezeichnet. 
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Projektiv heiBen zwei Punktreihen [, und [,, wenn sie Endglieder 
einer Folge [,f,---F,, sind, in der jedes Glied zum vorhergehenden und 
folgenden perspektiv ist. Notwendig dafiir, daB zwei projektiv bezogene 


Punktreihen auch perspektiv sind, ist die Bedingung, daB ihr Schnitt-. 


punkt sich selbst entspricht. Der projektive Fundamentalsatz erklart 
diese Bedingung fiir hinreichend. Wiener und Schur haben bemerkt, daB 
es geniigt, den projektiven Fundamentalsatz fiir eine dreigliedrige F olge 
r,°,0, za beweisen: 

Sind zwei Punktreihen T, und T, zu einer dritten T, perspektiv onl 
entspricht ihr Schnittpunkt sich selbst, so sind sie zueinander perspektiv. 

Jenachdem die Trager der drei Punktreihen durch einen Punkt 
laufen oder nicht, entsteht die Figur des Desarguesschen oder des Pascal- 
schen Satzes. Betrachten wir zuniichst die zweite. [, und [, haben das 
singulire Paar w, = w,(w,.), [, und [, das singulire Paar w, = w(t,,) 
gemeinsam. Diese Paare sind voneinander verschieden 

Im allgemeinen wird der Schnittpunkt von [, und [, sich nicht 
selbst entsprechen. Wenn dies eintreten soll, so mu die Gerade P,, P,, 
durch diesen Schnittpunkt v, = vs gehen, denn sie stellt die beiden Pro- 
jektionsstrahlen v,v, und v,v, vor, auf denen P,, und P,, liegen. 

Um nun zu zeigen, daB [, und [f, in der Tat perspektiv sind, kon- 
struieren wir aus den nichtsinguliren Paaren 
w,w,; und u,u, den Punkt P,, und finden 
dabei, daB P,,P,, durch w,,, P,;P,, durch 
U,, gehen mu, da die Projektionsstrahlen 
w,w, und wu, mit ww, dh. Pw, und 
Uy d. h. Pyy ugg identisch sind. Es ist also 
notwendig, daB das Dreieck der Projektions- 
zentren dem der Punktreihen umschrieben ist. 

Konstruieren wir jetzt zu 2, tiber P,, den 
Punkt 2, iiber P,; hierzu z,, so entsteht die 
Figur des Pascalschen Satzes und 2,2, geht 
durch P,,, also sind [, und [, auf Grund des Pascalschen Satzes perspektiv. 

Sind zwei perspektive Punktreihen [,,f,, P,. und der Traiger von 
[, gegeben, so kann auf diesem [, noch auf unendlich viele Arten so 
gewiihlt werden, daB es zu [, und [, perspektiv ist. Es sind namlich 
nur die singuléren Paare u, =u, und v, =v, vorgeschrieben, und wir 
diirfen zu einem beliebigen Paar x,7, noch a, auf [, beliebig, aber natiir- 
lich von us, v, verschieden annehmen. Da nimlich P,, sich als Schnitt von 
4,2, mit P,.u, und P,, sich als Schnitt von 2,2, mit P,.v,, ergibt, sind 
zunichst die Projektionszentra P,,, P,, eindeutig festgelegt. P,,P,, geht 
aber durch w,,, entweder eo ipso, wenn 2,2, das singulére Paar w, = w, 





Fig. 6. 
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ist, oder auf Grund des Pascalschen Satzes, weil fiir ein nichtsingulires 
Paar 2,, %, die Gerade x,2, durch P,, gehen mub. 

Anmerkung. Diese bekannte Auffassung der Pascalschen Konfigu- 
ration als einer dreifachen Perspektivitat wollen wir durch folgende sym- 
bolische, zwischen geschweiften Klammern zu schreibende Matrix zum 
Ausdruck bringen: 

P; Ps, Prs 

% Se el 

% ty 4s 
Jede Horizontale stellt ein Dreieck dar, dessen Ecken und Seiten der 
Konfiguration angehéren. Je zwei Punkte einer Horizontalen sind also 
durch eine~Gerade der Konfiguration verbunden, deren dritter Konfigura- 
tionspunkt in der dritten noch nicht beriihrten Vertikalen und eine Hori- 
zontale_ tiefer liegt (die erste Horizontale soll wieder unter der dritten 
stehend gedacht werden). Jedes Dreieck einer Horizontalen ist dem 
dariiberstehenden ein-, dem darunterstehenden umbeschrieben. Zwei Punkte 
einer Vertikalen sind nicht durch eine Konfigurationsgerade verbunden. 
Die Geraden der Konfiguration sind also im folgenden Schema enthalten: 


) 


Um die bekannte Sechseck-Auffassung der Konfiguration zu erhalten, 
verschieben wir eine Vertikale (etwa die mittlere) um eine Stelle nach 
oben und schreiben die so entstehende Matrix zwischen Strichen: 


| Pos Us, Pris | 
| “es Se Me | 
a Py 4% 


Dieses Schema ist bekannt: Die Geraden werden durch die drei Horizon- 
talen und die sechs Glieder der entwickelten Determinante dargestellt. Je 
zwei Horizontalen stellen einen zerfallenen Kegelschnitt dar; unter jeder 
Ecke steht die Gegenecke und mit beiden in derselben Vertikalen der 
Schnittpunkt des Gegenseitenpaares, welches die beiden Ecken nicht enthiit. 

Diese beiden Schemata werden in § 7 zur schnelleren Beschreibung 
Pascalscher Konfigurationen verwandt. 
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8 6. 
Der projektive Beweis. 


Es seien nunmehr [,,f,, [, drei Punktreihen, die einen und denselben 
Punkt s gemeinsam haben. Wir nennen ihn je nach dem Zusammenhang 
auch $,, S25 S33 Sig5 Soy S51 - 

Der Desarguessche Satz behauptet: Sind [, zu [,, [, zu [, perspektiv, 
30 ist erstens auch T, zu [T, perspektiv, und zweitens liegen die drei 
Zentra P,,, Ps, Ps, in einer Geraden. 

Es geniigt, den ersten Teil der Behauptung zu beweisen. Entweder 
nimlich gehen alle drei Geraden P,,P,,, P:3P;,, und P;,P,, durch s; 
dann fallen sie zusammen, weil die drei Zentra verschieden von s sind. 
Oder es gehe etwa P,,P,, nicht durch s, so schneidet es [; in ¢,, und es 
ist €, ZU C, Cy zu Cs, also c, zu c, entsprechend. Es geht darum nach 
der ersten Hiilfte des Satzes c,c, durch P,,, und da c, von ¢, (weil von s) 
verschieden ist, ist die Gerade c,c, mit P,,P,, identisch. 

Fiir den zu fiihrenden Beweis kommt es nun vor allem darauf an, 
eine Gerade h zu ziehen, die [,, [,, [,; in drei Punkten p,, q, 7, trifft, 
von denen keine zwei einander entsprechen. Wir wihlen zuerst den 
Schnittpunkt H dieser Geraden mit P,, P,, willkiirlich, aber von P,,, P; 
und, falls s auf P,,P,, liegen sollte, auch von s verschieden. (Dies 








Fig. 7. 


kénnte nur in einer endlichen Geometrie unméglich werden, in der eine 
Gerade nur drei Punkte enthiilt.*)) Die Gerade durch H und s entspricht 


*) Es gibt nur eine solche und in dieser gilt nur ein Schnittpunktsatz. Verg]. 
Uber die projektive Geometrie“, Sitzungsber, der Berliner Math, Ges., Jahrgang II, 
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der gestellten Bedingung nicht, ebensowenig die Gerade HP,, P,,. Jede 
andere aber geniigt wenigstens der Bedingung, daB sich weder p, und q, 
noch g, und r, entsprechen. 

Entweder ist es nun unméglich, die Gerade kh durch H so zu ziehen, 
daB auch p, und +, sich nicht entsprechen; dann trifft aber die Be- 
hauptung des Desarguesschen Satzes zu, und [,,1, sind iiber H perspekti- 
visch aufeinander bezogen. Oder es gibt eine Gerade der verlangten 
Rigenschaft, dann setzt der folgende Beweis ein. 

Jeder der drei Punkte p,, q,, 7; bestimmt ein Tripel p,, q;, 7; ent- 
sprechender Punkte, und alle neun Punkte sind voneinander verschieden. 
Wir wiihlen nun auf h eine Punktreihe [,, die zu [, und [, perspektiv 
ist. Dann ist p, = 4, % = und es steht uns die Wahl eines dritten 
Tripels frei. Wir ordnen dem Paar r,, r, den auf hk gelegenen Punkt 
r, als r, zu. 

Dies hat zur Folge, daB nach dem Pascalschen Satz [, auch zu [, 
perspektiv wird, denn es ist [, zu [, nach Voraussetzung, F, zu [, nach 
der Konstruktion von [, perspektiv, und [, und [, haben den Punkt 
rs =, gemeinsam, der von s, = s, verschieden ist. 

Danach ist also [, zu [,, [, zu [, perspektiv. Da aber [, und [, 
den Punkt s, =s, gemeinsam haben und [, ihn nicht enthilt, ist auch 
T, zu [, perspektiv, auf Grund des Pascalschen Satzes, und das war zu 
beweisen. 


§ 7. ; 
Einzelheiten zum projektiven Beweis. 


Jede der drei Perspektivitiiten [,°,0,, (1,0, 50,0, gibt zu einer 
Pascalschen Konfiguration AnlaB, die wir aufschreiben wollen. In der 


ersten sind p, = Py, Go = 44) 8; = Sg die singularen Paare, 7,, 7, 7 =", 
ist das nichtsingulire Tripel. Das Schema lautet also: 

Pr Py Py - 2 Py Py 
(K;) tq fox Pap, a. h. \° W Pi f> 

ji % & fi & 


und wir entnehmen daraus: P,, ist der Schnitt von P,,p, und r,r;, P,, 
ist der Schnitt von P,,qg, und r,7;. Die Punkte P,, und P,, liegen mit s 
in einer Geraden. 
In der zweiten Perspektivitat sind g, = q,, 7 = 74, 5. = 5; die singu- 

liren Paare, p,, 3, Py =p, ist nichtsingulir. Das Schema is:: 

Pry Px, Ps | Px Py, P,; 
(Kg) Sg In Tag f» A. |" & *% 

| », | 


Pr Ps P; PsP } 
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Fiir P,, ergibt sich: es ist der Schnitt von P,,r, und p,p,. Dies 
sind aber die bereits genannten Geraden r,r, und P,,p,. 

Fiir P,, ergibt sich: es ist der Schnitt von p,p, und P,.q,. 

Endlich folgt: P,, und P,, liegen mit s in einer Geraden. 

Wir ziehen hieraus und aus dem Ergebnis der Konfiguration (K,) 
den wichtigen Schlub: 

P,,, Po, und P,, liegen in einer Geraden. Dieselbe ist nichts anderes, 
als der Strahl ss, = s,8, = 8,8, = 8,8,. Das Ergebnis ist also zu erwarten 
gewesen. 

Das Schema der dritten Perspektivitat lautet: 


Py, Puy Ps Py, Py P| 
(Ks) Pu M3 Sqn fy AD, Ys s | 
qs N % Is G q2 











Wir entnehmen daraus als neues Resultat, dab P;, als Schnitt von p, p,, 
rr, auch auf q,q, liegt. Fiir den weiteren Verlauf der Beweisfiihrung 
ist dieses Resultat belanglos. 

Wir sind jetzt in der Lage, ohne Betrachtung des degenerierten Drei- 
ecks ¢,¢,¢, direkt aus der Figur zu erkennen, daB P,,, P.;, P3, in einer 
Geraden liegen. In der Figur findet sich nimlich folgende Pascalsche 
Konfiguration (K,), die wir in der zweiten Schreibart zwischen Strichen 
darstellen: 


| Pia Pos Pag | 
(K,) (Py, 4 1% | 
Pyy Py Piz 


Die sechs Punktetripel, die den Gliedern der entwickelten Determinante 
entprechen, liegen in Geraden, naimlich gerade in denjenigen, deren Schnitte 
die Punkte P,,, P.,, Ps,, P,s ergaben. Von den drei Punktetripeln der Hori- 
zontalen liegt noch p,g,7, nach Definition in gerader Linie, fiir P,, P., Ps, 
war die geradlinige Lage aus (K,) und (K,) erschlossen. Aus (K,) folgt 
damit die geradlinige Lage von P,,, Ps, Ps;. 

Beachtet man, da8 die Figur in den Dreiecken p, und r; eine Desar- 
guessche Konfiguration enthilt, und daB diese mit (K,), (K,) und (K,) 
die Geraden p,p, und r,7r, gemeinsam hat, so ergibt sich die Méglichkeit, 
den Beweis affin zu spezialisieren. Wiahlt man 7,7, als unendlichferne 
Gerade und setzt fiir 


Pr Po Ps % 1 S Pry Pry Pry Poy 
die Bezeichnungen 
—0°A4A ABA NRA KR BR L OM, 
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so entsprechen den Punkten 
, : Ys Ys Py; Pry 
die Richtungen von 


B,B,, BB, B,B,, OA,B,, 

A.A, 4,4, 4,4, LM, 
und aus den Konfigurationen (K,), (K,), (K,) werden genau diejenigen, 
die in § 4 nacheinander zum Beweise benutzt wurden. 


Grunewald, April 1905. 
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§ 1. 
Einleitung. 


Nachdem Herr D. Hilbert die Geometrie der hyperbolischen Ebene 
vermittels der Endenrechnung allein auf ebenen Axiomen, zugleich unter 
AusschluB des Archimedischen Axioms, aufgebaut hat, war zu erwarten, 
daB die analoge Aufgabe fiir die elliptische Ebene auch lésbar sei. Die 
Lehre von den Flicheninhalten und dem sphiirischen ExzeB hat M. Dehn*) 
bereits in diesem Sinne dargestellt, so daB im wesentlichen noch der 
Nachweis der projektiven Geometrie fiir die elliptische Ebene zu er- 
bringen blieb. 

In der hier gegebenen Darstellung habe ich mich einer Pseudogeo- 
metrie bedient, eines Verfahrens, das auch Dehn**) mit Erfolg ange- 
wandt hat. Wihrend Dehn die wirklichen Geraden auch als Pseudo- 
geraden wiahlt, habe ich Kreise zu Pseudogeraden genommen. Dadurch 
erscheint zuletzt die wirkliche Geometrie in der Pseudogeometrie als 


*) Uber den Inhalt sphiirischer Dreiecke, Math. Ann. 60. 
**) Die Legendreschen Siitze tiber die Winkelsumme im Dreieck, Math. Ann. 53, 
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ihr eigenes winkeltreues Bild. Zugleich gelingt durch die Ubernahme der 
Winkelkongruenz aus der wirklichen in die Pseudogeometrie der Beweis 
des Pascalschen Satzes in recht einfacher Weise. 

Die Einfiihrung der Streckenvergleichung in die Pseudogeometrie 
habe ich véllig nach dem Dehnschen Vorgange ausgefiihrt. Als Haupt- 
schwierigkeit stellt sich hier der Desarguessche Satz entgegen, der bei 
Dehn riumlich bewiesen wird. Nachdem mir unter ziemlichem Aufwand 
von Hilfsmitteln verschiedenster Art sein Beweis gelungen war, fand ich 
zuletzt, daB er eine Folge des Pascalschen Satzes ist; hierdurch ist die 
Arbeit schlieBlich bedeutend abgekiirzt worden, vor allem ist die zuerst 
mit Erfolg angewandte Hilbertsche Streckenrechnung wieder in Wegfall 
gekommen. 


§ 2. 
Kreise und Kreisbiischel. 


Die elliptische Geometrie von zwei Dimensionen ist im Euklidischen 
Raume als Sphirik verwirklicht, und zwar in derjenigen Form, bei der 
zwei ,,Gerade“, d. h. fiir die Kugelgeometrie gréBte Kreise, sich stets in 
zwei und nur zwei Punkten schneiden. In dieser Form erleidet der Satz 
von der eindeutigen Bestimmung der Geraden durch zwei ihrer Punkte 
eine Ausnahme: diese Punkte diirfen keine Gegenpunkte sein. 

Fiir die projektive Geometrie der Sphiarik ist diese Ausnahme 
ohne Bedeutung.. Ersetzt man das Grundelement ,,Punkt“ durch ,,Punkte- 
paar“, so ist eine Gerade durch zwei voneinander verschiedene Punkte- 
paare eindeutig bestimmt und zwei Gerade bestimmen ausnahmslos ein- 
deutig ein Punktepaar. Durch die Zuordnung von Pol und Polare ist 
zugleich von vornherein das Reziprozititsgesetz sicher gestellt. Jedem 
Punktepaare ist eine Gerade eindeutig zugeordnet und umgekehrt und in- 
einander liegenden Elementen entsprechen ineinander liegende. Also gilt 
zu jedem Schnittpunktsatze der reziproke. 

Fiir die metrischen Fragen ist die sphirische Form der ellipti- 
schen Geometrie vorteilhafter als diejenige Form, in der zwei Gerade sich 
nur einmal schneiden. Denn die elliptische Ebene hat in der sphiirischen 
Form den Zusammenhang einer zweiseitigen Fliche. Jede geschlossene 
Linie, auch die Gerade, teilt sie in zwei Teile. Dadurch ist der Betiti- 
gung der Raumanschauung bei der Beweisfiihrung eine wesentliche Er- 
leichterung geschaffen. 


Vor allem aber gilt in der spharischen Form der Satz: 

I. Durch drei Punkte geht stets ein und nur ein Kreis. 

Hierbei sind die Geraden mit zu den Kreisen gerechnet. Aus (I) 
folgt sofort, daB zwei Kreise sich héchstens in zwei Punkten schneiden 
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kénnen. In der anderen Form der elliptischen Geometrie gehen dagegen 
durch drei Punkte vier Kreise, es gilt also weder (I) noch seine Umkeh- 
rung. Dies veranlaBt uns, im folgenden die sphirische Form zugrunde 
za legen. In welcher Weise die Giiltigkeit der gefundenen Resultate auf 
die einseitige elliptische Ebene zu iibertragen sein wird, darf als bekanut 
gelten. 

Zwei Kreise, die einen Punkt P gemeinsam haben, sind sicher nicht 
konzentrisch. Da die beiden Mittelpunkte eines Kreises ein Punktepaar 
bilden, ist also die Zentrale der beiden Kreise eindeutig bestimmt. Liegt 
zunichst P nicht auf der Zentrale, so erhilt man durch Spiegelung von 
P an der Zentrale einen zweiten Punkt @, der auch auf beiden Kreisen 
liegt. Die Kreise schneiden sich also zweimal. 

Liegt zweitens P auf der Zentralen, so kénnen beide Kreise 
keinen anderen Punkt gemein haben. Wir sagen dann, sie beriihren sich 
in P. Beriihrt ein Kreis zwei andere in demselben Punkt P, so be- 
riihren sich diese beiden untereinander. Denn sind M,, M,, M, die 
Mittelpunkte, so liegt P auf M,M, und auf M, M,, daher liegen M, M, M, 
mit P in einer Geraden, wenn von Nullkreisen abgesehen wird. 

Damit erhalten wir die beiden Formen des Kreisbiischels mit reellen 
und mit zusammenfallenden Grundpunkten. Nennen wir die Gesamtheit 
aller Kreise durch einen festen Punkt P, deren Zentra auf einer festen 
Geraden p liegen, einen Kreisbiischel, so liegt entweder P auf p, und alle 
Kreise beriihren sich in P. Jeder Kreis, der einen des Biischels in P be- 
rihrt, gehért selbst zum Biischel. Oder P liegt nicht auf p. Dann sei 
Q der an p gespiegelte Punkt P. Alle Kreise des Biischels gehen durch 
P und Q, und jeder Kreis durch P und Q gehért dem Biischel an. Fiir 
beide Arten von Biischeln gilt: 

Il. Durch jeden Punkt der Ebene geht ein und nur ein Kreis des 
Biischels. 


§ 3. 
Pseudogeometrie. 


Wir konstruieren nun folgende Pseudogeometrie in der elliptischen 
Ebene: Als Punkte der Pseudogeometrie wihlen wir die Punkte der ellip- 
tischen Ebene unter Ausschlu8 eines bestimmten, an sich willkiirlichen, 
der mit U bezeichnet wird. Sein Gegenpunkt heiBe 0. 

Als Pseudogerade wiihlen wir die Kreise der wirklichen Geometrie, 
die U enthalten. Dann sind die Geraden durch O auch Pseudogerade 
und umgekehrt, und jede Pseudogerade, die zugleich Gerade ist, enthalt 0. 

Durch zwei Punkte der Pseudogeometrie geht eine und nur eine 
Pseudogerade, auf Grund von Satz 1. 
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Jeder Kreis durch U bestimmt einen Beriihrungsbiischel, niimlich den 
aller Kreise, die ihn in U beriihren. Alle diese Kreise sind, da sie U 
enthalten, Pseudogerade, und da sie auBer U keinen Punkt gemeinsam 
haben (nach II), sind sie nichtschneidende Pseudogerade der Pseudogeo- 
metrie. Wir nennen nichtschneidende Pseudogerade ,,parallel“. Der Zu- 
satz ,,pseudo“ ist iiberfliissig, da die wirkliche Geometrie keine Parallelen hat. 

Nunmehr folgt aus Il: Zu einer gegebenen Pseudogeraden kann durch 
einen Punkt nur und stets eine Parallele gezogen werden. 

Es gilt also in der Pseudogeometrie das Parallelenaxiom, und wir 
definieren danach in bekannter Weise die uneigentlichen Elemente der 
Pseudogeometrie: ein Beriihrungsbiischel mit dem Grundpunkte U heibt 
ein ,,unendlichferner Punkt“ der Pseudogeometrie, die Gesamtheit aller 
unendlichfernen Punkte heiBt die ,,unendlichferne Gerade“. 

Wir kénnen jetzt die Elemente der wirklichen Geometrie denen der 
Pseudogeometrie in einfacher Weise zuordnen. Jeder Geraden p der wirk- 
lichen Geometrie entspricht ein Kreisbiischel, dessen Zentrale sie ist und 
dessen einer Grundpunkt U ist. Liegt U auf p, so ist der Biischel ein 
unendlichferner Punkt, den wir p zuordnen. Liegt U nicht auf p, so 
spiegeln wir U an p nach P und ordnen P der p zu. P ist ein zweiter 
Grundpunkt des Biischels, und der Biischel besteht aus allen Pseudo- 
geraden durch P. Hierdurch ist jeder wirklichen Geraden ein Pseudo- 
punkt zugeordnet und umgekehrt. 

Jeder Pseudogeraden ordnen wir ein Punktepaar der wirklichen Geo- 
metrie zu, namlich ihre beiden Mittelpunkte, die ihr als wirklichem Kreise 
zugehéren. Damit ist umgekehrt jedem Punktepaare PQ der um P und Q als 
Mittelpunkte durch U gehende Kreis als Pseudogerade zugeordnet. Nur 
das Paar OU versagt. Diesem ordnen wir die unendlichferne Gerade zu. 

Da jetzt ineinander liegenden Elementen wieder ineinander liegende 
entsprechen, muf jedem Schnittpunktsatz der einen Geometrie der rezi- 
proke Satz der anderen entsprechen. Ist also die projektive Geometrie 
fiir die Pseudogeometrie als giiltig nachgewiesen, so gilt sie auch in der 
wirklichen. 

Es mégen noch zwei Sitze hervorgehoben werden, wenngleich eine 
Anwendung von ihnen nicht gemacht werden wird: 

Ill. In der Pseudogeometrie gilt das Reziprozitiitsgesetz. 

Denn es gilt in der wirklichen Geometrie. 

IV. Gilt in der Pseudogeometrie ein affin spezialisierter Schnittpunkt- 
satz, so gilt seine projektive Verallyemeinerung. 

Als ,affine Spezialisierung“ bezeichnen wir mit Vahlen die Voraus- 
setzung, daB eine Gerade unendlichfern sei. In den ,,Grundlagen der Geo- 
metrie“ hat Herr Hilbert mit Erfolg die affine Spezialisierung des Pascal- 
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schen und Desarguesschen Satzes durchgefiihrt. Die affine Spezialisierung 
bedeutet fiir die wirkliche Geometrie, daB U ein Punkt der Figur sei. 
Da U beliebig gewahlt werden darf, ist die Beschrinkung auch fiir die 
Pseudogeometrie aufgehoben. 

Von Satz III erfolgt eine Anwendung nicht, weil der fundamentale 
Pascalsche Satz ebenso wie der Desarguessche zu sich selbst reziprok ist. 
Satz IV ist dadurch iiberfliissig, daB der Pascalsche Satz wie auch der 
Desarguessche, sofern er affin spezialisiert gilt, auch allgemein giiltig ist. 


g 4. 
Winkelvergleichung und Parallelverschiebung. 


Um in der Pseudogeometrie Strecken- und Winkelmessung einzu- 
fiihren, stellen wir zuniichst die Anordnungsaxiome 
her: Sind A,B,C drei Punkte auf einer Pseudo- 
geraden, so liegt B zwischen A und C, wenn es 
durch A und C von U getrennt ist. Auf Grund uy 
dieser Definition erweisen sich in der Tat die 
Anordnungsaxiome der Euklidischen Geometrie 
fiir die Pseudogeometrie als giiltig. 

Wollen wir bei der Einfiihrung der Winkel- 
vergleichung mit der Euklidischen Geometrie in 
Ubereinstimmung bleiben, so miissen wir dafiir 
sorgen, daB Winkel mit gleichgerichtet-parallelen 
Schenkeln kongruent sind. Dies erreichen wir 
durch die Festsetzung, da Winkel im Sinne der 
Pseudogeometrie kongruent heiBen sollen, wenn sie 
es im Sinne der wirklichen Geometrie sind. Es 
ist naimlich eine einfache Folgerung aus den Kongruenzsiitzen, daB zwei sich 
schneidende Kreise sich an beiden Schnitt- 
punkten unter gleichen Winkeln treffen. 
Der Winkel zweier Pseudogeraden, die sich 
in P treffen, tritt daher bei U nochmals 
auf und ist nur abhiingig von den beiden 
Beriihrungsbiischeln, denen die beiden 
Pseudogeraden angehéren. Wir folgern 
daher speziell den Satz von der Gleichheit 
der inneren Wechselwinkel an Parallelen, auf 
Grund dessen die Winkelsumme im pseudo- 
geradlinigen Dreieck zwei Rechte betrigt*). 


Fig. 1. 


Fig. 2. 


*) Vgl. hierzu die Bemerkung von Herrn Wallenberg in den Sitz.-Ber. d. 
Berl. Math. Ges., Jahrg. IV, 2tes Stiick, der Fig. 2 entnommen ist. 
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Wollen wir nun weiter die Streckenvergleichung so definieren, daB 
die Euklidische Geometrie zustande kommt, so schlieBen die bereits ge- 
troffenen Festsetzungen jede Willkiir aus, und wir werden im Gegenteil zu 
zeigen haben, daB wir uns in keine Widerspriiche verwickeln. 

Seien zuniichst PQ und RS zwei Strecken auf parallelen, vonein- 
ander verschiedenen Pseudogeraden. Stimmt noch die Richtung von P 
nach Q mit der von R nach S iiberein, so werden wir PQ und RS dann 
als pseudokongruent bezeichnen, wenn PR mit QS parallel ist. Denn 
dies trifft in der Euklidischen Geometrie zu. In Zeichen schreiben wir 

PQ + RS (gesprochen ,,parallel und gleich“). 
Da iiber verschieden oder entgegengesetzt gerichtete Strecken hiermit 
nichts ausgesagt ist, steht hiernach noch nicht fest, ob PQ zu QP kon- 
gruent ist. 

Soll nun aus PQ + AB, RS + AB auch PQ + RS folgen, so mub 
folgender Spezialfall des Desarguesschen Satzes giiltig sein: 

V. (Kleiner Desarguesscher Satz) Laufen in zwei Dreiecken 
APR, BQS die Verbindungslinien homologer Ecken AB, PQ, RS parallel 
und sind zwei Seiten des einen, AP, AR, den homologen des anderen, BQ, 
BS, parallel, so ist auch das dritte Seitenpaar parallel. 

DaB dieser Satz in der Pseudogeometrie tatsichlich gilt, wird in § 8 


| 
SS. 


Fig. 3. Fig. 4. 








gezeigt werden. Vorliufig setzen wir seine Giiltigkeit voraus und zeigen, 
daB sich nunmehr die Kongruenz auch fiir Strecken derselben Geraden 
definieren laBt. 

Seien niimlich AB und RS zwei Strecken derselben Geraden, PQ 
eine Strecke auBerhalb und PQ + AB, so sagen wir, es sei 

AB + RS, wenn auch RS + PQ ist. 
Um zu zeigen, daB die Beziehung von der speziellen Wahl von PQ un- 
abhingig ist, sei LM eine zweite auBerhalb von AB und PQ gelegene 
Strecke und LM AB. Dann folgt aus AB} PQ weiter LM # PQ 
und aus PQ + RS weiter LM + RS, also 
AB + LM + RS. 

Fiir Strecken LM auf PQ wende man das Beweisverfahren zweimal an. 
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§ 5. 
Allgemeine Streckenkongruenz. 


Nunmehr sind alle Strecken in Klassen parallelgleicher Strecken ge- 
ordnet, wobei jede Strecke je nach der Stellung der Endpunkte als PQ 
und QP zu verschiedenen Klassen zu rechnen ist. Der Begriff der Kon- 
gruenz verschieden gerichteter Strecken kann nunmehr dadurch definiert 
werden, daB man aus jeder Klasse parallelgleicher Strecken einen Reprii- 
sentanten auswihlt und fiir diese Gesamtheit der Repriisentanten die Kon- 
gruenz passend einfiihrt. 

Am nichstliegenden ist es, zu jeder Strecke eine parallelgleiche von 
O aus zu konstruieren. Dann haben alle Reprisentanten einen Endpunkt 
gemeinsam und sind auch Strecken im Sinne der wirklichen Geometrie, 
da die Pseudogerade durch O wirkliche Gerade sind. 

Zwei entgegengesetzt gerichtete Repraisentanten OA und OB miissen 
nun dann als pseudokongruent erklart werden, wenn im bisher definierten 
Sinne AO + OB ist. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, daB durch einen an sich 
beliebigen Punkt P auBerhalb von OA und 
OB eine Strecke PQ + AO und + OB 
gezogen werden kann. Wir treffen nun 
fiir P eine spezielle Wahl, indem wir durch 
O zwei Gerade OP’, OQ’ ziehen, derart, 
daB x POA=x YOB=a wid OP Fig. 5. 
innerhalb des Winkels Q’OA gelegen ist. 

Diese Gerade sind zugleich Pseudogerade, da sie durch O gehen. 

Nun ziehen wir durch A die Pseudogerade AP parallel mit OQ’ bis 
zu P auf OP’, dann PQ parallel mit AOB bis Q auf OQ’. Dann ist 
PQ + AO, und soll es auch + OB sein, so ist QB parallel mit PO. 

In dem pseudogeradlinigen Dreieck OPQ sind nun die Winkel bei 
P und Q einander gleich. Ziehen wir die wirkliche Gerade PQ, so 
bilden die Pseudo- und die wirkliche Gerade PQ bei P und Q als schnei- 
dende Kreise gleiche Winkel, also sind auch in dem wirklich geradlinigen 
Dreieck OPQ die Winkel bei P und Q gleich. 

Errichten wir in O das Lot auf AB, so halbiert dies den Winkel 
POQ, steht also auf der wirklichen Geraden PQ senkrecht. Da es ferner 
durch U, den Schnittpunkt der Kreise AP und QB, geht, ergibt sich leicht, 
daB die ganze Figur im Sinne der wirklichen Geometrie symmetrisch, also 
OA 2 OB wirklich kongruent ist. 

Zuletzt betrachten wir den Fall zweier Reprisentanten OP, OQ, die 
nicht entgegengesetzt gerichtet sind. Sollen sie pseudokongruent sein, so 
12° 
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muB in dem pseudogeradlinigen Dreieck OPQ und nach dem eben ge- 
brauchten Schlusse auch in dem wirklich geradlinigen Dreieck OPQ der 
Winkel bei P gleich dem bei Q sein, woraus folgt, daB OP zu O@ wirk- 
lich kongruent ist. 

Damit finden wir, daB Strecken, die von O ausgehen, dann und nur 
dann als pseudokongruent zu bezeichnen sind, wenn sie wirklich kongruent 
sind. — 

Nunmehr ist noch nachzuweisen, daB folgende zwei Kongruenzaxiome 
zutreffen : 

a) Ist AB pseudokongruent PQ, BC pseudokongruent QR, C auf 
AB, B zwischen A und C, R auf PQ, Q zwischen P und R, so ist AC 
pseudokongruent PR.*) 

b) Ist AB zu PQ, AC zu PR pseudokongruent und < BAC gleich 
x QPR, so ist < BCA gleich x QRP.**) 5 

Nimmt man zunichst an, die Strecken, von deren Pseudokongruenz 
die Rede ist, seien auch parallel, so ergibt sich der erste Satz, weil aus 
AP || BQ, BQ || CR auch AP || CR folgt; Satz (b) enthilt die Figur des 
kleinen Desarguesschen Satzes, ist also richtig, sowie der fehlende Be- 
weis fiir V erbracht ist. 

Bringt man nunmehr im allgemeinen Fall durch Parallelverschiebung 
in (a) und (b) die Punkte A und P nach O, so ist zuniichst leicht zu 
zeigen, daB die verschobenen Figuren im Sinne der wahren Geometrie 
kongruent sind; und daraus ergibt sich ihre Pseudokongruenz. Man 
beweist iiberhaupt ohne Miihe, daB jede wahre Rotation um O auch eine 
Pseudorotation und jede Spiegelung an einer Geraden durch O auch eine 
Pseudospiegelung ist. 


§ 6. 
Das Kreisbogenviereck. 


Die Entwickelungen dieses Paragraphen sind vom Parallelenaxiom 
unabhingig und gelten daher ohne weiteres fiir die elliptische und die 
Euklidische Geometrie, was fiir § 9 von Bedeutung ist. (Fiir die hyper- 
bolische Geometrie gelten unsere Resultate, sowie durch die Zusammen- 
fassung der Kreise, Grenzkreise und Linien gleichen Abstands die Mig- 
lichkeit geschaffen ist, durch drei Punkte stets einen Kreis zu legen.) 

Seien ABCD vier Punkte, die durch Kreisbégen von irgend welchen 
Radien zu einem einfachen Kreisbogenviereck verbunden seien. Dann ist 
die Differenz der Gegenwinkelsummen dieses Vierecks nur von der Lage 


*) Hilbert, Grundl., § 5 II, 3. 
**) Ebenda, II, 6. 
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und Reihenfolge der vier Punkte, nicht aber von den Radien der verbin- 
denden Kreisbégen abhingig. LErsetzt man nimlich irgend einen der 
Bégen, etwa AB, durch einen von anderm Radius, so fndern sich die 
Winkel bei A und B, also auch die Gegenwinkelsummen <x A + X C und 
<x B+ < D um denselben Betrag; ihre Differenz bleibt also invariant. In 
diesem Sinne wollen wir den Ausdruck 
(ABCD) =x ABC+xCDA—xBCD—x DAB 

als eine Invariante des Vierecks ABCD bezeichnen. 





Fig. 6. Fig. 7. 


Die Figur 6 zeigt den Satz zuniichst fiir den einfachen Fall, da8 das 
Viereck sich nicht iiberschligt. Beachtet man aber den Umlaufssinn der 
Winkel, so bleibt der Satz auch fiir das iiberschlagene Viereck formell 
unverindert, wenn man von Anderungen um den vollen Betrag von 22 
absieht. Dies soll im folgenden auch geschehen, wo von dem ,,Ver- 
schwinden* der Invarianten die Rede ist. 

Je nach der Anordnung der vier Punkte erhalt man drei Invarianten: 

(ABCD), (ABDC), (ACBD). 
Von diesen gelten folgende wichtigen Siitze: 

VI. Die drei Invarianten verschwinden nur gleichzeitig. 

VII. Das Verschwinden der Invarianten ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, daB A,B, C,.D auf einem Kreise liegen. 

Liegen niimlich A,B,C,D auf einem Kreise, so 
bilden dessen Bégen die Seiten eines Kreisvierecks 
durch A, B,C, D. Im einfachsten Fall sind alle 
Winkel gleich x und die Invariante verschwindet. 
Aber auch bei iiberschlagener Anordnung der 
Ecken findet man stets die Invariante als Null 
oder 22. 

Ist umgekehrt (A BCD) =0, so ersetze man 
die Bégen AB, BC durch die des Kreises ABC, 
die Bégen CD, DA durch die des Kreises CDA. 
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Dann folgt im einfachsten Falle, daB die Winkel bei B und D ge- 
streckt, also die Summe der Winkel bei A und C ebenfalls gleich zwei 
gestreckten Winkeln ist. Nun sind die Winkel bei A und C als Winkel 
derselben Kreise einander gleich, also jeder gestreckt, woraus die Identitit 
der beiden Kreise folgt. Im iiberschlagenen Fall ergeben sich einfache 
Modifikationen. 


Hiermit ist Satz VII bewiesen, Satz VI ist eine Folge davon. 


§ 7. 
Der Pascalsche Satz. 


Um nun die projektive Geometrie fiir die Pseudogeometrie nachzu- 
weisen, stiitzen wir uns auf die Winkelkongruenz, das Parallelenaxiom 
und den Satz von der Winkelsumme. Dagegen diirfen wir von der 
Streckenkongruenz keinen Gebrauch machen. 

Da nun jedes pseudogeradlinige Viereck im Sinne der wirklichen 
Geometrie ein Kreisbogenviereck ist und seine Winkel im Sinne der wirk- 
lichen Geometrie gemessen werden, gilt Satz VI fiir die pseudogerad- 
linigen Vierecke, und zwar mit der bekannten Modifikation, die durch 
das Hinzutreten des Satzes von der Winkelsumme entsteht. Fiir ein Vier- 
eck mit verschwindenden Invarianten sind namlich die Gegenwinkel sup- 
plementiir, wenn das Viereck nicht iiberschlagen ist, sie sind gleich im 
anderen Falle. 

Hiernach aber kann der Beweis des Pascalschen Satzes auf dem- 
jenigen Wege gefiihrt werden, den Herr Hilbert in den Grundlagen als 
dritten angibt. Um ihn nicht einfach abschreiben zu miissen, wollen wir 
ihn etwas anders darstellen. 

Ob ein Viereck ABCD verschwindende Invarianten hat, hingt, da 
jetzt das Parallelenaxiom gilt, nur von den Richtungen der Seiten ab. 
Und zwar bildet BC mit AB und CD dieselben Winkel, wie AD mit CD 
und AB. Wir wollen dafiir kurz sagen, BC und AD seien ,,antiparallel* 
in bezug auf AB und CD. Die Bezeichnung lehnt sich an die kine- 
matische des ,Antiparallelogramms“ an. Satz VI nimmt nun folgende 
Form an: 


VI*. Ist in bezug auf AB und CD die Gerade AD zu BC anii- 
parallel, so ist auch AC zu BD antiparallel. 

Ferner ist folgendes evident: 

VIL. Sind zwei Geraden zu einer dritten in bezug auf dieselben Rich- 
tungen antiparallel, so sind sie zueinander parallel. 

Sind nun g, g’ zwei Gerade, ABC Punkte der ersten, A’ B’C’ Punkte 
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der zweiten, AB’ zu BA’, AC’ zu CA’ parallel, so behauptet der Pas- 
calsche Satz, daB auch BC’ zu CB’ parallel sei. 
Im Beweis ist bei ,,antiparallel“ stets ,,in bezug auf gg’ hinzuzudenken. 
Wir ziehen AD’ antiparallel zu 
BC’, D’ liege auf g’. Dann ist nach 
VI* BD’ antiparallel zu AC’. Nach 
Voraussetzung folgt damit 


(1) BD’ antiparallel zu CA’, 
also nach VI* 

BA’ antiparallel zu CD’. 
Damit nach Voraussetzung 
(2) CD’ antiparallel zu AB’, 
also nach VI* 








CB’ antiparallel zu AD’. 
Damit nach VIII: 


BC’ parallel zu CB’, weil beide antiparallel zu AD’. 
§ 8. 
Der ,,kleine“ Desarguessche Satz. 

Nachdem der Pascalsche Satz bewiesen ist, gilt, wie ich an anderer 
Stelle gezeigt habe*), auch der Desarguessche, folglich auch der kleine 
Desarguessche Satz V. Damit ist die Liicke ausgefiillt, die bei der Defi- 
nition der Pseudokongruenz offen geblieben war. 

Bei meinem Beweis des Desarguesschen Satzes in der affinen Speziali- 
sierung wird vorausgesetzt, daB sich die Verbindungslinien homologer 
Ecken der parallelen Dreiecke in einem wirklichen Punkte schneiden. 
Nachdem unter dieser Annahme der Desarguessche Satz bewiesen ist, 
folgt, daB auch der bisher ausgeschlossene kleine Desarguessche Satz gilt, 
und zwar, genau genommen, durch apagogischen Beweis, weil durch 
wiederholte Umkehrung. 

Ich habe mich iiberzeugt, daB auch der kleine Desarguessche Satz 
direkt beweisbar ist, doch ist mir der Beweis zur Wiedergabe nicht kurz 
genug. Dagegen ist es vielleicht angebracht, einen apagogischen Beweis 
des Satzes V direkt aus dem soeben bewiesenen Pascal anzugeben, da ja 
der allgemeine Desarguessche Satz hier nicht in Frage kommt, sein Be- 
weis fiir diese spezielle Untersuchung also eigentlich ein Umweg ist. 
Wiinschenswert wire ein ganz einfacher Beweis des Satzes V direkt aus 
Satz VI*; einen wirklich einfachen besitze ich indes nicht. 

*) Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen, diese Zeitschrift, 
dieser Band, pg. 161. 
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Wir beweisen folgenden 
Satz: 

V*. Es sei AB zu A’ B’ 
AC zu A’C’, BB’ wu CC’ 
parallel. Dagegen sei AA’ zu 
BB’ und CC’ nicht parallel, 
dann ist auch B’'C’ zu BC 
nicht parallel. 

Vorausgesetzt ist natiir- 
lich, daB A, B, C nicht in einer 
Geraden liegen. 

7 Schneide AA’ die BB’ 
in V, die CC’ in W. Wir ziehen VP|| AC, WP|| AB. P ist ein wirk- 
licher Punkt, da AC und AB nicht parallel sind. Aus dem Pascalschen 
Sechseck A’C’ WPV B’ folgt, daB P auf B’C’, aus dem Sechseck ACWPV B, 
daB P auf BC liegt. Also schneiden sich BC und B’C’, w.z.b.w. — 

Durch Umkehrung folgt sofort Satz V. 


g 9. 
Ubergang in die wirkliche Geometrie. 


Der RiickschluB von der Pseudogeometrie auf die wirkliche Geometrie 
erfolgt nun, nachdem der Aufbau der Euklidischen Geometrie in der 
Pseudogeometrie gesichert ist, am einfachsten iiber Satz VII, dessen Giiltig- 
keit in beiden Geometrien jetzt feststeht. Jedes Viereck, dessen Seiten 
Kreisbégen von Kreisen durch U sind, ist ein pseudogeradliniges Viereck 
und umgekehrt, und seine Invarianten haben in beiden Geometrien gleiche 
GréBe, verschwinden also in beiden gleichzeitig. Vier Punkte haben daher 
in beiden Geometrien gleichzeitig Kreislage, und aus Satz I schlieBen 
wir damit auf die Ubereinstimmung der Kreise in beiden Geometrien: 

IX. Jeder eigentliche Kreis der Pseudogeometrie ist ein Kreis oder eine 
Gerade der wirklichen Geometrie, der U nicht enthéilt. 

Die Polare von O und U ist speziell ein Kreis H der Pseudogeo- 
metrie, fiir den alle Durchmesser auch wirkliche Gerade sind. Die End- 
punkte eines jeden Durchmessers sind Gegenpunkte im Sinne der wirk- 
lichen Geometrie, daher sind alle Diametralkreise von H, und nur diese, 
die Geraden der wirklichen Geometrie; damit erhalt man die bekannte 
Abbildung der Kugel auf ein Kreisnetz der Euklidischen Geometrie, aus 
der sich die Sphiarik in bekannter Weise bis zur Trigonometrie weiter 
entwickeln 1aBt. 


Grunewald, April 1905. 
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Elementargeometrischer Beweis der Parallelenkonstruktion und 
neue Begriindung der trigonometrischen Formein der 
hyperbolischen Geometrie. 


Von | 


H. Lresmann in Leipzig. 





Am SchluB meiner vorigen Abhandlung*) hatte ich, ermutigt durch 
Hilberts neue Begriindung der hyperbolischen Geometrie, der Hoffnung 
Ausdruck verliehen, spiiter einen rein geometrischen Beweis der Beziehungen 
erbringen zu kénnen, die der bekannten einfachen Parallelenkonstruktion 
zugrunde liegen, einen Beweis, fiir den iiberdies riumliche Hilfskonstruk- 
tionen nicht erforderlich sein sollten. Die Hoffnung war nicht triigerisch: 
in der Tat kann die den Beweis stiitzende Beziehung zwischen dem recht- 
winkligen Dreieck und dem Viereck mit drei rechten Winkeln auf ganz 
elementarem Weg gewonnen werden (§ 1), ja, der Beweis schlieBt sich 
sogar an einfache, schon von Lobatschefskij**) selbst ausgefiihrte Be- 
trachtungen an. — Ich beniitze die Gelegenheit, im Anschlu8 hieran auf 
eine neue Begriindung der hyperbolischen Metrik hinzuweisen. Sowohl 
(§ 2) die Berechnung der Funktion TT(p) (d. h. des Parallelwinkels zum 
Lot), wie die Aufstellung der trigonometrischen Grundformeln (§ 3) schlieBt | 
sich an die Betrachtungen von selbst an. 


*) Math. Annalen, Bd. 59, S. 128. 

**) Vgl. S. 15—16 der i. f. mit ,,Lobatschefskij angefiihrten Ausgabe von 
F. Engel (N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen. Ubersetzt und 
mit Anmerkungen herausgegeben von F. Engel, Leipzig 1899). 


H. Lresmann. 


§ 1. 
Nachweis der Beziehung zwischen dem Viereck mit drei rechten 
Winkeln und dem rechtwinkligen Dreieck. Anwendung auf die 
Parallelenkonstruktion usw. 


Die absolute Parallelenkonstruktion*) beruht bekanntlich auf einer 
gewissen Zuordnung zwischen den Vierecken mit drei rechten Winkeln 
(und einem spitzen) und den rechtwinkligen Dreiecken. Wir kniipfen hier 
bei unserem neuen Beweis dieser bekannten Zuordnung an Beziehungen 
an, die Lobatschefskij beim rechtwinkligen Dreieck festgestellt hat (1), 
geben sodann die neuen Beziehungen fiir das Viereck (2), woraus endlich 
die gesuchte Zuordnung folgt. AuBer der Parallelenkonstruktion (3) er- 
geben sich noch weitere wichtige Folgerungen (4). 

1. Das rechtwinklige Dreieck. Die folgenden Beziehungen (1) bis (3’) 
hat Lobatschefskij einwandsfrei bewiesen und zwar mit Methoden, die wir 
sogleich (in 2) zur Ableitung von (I) bis (III’) anwenden werden. Daher 
darf ich mich wohl damit begniigen, die Formeln anzugeben und daneben 
zu schreiben, wo sie sich im Original — mit anderer Bezeichnung — vor- 
finden. Vorausgesetzt wird beim Beweis auBer dem nichteuklidischen Paral- 
lelenaxiom nur die ohne Stetigkeitsbetrachtungen**) beweisbare Existenz 
des zu einem gegebenen Parallelwinkel M(p) gehérigen Lotes p. 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir fortan die Lotstrecke mit dem latei- 
nischen, den zugehérigen Parallelwinkel mit dem entsprechenden griechi- 
schen Buchstaben, setzen also 


« =TT(a), wu =TT(m) usw, 


und verstehen unter a’, p’,--- die Strecken, deren Parallelwinkel die Parallel- 
winkel von a, p,--- je zu einem rechten Winkel ergiinzen, so daB demnach 


Ni (a) + TI(a@’) = +* usw. 
ist. Dann erscheinen die von Lobatschefskij bewiesenen Formeln fir ein 


*) Wir stellen einander gegeniiber: Die absolute Parallelenkonstruktion und die 
relative: Sobald irgend zwei parallele Gerade gegeben sind, kann man mit Hilfe ge- 
wisser Sitze (Schnittpunkt der drei Héhen usw.) alle Konstruktionen ausfiihren, die 
das Ziehen von Parallelen erfordern (Math. Ann., Bd. 59, S. 116); diese Konstruktionen 
mégen als ,,relativ bezeichnet werden. Hier dagegen handelt es sich darum, iiber- 
haupt zu einer Geraden die Parallele zu ziehen. 

*) Lobatschefskij (S. 174) macht beim Beweis der Existenz der Lotstrecke, 
die zu dem Parallelwinkel TT(p) gehért, von der Stetigkeit Gebrauch (vgl. die Be- 
merkung von Engel S. 332—333). DaB die Stetigkeit vermieden werden kann, zeigt 
auch Hilbert (Math. Annalen, Bd. 57, S. 142, Satz 3). 
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rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c, den Katheten a und b und 
den gegeniiberliegenden Winkeln 4 und uw in der folgenden Gestalt 


(1) 4+T(c+m)=8, 
(1) w+Me+l) =a, 
(2) 4+ B=TI(e—™m), 
(2’) w+a—M(e—), 
(3) T1(b + 1) + T(m—a) = 52, 


(3’) TI(m-+a)+1(l —b) = 5, 


wo (1’), (2’), (3°) aus (1), (2), (3) einfach dadurch hervorgehen, daB man die 
beiden Katheten und zugleich die gegeniiberliegenden Winkel untereinan- 
der vertauscht. Ubrigens sind diese Formeln, was zu betonen vielleicht 
nicht iiberfliissig ist, in erster Linie nicht als (analytische) Gleichungen 
aufzufassen, sondern als bequeme Einkleidung geometrischer Aussagen. 

2. Das Viereck mit drei rechten Winkeln. Es sei jetzt ein Viereck 
mit drei rechten Winkeln und mit dem spitzen Winkel 
B, gegeben (Fig. 1), bei dem wir die Bestimmungs- 
stiicke schon so bezeichnen, wie es fiir die in (3) ab- 
zuleitende Zuordnung zweckmibig erscheint.*) Wie 
schon bemerkt wurde, behandeln wir dabei das Vier- 
eck genau in derselben Weise, wie Lobatschefskij ~* 

a. a. O. das rechtwinklige Dreieck behandelt hat. Wir denken uns zuerst 
die Strecke c, um m, verlaingert. Da die Winkel TT(m,) und TT(m,’) nach 
der Definition der Strecke m,’ sich zu einem rechten ergiinzen, so ist das im 
Endpunkt der verlingerten Viereckseite c, errichtete 
Lot nach der einen Seite hin zur Verliingerungvon a, 
parallel. Hieraus folgt 

A, + TH(e, + m,) = B,. 

Wir tragen dann (Fig. 2) m, auf c, nach der 
anderen Seite hin ab und errichten das Lot, das wegen < 
der Definition von m, jetzt mit der Verlingerung 
von a, nach der anderen Seite hin parallel wird. Die Figur, in der wir 
noch durch den Scheitel des Winkels 6, eine Parallele zu a, als Hilfslinie 
gezogen haben, ergibt dann unmittelbar die Beziehung 


aN BAe A, + B, = T1(e, — m,). 

*) Ich verdanke diese Bemerkung Herrn Prof. Engel, der mich auch darauf 
aufmerksam machte, beim Nachweis der Zuordnung gerade die Stiicke c und m’ her- 
auszugreifen (s. unten Nr. 3 dieses Paragraphen), aus denen einerseits das Dreieck, 
andererseits das Viereck wirklich konstruiert werden kann. 


(a. a. O. 8. 15, Gl. 1) 


(S. 16, Gl. 2) 


(S. 17, G1. 5) 














Fig. 2. 
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Man sieht (ganz thnlich, wie dies Lobatschefskij fiir das rechtwinklige 
Dreieck gezeigt hat), daB diese unter einer ganz bestimmten Voraussetzung 
(¢, > m,) abgeleitete Beziehung auch noch fiir c,< m, bestehen bleibt, 
sobald die Festsetzung getroffen wird, daB unter dem Parallelwinkel einer 
negativen Strecke das Supplement des Parallelwinkels verstanden werden 
soll, der zur entsprechenden positiven Strecke gehért, wenn man also 
TT(— a) durch die Formel 
TI(— a) = x— TI(a) 

definiert. (Diese Definition findet man z. B.: 
Lobatschefskij, 8. 75.) 

Wir verlingern endlich J, um 6, und 
denken uns im Ende das Lot errichtet (Fig. 3), 
ebenso senkrecht auf der Verlingerung von 
a, die zu jenem ersten Lot parallele Gerade 
und erhalten so die Beziehung 


TH(1, + b,) + T(m, — a,) =52- 





Aus unseren drei Beziehungen folgen sofort drei weitere, weil es ja 
offenbar gestattet ist, darin gleichzeitig c,m,'a,1, durch 1, a, m,'¢, 2u er- 
setzen. Es ergibt sich also: 


(t) A, + THe + m,) = B,, 
(r’) vi+ 11, + a) =f, 
(II) 4, + B, = T1(e, — m,), 
(iI’) 7+ B,=T1(1,—a,), 
(iI) TH(1, + b,) + TH(m, — a,) = = 


(II1’) TT (e, + b,) + TT(a,’—m,')= im . 


3. Anwendung. Mit Hilfe der Gleichungen (1)—(3) in 1. und (I)—(II) 
in 2. kann jetzt die in der Einleitung erwihnte, von Lobatschefskij auf 
anderem Weg erwiesene Zuordnung*) hergestellt werden. 

Wir denken uns ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c 


und dem einen Winkel u(<} z) konstruiert, was ja ohne weiteres ausge- 


fiihrt werden kann, indem man an das eine Ende von ¢ den Winkel u 
antragt und vom anderen Ende aus das Lot auf den zweiten Schenkel 


*) Vgl. Lobatschefskij, 8.26 und F. Engel, Zur nichteuklidischen Geometrie. 
(Berichte der K. 8. G. d. W., Math.-Phys. Klasse. Leipzig 1898, S. 181—198.) 
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des Winkels u fillt. Die weiteren Bestimmungsstiicke dieses Dreiecks 
wollen wir (nach 1.) mit a, b, 4 bezeichnen. — Dann gibt es sicher ein 
Viereck mit rechten Winkeln, bei dem die in Fig. 1 mit ¢, bezeichnete 
Strecke gleich ¢ ist und ebenso m,’=m’. Wir kénnen mit unseren Mit- 
teln das Viereck zwar noch nicht konstruieren, weil wir nur die Evwistenz 
von m’, aber noch keine Konstruktion dafiir kennen; wir wissen aber, 
worauf es ankommt, nimlich daB dieses Viereck existiert und daB sein 
spitzer Winkel f, sowie die noch fehlenden Seiten a, und J, eindeutig 
bestimmt sind. 

Jetzt zeigt uns ein Vergleich der Formeln (1) und (2) in Nr. 1 dieses 
Paragraphen mit (I) und (II) in Nr. 2, dab, wenn ¢c,=c und m,’ = m’ ist, 
die geometrisch durch das Dreieck bereits eindeutig bestimmten Stiicke 4 
und # (oder J und 6) genau in derselben Beziehung zu c und m’ stehen, 
wie die durch das Viereck bestimmten Stiicke 4, und #, (oder J, und 6,). 

Hieraus folgt also 


B, = B, 4, = 4 (oder b, =b, 1, =1). 
Die Gleichung (III), mit (3) verglichen, zeigt, daB dann auch noch 
a,=a 


ist. 
Demnach haben wir den Satz: 
Zu jedem rechtwinkligen Dreieck (a,b,c; 4, uw) gehdrt ein Viereck mit 


drei rechten Winkeln und einem spitzen Winkel B. Die Seiten des Vierecks 
sind, vom Scheitel des spitzen Winkels gerechnet, c,m’,a,l. Umgekehrt ge- 
hort zu jedem Viereck mit den angegebenen Stiicken ein entsprechendes recht- 
winkliges Dreieck. 

4. Die Parallelenkonstruktion. Wie an diese Zuordnung die verschie- 
densten Konstruktionen gekniipft werden kénnen, das ist in der Literatur 
mehrfach ausgefiihrt worden. Es mége daher an dieser Stelle geniigen, 
eine der verschiedenen leicht zu beweisenden Parallelenkonstruktionen ein- 
fach wiederzugeben*): ,,Um durch einen Punkt P auferhalb einer ge- 
gebenen Geraden g die eine der beiden Parallelen zu ihr zu ziehen, fille 
man das Lot PF(=m’) auf die Gerade, errichte in P die Senkrechte g’ 
auf PF, trage auf g von P aus eine beliebige Strecke FG —=c ab und 
fille das Lot GG’ =1 auf die Gerade g’. -Die Strecke G’ P(= a) ist dann 
kleiner als ¢, so daB ein um P als Mittelpunkt konstruierter Kreis mit dem 
Halbmesser c die Strecke G’G trifft, etwa in H. PH ist dann parallel 
mu FG“ 

4. Weitere Folgerungen. Die gefundene Zuordnung ergibt zugleich 
auch neue Beziehungen sowohl fiir das rechtwinklige Dreieck wie fiir das 


*) Nach Engel (Lobatschefskij, 8. 256.) 
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Viereck mit drei rechten Winkeln. Z. B. miissen jetzt die Gleichungen 
(I’), (I), (111), in denen die unteren Indizes einfach fort gelassen werden 
kénnen, auch fiir das rechtwinklige Dreieck gelten, ebenso (1’), (2’), (3’) 
fiir das Viereck. Weitere Beziehungen fiir das Viereck ergeben sich dann 
aus dem Umstand, daB man in (I’), (II’), (II’) die Stiicke a, b, 1, m wieder 
durch b, a, m,1 ersetzen kann usw.*) 

Wir wollen von der Zuordnung Gebrauch machen, um eine von 
Lobatschefskij durch Beniitzung des Raumes, insbesondere eines gewissen 
rechtwinkligen sphirischen Dreiecks abgeleitete folgenreiche Zuordnung 
zweier rechtwinkligen (geradlinigen) Dreiecke zu erhalten.**) 

Zum Dreieck gehért ein Viereck mit dem spitzen Winkel 6 und den 
Seiten c,m’,a,l. Zu diesem Viereck mu8 sich dann aber ein zweites 
rechtwinkliges Dreieck konstruieren lassen, indem ¢ und / wie auch m’ 
und @ ihre Rollen vertauscht haben. Das neue rechtwinklige Dreieck 
stimmt nur in einem Stiick, nimlich in der Kathete b mit dem ersten 
iiberein, alle anderen haben sich geandert.***) Der Kathete b liegt jetzt 


der Winkel see gegeniiber, die zweite Kathete ist m’, der andere 


Winkel y, die Hypotenuse ist gleich /. 
Ebenso gehért zu dem gegebenen rechtwinkligen Dreieck (a,b,c; 4, u) 


auch ein Dreieck (a, U’, m; +2 — B, ): 


Geben wir alle Bestimmungsstiicke in Form von Winkeln an, so 
haben wir den Satz: 
Zu jedem rechtwinkligen Dreieck (a,b,c; 4, w) oder 


1 1 
(4) g7—@), 4, T(¢), U, 32 —1(0) 
gehirt ein zweites mit den entsprechenden Stiicken 
’ 1 1 
(4) 37-1), 3z—TT(6), u, T1(c), a. 


Wir haben in (4) statt der Bestimmungsstiicke zum Teil einfache 
Funktionen von ihnen verwendet. Dadurch und durch die gewihlte Reihen- 
folge wird erreicht, daB man leicht einen gewissen Zyklus erkennt. 

Schreibt man nimlich an, die Seiten eines reguliren Fiinfecks die 


*) Vgl. die Zusammenstellung von Engel (Lobatschefskij, 8. 240). 

**) Lobatschefskij, S. 210. 

***) Stehen nur die am rechtwinkligen Dreieck abgeleiteten Beziehungen (1)—(3’) 
zur Verfiigung, so kann man beim zugeordneten Dreieck alle Stiicke des ersten aus- 
driicken, nur der eine Umstand, daB in beiden Dreiecken dieselbe Kathete b auftritt, 
kann ohne weitere Hilfsmittel nicht bewiesen werden. (Vgl. Lobatschefskij, S. 17 
und dazu Engels Bemerkung S. 239.) 


ee = b& © Ss DP & Gwe 
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Stiicke in der Reihenfolge (4), so entsteht (4’) daraus durch Spiegelung der 
Figur am Mittellot der mit ia TT(a) bezeichneten Seite. (Die Stiicke des 
auf der vorigen Seite zuerst gefundenen zugeordneten Dreiecks wiirden durch 
Spiegelung am Mittellot der mit 52 —T1(b) bezeichneten Seite erhalten 
werden.) Spiegelt man nochmals, jetzt am Mittellot der zuerst mit 4, 
dann mit x TT(b) bezeichneten Seite, so erhilt man ein neues recht- 


winkliges Dreieck, und man kénnte das Resultat, d. h. die Bestimmungs- 
stiicke einfach auch durch Drehung des Fiinfecks erhalten. Durch wieder- 
holte Anwendung dieses Verfahrens gelangt man schlieBlich zu der 

Regel*): Man schreibe an die in der angegebenen Weise mit den 
in (4) aufgeziihlten Stiicken bezeichneten Seiten eines Fiinfecks die Buch- 
staben 


1 1 
9% —1(a,), Ay, TT), ty, 9% — (0) 


in dieser Reihenfolge. Es darf dabei mit jeder beliebigen Fiinfeckseite 
begonnen und jede der beiden Umlaufsrichtungen gewahlt werden. Setzt 
man hierauf die an einer und derselben Seite stehenden GréBen einander 
gleich, so sind a,,b,,¢,; 4,,u, wieder Bestimmungsstiicke eines recht- 
winkligen Dreiecks. 

Beispiel: Man kann setzen 


" , 1 
a=—c, b=l, g=— 05 4—4, y= 2-H). 


Das Fiinfeck kann, wie leicht ersichtlich, auch dazu dienen, die Beziehungen 
(1)\—(3’) und (I')—(III’) sowie alle weiter sich daraus ergebenden ab- 
zulesen, sobald (1)—(3) gegeben sind. 

Bemerkung. Die wichtigen Zuordnungen (die hier zuniichst durch 
die Gegeniiberstellung von (4) und (4’) gekennzeichnet sind), werden neben 
der Parallenkonstruktion und der sich ebenfalls auf hier bewiesene Sitze 
allein stiitzenden Konstruktion des Parallelwinkels zum Lot bei vielen 
Aufgaben der hyperbolischen Geometrie gebraucht.**) Hier erdffnet sich 
auch ein Weg, die Theorie der hyperbolischen Kreisverwandtschaften ohne 
Anwendung riaumlicher Hilfsmittel zu begriinden und umgekehrt die 
hyperbolische Raumgeometrie aus der Kreisgeometrie der hyberbolischen 
Ebene zu entwickeln.***) 


*) Vgl. Lobatschefskij, 8. 346, wo Engel diese Regel angegeben hat. 
**) Z. B. bei der Konstruktion des Dreiecks aus den drei Winkeln (Berichte der 
M. Ph. Klasse der K. S. G. d. W. Leipzig, 1901, S. 480/ff.) 
***) Ebendaselbst 1902, S. 244—260. 
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§ 2. 
Die Berechnung der Funktion T(p). 


Fassen wir von jetzt an die in § 1, 1 und 2 gegebenen und noch in 
§ 1, 4 vervollstiindigten Beziehungen zwischen den Bestimmungsstiicken 
eines rechtwinkligen Dreiecks (oder eines Vierecks mit drei Winkeln) nicht 
mehr nur als geometrische Aussagen sondern als Gleichungen zwischen 
meBbaren GréBen auf*), so gewinnen wir damit eine Grundlage fiir die 
Berechnung der Funktion TT(p). Auf sehr verschiedenen Wegen kénnen 
wir naimlich zu einer ganzen Reihe von Funktionalgleichungen gelangen, 
die zwischen der Funktion TT(p) und der inversen Funktion bestehen (1). 
Diese inverse Funktion sei fortan mit A bezeichnet, d. h. es ist 


p= A{TT(p)} 


«a = TI(A(@)). 

Die bekannte Lésung, die bei geeigneter Wahl der Liingeneinheit 
die Form hat 
(5) TT(p) = 2 arc tan e~?, 
ohne weitere Hilfsmittel aus einer der verschiedenen Gleichungen abzu- 
leiten, diirfte schwer halten, obwohl es méglich sein muB. (T(p) ist fir 
jede Linge p konstruierbar, deswegen muB die Funktion sich auch aus 
den Gleichungen, die fiir den Beweis der Konstruktion hinreichen, be- 
rechnen lassen.) Um uns aber nicht mit der wenig befriedigenden Be- 
stiitigung der Richtigkeit von Gl. (5) durch einfaches Einsetzen zu begniigen, 
nehmen wir die leicht — ohne Beniitzung des Raumes — abzuleitende 
Gleichung des Grenzkreises (2) zu Hilfe (3). 

1. Ableitung einiger Funktionalgleichungen fiir TI(p). Schon die Glei- 
chungen (1)—(3’) allein reichen aus, eine Funktionalgleichung aufzustellen, 
freilich unter der Voraussetzung 


T(p) > 42. 


und ebenso 


Betrachten wir nimlich das spezielle rechtwinklige Dreieck, in dem 
die Kathete b zu dem auf c im Scheitel des Winkels uw errichteten Lote 
parallel ist, setzen wir also voraus, es sei 

4=TI(ec), 
dann ist eben zufolge dieser Voraussetzung auch 


1 
g%—e=TI@). 


*) Uber die Axiome, auf Grund deren GréfSen z. B. Liingen durch Zahlen (Mab- 
zahlen) der Rechnung unterworfen werden diirfen, vgl. Hilder, Die Axiome der 
Quantitét und die Lehre vom MaB (Berichte d. K. 8. G. d. W. Leipzig 1901, 8S. 1—64). 
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Die Gleichungen (1)—(3’) in § 1, 1 nehmen dann die Form an 
(1) (ce) + 1c + a’) = 1), 
(1) T(2e) + 1a’) = Ta), 
(2) Me) + HO) Me— 6), 
(2’) M(a’) + Ma) = 52, 
(3) (a —a) +b +e) =52, 
(31) TI(a’ +a) +11(e—b) = 2 


(Die Gleichungen (I’), (II’), (III’) wiirden iibrigens keine weiteren Be- 
ziehungen geben.) 


Von diesen sechs Gleichungen ist (2’) trivial; aus (3) und (3’) 


folgern wir 


b+ec= A(52 — TI(a’— a)) 
e—b= A (52 —T(a'+ a)). 
Hieraus kann 2c berechnet und in (1’) eingesetzt werden. Das gibt 
2¢— A(; a —1(a’—a))+ A(; ~ — 1a’ +a)) 
- A(2T1(a) —5); 
und wir haben unter der Voraussetzung p’> p also die Funktionalgleichung 
(6) A(2TT(p) a =%)= A(; a — 1(p' + P)) + A(S a — 11(p'— p)). 


Ist p >‘p’, also Ti(p) << im, so kommt statt dessen 


(6) A(Gx—2M1(p))—A(Gx—M1(p+-p)) + A(Ga—M(p—p)). 


In ganz aihnlicher Weise kann man auch das Viereck mit drei rechten 
Winkeln spezialisieren. Ist 1 = a’, eine Nebenbedingung, die diesmal der 
GréBe a gar keine Beschriinkung auferlegt, so wird, wie die Figur des 
Vierecks zeigt, 


1 
B+ TT(¢) = 9") 
und die Gleichungen I bis III’ fiihren durch einfache Rechnung auf 


(7) atl (a’) = — 1(A(¢2 — 5 T1(2a’)) + a) 


+(—A(Zx-ZM2a))+¢/). 


Mathematische Annalen. LXI. 
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An dritter Stelle betrachten wir jetzt ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Hypotenuse c(—2b,) Sehne eines Grenzkreisbogens ist*), wihrend 
die eine Kathete (a) einer Achse des Grenzkreises angehért; m. a. W. 
wir setzen voraus, es sei 

ce 
u —_ m1(5) ? 


woraus noch folgt 


4=1($) — M0). 


Die Gleichung (1) erhalt dann die Gestalt 
(8) 2T1(b) = T1(b,) + T1(3d,). 
2. Gleichung des Grenzkreises. Um eine zweite Beziehung zwischen 
b und b, zu erhalten, bedienen wir uns, den bisherigen Gedankengang ver- 
lassend, der Gleichung des Grenzkreises. Diese Gleichung kann aus der 
Formel **) 
Son? 


fiir die Verjiingung ‘aquidistanter Grenzkreisbogen, die von denselben 
Achsen begrenzt sind und den Abstand x haben, in folgender Weise ab- 
geleitet werden. 
Es sei (Fig. 4) AB=s ein Grenzkreisbogen, der so klein sein soll, 
daB die von B ausgehende Tangente die Achse, die durch den Punkt A 
geht, noch trifft (in D). Wir denken 
uns dann den Grenzkreisbogen iiber 
B hinaus verliingert und zwar bis 
zu der Geraden, die nach der einen 
Seite hin mit der Tangente in B, 
nach der anderen Seite hin mit der 
Achse in B parallel ist. Das Bogen- 
stiick BC (das bekanntlich gleich der 
ie. a von Lobatschefskij gewihlten Laingen- 
einheit ist) bezeichnen wir mit S. 
Nun machen wir B,D = BD(=v) und legen durch B, den Grenzkreis- 
bogen B,C,, der wieder gleich S ist, weil das in B, auf B,A errichtete 
Lot zu C,C und zu DB parallel ist. 
Bezeichnet man noch die Strecke AD mit u, so wird AB, = v — u 
und daher 





Bogen ABC =s + S=Se’-“. 
Jetzt kann man aber auch AD iiber D hinaus um die Strecke v ver- 


*) Uber den Grenzkreis vgl. die Entwicklungen von Lobatschefskij (S. 185 ff.). 
**) Vgl. die Formeln Lobatschefskij, 8. 348, ferner 8.189 und die klare Aus- 
einandersetzung iiber den Begriff ,,Bogenliinge’, S. 82. 
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langern und im Endpunkte das (zu BD parallele) Lot errichten, endlich 
noch die Gerade ziehen, die einerseits zu BD, andererseits zu DB, parallel 
ist. Durch eine ganz ahnliche Betrachtung wie die soeben angestellte ge- 
langt man zu der Formel 
S—s=Se*-*. 
Aus diesen beiden Gleichungen zusammen folgt 


e+e’ 


e = 
2 


Fiir den Grenzbogen ED (Fig. 4) sind w und v die Strecken, die wir 
am Ende von Nr. 1 dieses Paragraphen mit a und b bzeichnet haben, also 
kommt die Gleichung 

aunt te. 
2 
Der Bogen ED hat die Linge 
b 


b - 
(ED) = set = S(?-* —1)e*=S8-* > fae 
Zu dem Grenzkreisbogen, der halb so groB wie (ED) ist, gehért da- 


her statt der Ordinate BD =) eine Ordinate, deren Linge b, gegeben ist 
durch die Gleichung 


ff 
2 


oder 
(8’) 


3. Berechnung von T1(p). (8’) ist eine Gleichung, deren linke Seite 
die Differenz zweier reziproker Zahlen ist, die nur von 06, abhiingen, 
ebenso die rechte Seite die halbe Differenz derselben Funktionen, ge- 
bildet fiir das Argument 6. Statt nun etwa b, durch b auszudriicken und 
in (8) einzusetzen, wollen wir Umformungen vornehmen, die unmittelbar 
auf das Resultat fiihren. 

Setzen wir zur Ubersichtlichkeit 


C= f (a), 
so kann (8’) geschrieben werden 
1 1 1 
= () — 7@) =O) — Fay 
und der rechten Seite liBt sich eine Gestalt geben, die an ein trigono- 
metrisches Additionstheorem erinnert, nimlich die Gestalt 
b 


eh P%— 1 £(,)F(8B,) —1_ 
et 8 — f(b) + £(8b,) 
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Aus (8) aber erhalt man leicht 


\ 1 1 
: | cot — ™) cot > TT (8b,) — 1 


1 1 
= | cot = (6) -—_,—— 
cot 2 TT(0) 


cot = TI(b,) ++ cot ; 11(3),) 


Wir setzen, indem wir beide Formeln vergleichen, 


cot ; TT(b) =e (nicht e~°) 
oder allgemein 
tang = TT(p) = e-?. 


An und fiir sich bestand noch die Wahl zwischen ¢ und e~?, wir 
miissen aber, da TT(p) < ~ a ist, den zweiten Wert nehmen.*) 


Zusatz 1. Die gefundenen Werte der zu bestimmenden Funktionen, 
niimlich 
TT(p) = 2 arc tang e~? 
und 


A(¢) = log cot . y 


miissen natiirlich jede der aufgestellten Funktionalgleichungen erfiillen. 
Wir wollen uns mit dem Nachweis fiir die eine Funktionalgleichung (7) 
begniigen, weil diese Gleichung fiir jeden Wert von a gilt. Schon um 
diese Bestiitigung auszufiihren, mu8 man die Gleichung umformen, wenn 
man sich nicht auf allzulange Rechnungen einlassen will. 

Wir dividieren auf beiden Seiten mit 2 und setzen a’ = p und auBber- 
dem zur Abkiirzung 


1 1 
A (72-4 M2p))-A@) =u. 
Bilden wir die Tangenten, so kommt links 


2 2 
: ay —p? 
cot 5 11(p)— tang + T1(p)  —e* 





tang TT(p) = 


und rechts 


tang (> T(p —u) — > N(p+s)}- = 


—P__¢-"-P 


get tos: 
vt e? +e? 2 
*) Die Absicht, eine von Kunstgriffen ganz freie Berechnung der Funktion TT(p) 
abzuleiten, ist leider nicht durchfiihrbar gewesen. 
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Um die geforderte Gleichheit nachzuweisen, mu8 also nur die Rich- 


tigkeit der Formel 
e? +e? 
e—e? 


gezeigt werden: 
Es ist 


1 
ot | Wp) +1 er 44 


— cot p= - neal inca, os 
ot | Tp) —1 or—t 


=< o, w. z. b. w. 

Zusatz 2. Es mag noch erwaihnt werden, daB die Berechnung von 
TT(p) sich ganz bedeutend vereinfacht, wenn man aufer der Gleichung 
des Grenzkreises noch den Umstand beniitzt, daB fiir sehr kleine Drei- 
ecke die Euklidische Geometrie gilt.*) Den verschiedenen Ansiitzen**), 
die diese Tatsache verwenden, mag bei dieser Gelegenheit ein neuer ein- 
facher hinzugefiigt werden. 

Der zur Ordinate b gehérende Grenzkreisbogen hat nach Nr. 2 dieses 
Paragraphen die Liinge 


und es besteht auBerdem die Gleichung 
e P+ ” tied 


Ome tae 


Wird jetzt der Grenzkreisbogen verliingert bis zu dem Punkt, dessen 
Abszisse a+ da, dessen Ordinate 6+ db ist, dann dieser neue Bogen 
(s + ds) so verschoben lings der Abszissenachse, daB die Ordinate (6 + db) 
auf die Ordinate b und ihre Verlingerung zu liegen kommt, so sieht man: 
TT(6) liegt in dem (unendlich kleinen) rechtwinkligen Dreieck mit der 
Hypotenuse db der Kathete ds gegeniiber, der Kathete da an; demnach 
wird 


cos TT(b) = = = 


Hieraus folgt wieder 
tang = TT (p) = e-?. 


*) Dies kann man z. B. auch aus den Formeln (1) — (3’) folgern, wenn man die 
linearen Abmessungen des Dreiecks sehr klein annimmt. 
**) Vgl. die Literaturangaben Math. Annalen 59, S. 110. 





H. Lresmann. 


§3. 
Die Trigonometrie. 


Nachdem die Funktion TI(p) berechnet ist, bereitet es jetzt gar keine 
Schwierigkeit mehr, die trigonometrischen Formeln fiir das rechtwinklige 
Dreieck systematisch abzuleiten. Die Formeln (1) — (3’) reichen dazu voll- 
kommen aus. KEinige der Dreiecksrelationen wollen wir, um unsere Be- 
hauptung zu bestitigen, hier noch auf diesem Wege gewinnen. 

So folgt z. B. aus Gl. (1): 

1 tang > M0) — tang = TT (2) 
tang | (e+ m) = - 


%. 
i + tang - TT(d) tang - TT (2) 


and on 
e = i 


e —s ; eee? 
ebenso aus Gl. (2) 
—€ m ew 4 "iy 
ee 
Die Multiplikation der beiden Gleichungen ergibt 
Po 26 = 21 
—26-21 


e~2e — 
1—e 
und die Division 
ull aul 
e —e 1— 


eo 4 ce 1+ et 
Aus der durch Multiplikation erhaltenen Gleichung folgt 


ol deel | 
e7 2m — . 


ey awe r—em™ 14678 
oer Bae aa ere’ 





oder, da 
1 


1 — tang? 3 


TT (e) 1— 2 

cos TT(¢) = - = —~;. ist 
1 1 —2e 

1+ tang* — TI(c) +e 


~ 


b 


cos TT(c) = Tn? d. h. 


(9) cos TT(c) - cos 4 = cos TT(b). 
Aus der durch Division erhaltenen Gleichung folgt 
if 
8+. e-2™ é+ — ? 
sin TT(?) 
cos TT(m) = sin 1) 


sin 4 = cosu - sin TT(d). 
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Durch Elimination von b folgt aus (9) und (10) 
(11) sin TT(c) = tang @ - tang w. 

Ferner wird 

sin TT(a) sin TT(b) = tone : ae = tang - tangu, 

also 
(12) sin TT(a) sin TT(b) = sin TI(ce). 
Diese vier Beispiele (Gl. (9)— (12)) geben ein klares Bild, wie man bei 
der Aufstellung der trigonometrischen Formeln sich auf die geometrisch 
abgeleiteten Formeln (1)— (3’) stiitzen kann. 

Mit diesem Ausblick schlieBen wir die Betrachtung ab. Die Absicht 
dieser Ausfiihrungen, niimlich zu zeigen, daB man die hyperbolische Ebene 
nicht zu verlassen braucht, auch infinitesimaler Betrachtungen nicht bedarf, 
um ausreichende Grundlagen fiir die Beantwortung der verschiedenartigstcn 
Fragen der hyperbolischen Geometrie zu gewinnen, diirfte hiermit erreicht 
sein.*) 


Leipzig, Januar 1905. 


*) Schur hebt (Math. Annalen 59, S. 319) mit Recht hervor, da®S Hilberts 
Nichteuklidisches Parallelenaxiom bereits sehr viel in sich schlieBt. Um so mebr 
diirfen die hier gegebenen Entwicklungen, insbesondere die des § 1, den Anspruch 
darauf erheben, als eine nicht ganz iiberfliissige Ergiinzung anderer Darstellungen zu 
gelten. — 

Zusatz (September 1905). AuBer der hier, gegebenen Ergiinzung anderer Dar- 
stellungen, auf die ich bereits im Vorwort meiner Nichteuklidischen Geometrie 
(Sammlung Schubert 49) hingewiesen habe, sei an dieser Stelle noch einer verein- 
fachten Methode der Inhaltsbestimmung gewisser Figuren gedacht. Der Satz, dab 
der Inhalt eines Dreiecks mit den Winkeln a, 8, y seinem Defekt, d. h. der GréBe 
a —-« —(§—vy proportional ist, kann auch fiir solche Dreiecke ganz elementar be- 
wiesen werden, deren Eckpunkte siimtlich oder zum Teil im Unendlichen liegen 
(Vgl. Lobatschefskij, S. 268). 








Eveen Mever. 


Uber die in einem Reyeschen Komplexe enthaltenen 
Regelscharen. 


Von 


Euveen Meyer in Charlottenburg. 


Es ist bekannt, daB durch zwei beliebige einem tetraedralen (Rey eschen) 
Komplex angehérige Strahlen zwei verschiedene Flichen 2. 0. hindurchgelegt 
werden kénnen, von denen die eine dem Haupttetraeder des Komplexes 
umbeschrieben, die andere ihm einbeschrieben ist. Diese beiden Systeme 
von Regelscharen sind von 4. Stufe.*) Die Frage aber, ob es Regelflichen 
von der Art gibt, daB die Regelstrahlen sowohl wie die Leitstrahlen 
simtlich demselben tetraedralen Komplexe angehéren, die also zu ihm in 
analoger Beziehung stehen wiirden wie die Kugelfliichen zum Komplex 
der Minimalgeraden, scheint bisher nicht gestellt worden zu sein. Sie 
wird fiir den Fall eines reellen Haupttetraeders durch den im folgenden 
bewiesenen Satz erledigt: 

In einem tetraedralen Komplex mit reellem Haupttetraeder gibt es im 
allgemeinen keine geradlinige Fliche 2. O. der Art, dap ihre siimtlichen Ge- 
raden — Leitstrahlen und Regelstrahlen — dem Komplex angehiren. Unter 
den zu demselben Haupttetraeder gehirenden gibt es vielmehr nur drei 
tetraedrale Kompleze, die solche F'liichen enthalten. Es sind diejenigen, deren 
Strahlen die Tetraederebenen in harmonischen Punktwiirfen treffen, und zwar 
enthalten sie sechs Systeme von je co* solchen Flichen. Die Fliichen eines 
und desselben dieser Systeme beriihren dieselben zwei Ebenen des Haupttetraeders 
des Komplexes in denjenigen Tetraederecken, die nicht auf der Schnittlinie 
dieser beiden Ebenen liegen. Je oo von den Fliichen desselben Systems 
schneiden sich in demselben Kantenvierseit. Jede Komplexgerade gehirt ins- 
gesamt sechs von diesen Fliichen, und zwar je einer eines jeden Systems an. 
Aufer den genannten gibi es in einem solchen Komplex keine Flichen 2. O., 
deren siimtliche Geraden Komplexstrahlen sind. 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl., Leipzig 1892, 3. Abt. 8.5. Sturm, 
Liniengeometrie, Leipzig 1892, I, S. 335. 
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Es sei ABCD das Haupttetraeder eines beliebigen tetraedralen 
Komplexes. Auf das Strahlenbiischel mit dem Scheitel A in der Ebene 
ACD iaBt sich das Strahlenbiischel mit dem Scheitel B in der Ebene 
BCD projektiv so beziehen, daB der vorgelegte Komplex zusammenfallt 
mit dem Komplex aller Geraden, die zwei entsprechende Strahlen dieser 
Biischel schneiden.*) 

Gibt es nun eine geradlinige Fliche 2. 0. F, deren simtliche Ge- 
raden dem Komplex angehéren, so muB sie die Ebenen ACD und BCD 
in je einem Kegelschnitt k bezw. k, schneiden. Die Punkte von & und k, 
werden durch die eine Geradenschar von F'®), die ,,Regelschar“, projektiv 
aufeinander bezogen, und diese Projektivitéit bestimmt gleichzeitig eine 
Kollineation K, zwischen den Feldern der Ebenen ACD und BCD. Durch 
K, werden, da die Regelschar dem Komplex angehéren soll, die beiden 
Strahlenbiischel mit den Scheiteln A und B in derselben Weise wie durch 
den Komplex projektiv einander zugeordnet. Die Schnittpunkte mit CD 
sind den beiden Kegelschnitten gemeinsam; denn es sind die Schnittpunkte 
von CD mit F®, Da jeder dieser beiden Schnittpunkte sich in der 
zwischen den Punktreihen k und k, bestehenden Projektivitit selbst ent- 
sprechen mu, also auch die beiden durch ihn gehenden Strahlen der 
Biischel A und B einander zugeordnet sein miissen, so kénnen diese 
Schnittpunkte nur C und D sein. 

Die andere Schar von Geraden von F'®), die der ,,Leitstrahlen“, be- 
zieht die Punktreihe von & in einer von der vorigen verschiedenen Weise 
projektiv auf die von k,, bestimmt daher eine zweite Kollineation K, 
zwischen den Feldern ACD und BCD, in welcher aber die Strahlen des 
Biischels A denjenigen von B wieder in derselben Weise wie vorher zu- 
geordnet sind. 

Vermittels der beiden Kollineationen K, und K, wird das Feld BCD 
kollinear auf sich selbst bezogen; diese Kollineation sei K,. Schneidet 
nun irgend ein von AC und AD verschiedener Strahl des Biischels A 
k in den Punkten E und F, denen durch K, die Punkte E’ bezw. F’ zu- 
geordnet seien, so werden durch K, den Punkten E und F die Punkte 
F’ bezw. E’ als entsprechende zugewiesen. Fiir K, sind also E’ und F’ 
einander involutorisch zugeordnete Punkte; B und alle Punkte der Punkt- 
reihe CD entsprechen sich selbst. K, ist also eine involutorische Kollinea- 
tion, daher B der Pol von CD in bezug auf k, und folglich auch A der- 
jenige von CD in bezug auf k. Mithin beriihrt F die Ebenen ABC und 
ABD in C beaw. D. 

Die durch C und D hindurchgehenden Geraden von F®) bilden ein 


*) Reye a. a. O. 8S. 6—7. Sturm a. a. O. 8. 334, 338f. 
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windschiefes Vierseit, von dem zwei Ecken, G und H, auf AB liegen. 
Dann miissen aber CG und DH sowohl wie CH und DG zugeordnete 
Strahlenpaare der beiden Biischel mit den Scheiteln C und D (in den 
Ebenen CAB bezw. DAB) sein, deren Projektivitit durch den Komplex 
wieder derart festgelegt ist, daB alle mit zwei zugeordneten Strahlen in- 
zidenten Geraden dem Komplex angehéren. Jene beiden Biischel erzeugen 
daher auf AB eine Punktinvolution, und da 
g(A, B, C, D) X (A, B, G, H) 
ist, wenn g einen Komplexstrahl bedeutet*), so muB das Doppelverhiltnis 
: g(A, B, C, D)=—1 

sein. 

Sollte es also eine geradlinige Fliche 2. O. geben, die mit allen ihren 
Geraden in einem tetraedralen Komplex enthalten ist, so miiBte sie sowohl 
selbst als auch der Komplex jedenfalls die im obigen Satze angegebenen 
Eigenschaften besitzen. 

Wahlt man anderseits in einem Komplex mit dem Haupttetraeder 
ABCD und dem konstanten Doppelverhiltnis g(A, B, C, D) = — 1 aus 
den projektiven Strahlenbiischeln mit den Scheiteln C und D zwei zu- 
geordnete Strahlen CG und DH aus, wo G und H ihre Schnittpunkte 
mit AB seien, so gibt es co’ geradlinige Flichen 2. O. mit dem gemein- 
samen Vierseitsdurchschnitt CGDH, und ihre siimtlichen Geraden sind 
Komplexstrahlen. Lai&t man G die Gerade AB durchlaufen, so erhiilt 
man dasjenige der im obigen Satze genannten Systeme von oo? Flichen 
2. 0., das die Ebenen ABC und ABD in C und D beriihrt. Da sich 
die vier Tetraederebenen in sechsfacher Weise zu Paaren anordnen lassen, 
so gibt es sechs solche Systeme. In jedem von ihnen gibt es offenbar 
eine und nur eine solche Fliche, die eine beliebig ausgewihlte Komplex- 
gerade enthilt. 

Fiir dasselbe Haupttetraeder ABCD existieren aber gerade drei 
Komplexe mit der genannten Eigenschaft, niimlich auBer dem benutzten 
noch diejenigen, fiir die 

g(A, C, D, B) = — 1 beaw. g(A, D, B, C)=-1 
ist. 

Charlottenburg, Januar 1905. 


*) Sturm a. a. O. § 253. 













































G. Prasav. Uber Flichen konstanter GauBscher Kriimmung. 


Uber die Hilbertschen Satze in der Theorie der Flachen 
konstanter GauBscher Kriimmung. 


Von 


G. Prasap in Allahabad, Indien. 


In seiner Abhandlung ,,Uber Flichen von konstanter GauBscher 
Kriimmung“*) hat Herr Hilbert zwei Siatze fiir analytische Flichen an- 
gegeben und streng bewiesen. Im folgenden handelt es sich darum, die 
Frage nach denjenigen Siitzen zu diskutieren, die fiir analytische Flaichen 
mit den Hilbertschen Siitzen identisch werden, aber fiir viel allgemeinere 
Flachen**) gelten. 


Vier Gruppen von Bedingungen. 


1. Es seien die rechtwinkligen Koordinaten 2, y, z eines Punktes auf 
einer Fliche als Funktionen zweier unabhiingiger Variabelen dargestellt. 
Dann werde ich die folgenden vier Gruppen von Bedingungen respektive 
(A), (B), (C) und (C,) nennen; es ist leicht zu sehen, daB die Befriedigung 
von (A), (B) und (C) oder die Befriedigung von (A), (B) und (C,) die 
Existenz der simtlichen partiellen Differentialquotienten dritter Ordnung 
noch nicht nach sich zieht. 





(A) 

(1) In jedem Punkte sind die simtlichen partiellen Differentialquo- 
tienten erster Ordnung 2,, x,, y, usw. endlich und kontinuierlich in 
(u,v); auch sind in jedem Punkte die simtlichen partiellen Differential- 
quotienten zweiter Ordnung 2,,,, 2,5) Louy Yoor Yu, USW. Vorhanden und 
endlich. 

(II) Diejenigen Punkte, in welchen die partiellen Differentialquotienten 
zweiter Ordnung 2, Vo» Louy Toor Yu, USW. Licht alle kontinuierlich in 
(u, v) sind, bilden eine Menge g, vom Inhalt Null. 


uv? vu? 


*) Trans. Amer. Math. Society, Vol. 2, 1901; Grundlagen der Geometrie, 2. Aufl. 
Anhang V (8S. 162—175). 

**) Siehe meinen Brief an Herrn Hilbert ,,Uber den Begriff der Kriimmungs- 
linien“* (Géttinger Nachrichten, Heft 3, 1904). 
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Der Kiirze wegen sage ich, daB eine ebene Menge ,,vom Inhalt Null“ 
ist, wenn ihre Teilmenge auf jeder Geraden der Ebene den (linearen) In- 
halt Null hat. 


(B) 
In jedem Punkte einer iiberall dichten Menge G, sind die saimtlichen 
Differentialquotienten 2,,,.,, 2suus Lveer Courr Yuou USW- VOrhanden und endlich; 


und ferner, in jedem Punkte von G, ist 


uvu? 


Daou = Louns 


Lave — Louvs 


Yuouw 7 Your usw. 


(C) 
In jedem Punkte, der nicht zu g, gehdrt, ist 


“ 


Lyy = { A, du = 'h dv, 


Yue sae a du = fas dv, 


a“ 0 
fe ’ 
2,,={ %4du= f v dv, 
e 


wo A,, dy, My, Mey My, YM an allen Punkten endlich sind; und ferner ist 
die Menge der Punkte, wo 4,=2,,,, 4 = %,,, uSW., eine tiberall dichte 
Teilmenge von G,. 


(C,) 
In jedem Punkte, der nicht zu g, gehért, ist 


- «fine. 


= = 


You = { m,du usw., 


wo 1,, 1,, m,, mM,, M,, N, in allen Punkten endlich sind; und ferner ist die 
Menge der Punkte, wo 1,=<2 l,=2,,, Usw., eine tiberall dichte 
Teilmenge von G,. 


uou? u 
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Uber Flichen von konstanter positiver Kriimmung. 


2. Zuerst spreche ich den folgenden Satz aus: Eine Fiche, welche 
nicht ein Kugelstiick ist, kann die folgenden Bedingungen nie gleichzeitig 
befriedigen: 

(t) In allen Punkten der Fliche, héchstens mit Ausnahme der Punkte 
einer Menge g, vom Inhalt Null, ist K=+ 1. 

(11) In allen Punkten einer iiberall dichten Menge ist 

E = sinh’, 

G = cosh’9; 
wo die Kurven u = const., v = const. Kriimmungslinien sind und coth g =r, 
der gréBere der absoluten Werte der beiden Hauptkriimmungsradien ist. 

(ut) Es existiert ein Punkt (U, V) im Inneren der Fliche von der 
Beschaffenheit, daB die obere Grenze von r, fiir eine beliebig kleine Um- 
gebung von (U, V) die obere Grenze von r, fiir die ganze Fiche ist. 

(Iv) x(u,v), y(u,v), z(u,v) befriedigen (A), (B), (C). 

Beweis: 

Der Klarheit wegen unterscheide ich zwei Fille. 


Fall I. 


Nehmen wir an, daB der Punkt (U,V) weder ein Punkt der Menge g, 
noch ein Grenzpunkt dieser Menge ist, dann ist es immer méglich, in der 
uv-Ebene den Punkt (U, V) mit einem geniigend kleinen Kreise K, zu 
umgeben, so daB kein Punkt von g, innerhalb K, existiert. 

Weil (A) befriedigt ist, ist 7, in jedem Punkte innerhalb K, vor- 
handen und zwar der gréBere der absoluten Werte der Wurzeln der 
Gleichung 

(DD”" — D*)r?— (ED" + GD — 2FD)r + (EG — F*) = 0.*) 
Mithin ist r, kontinuierlich in (u,v) innerhalb A,. Deshalb ist fir alle 
Punkte innerhalb K, 

E = sinh’, 
G = cosh’. . 


Weil (B) befriedigt ist, kénnen wir in der bekannten Weise**) die 
GauBsche Fundamentalgleichung fiir diejenigen Punkte von G, herleiten, 
die innerhalb K, liegen. Deshalb ist an diesen Punkten 

—8¢'_.. ee 


(I) Cos T Qn = — 4 


*) Siehe meinen Brief an Herrn Hilbert, loc. cit. 
**) Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, III D 1,2 (v. Mangoldt), 
Nr. 34; Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, 2. ed., vol. 1, § 56. 
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Nun ist klar, daB r, in (U,V) ein Maximum und deshalb 0 ein 
Minimum hat. Es folgt dann, daB in dem Punkte (U, V) 
= 0, 
a= 9 
ist; und wir kénnen auch einen Kreis R innerhalb K, beschreiben, so dab 
in allen Punkten, die auf R liegen, a positiv ist, wo R den Abstand 


zwischen (U,V) und (u,v) bedeutet. 
Weil (C) befriedigt ist, folgt leicht aus (1), daB das auf das Gebiet 
innerhalb K, erstreckte Integral 


gleich dem iiber R erstreckten Integral 


de 
figas 


ist. Aber dies ist unméglich, weil das erste Integral kleiner und das 
zweite gréBer als Null ist. 
Damit ist gezeigt, daB Fall I nicht stattfinden kann. 


Fall II. 


Wir nehmen an, dab (U,V) entweder zu g. gehért oder ein Grenz- 
punkt von g, ist. 
Nennen wir (#,@) diejenigen Punkte (u,v), die weder zu g, gehéren, 
noch Grenzpunkte dieser Menge sind, dann muf, wenn 
Lim 7,(#, @) 
w= U,o=V 
nicht existiert, ein Punkt (@ =U, —V) existieren, wo r,(u,v) ein Maxi- 
mum hat. Und mit dem Beweisverfahren von Fall I werden wir auf 
einen Widerspruch gefiihrt. 
Wenn 
Lim 1, (%, 6) 
w=U,3=V 
existiert, ist dieser Limes die obere Grenze von r,(#, 0), und es ist leicht 
zu sehen, daB wir den Punkt (U,V) mit einem Kreise K, so umgrenzen 
kénnen, daB alle Punkte, die auf K, liegen, Punkte (#,0) sind und in 


allen diesen Punkten ve positiv ist. Innerhalb K, kénnen wir einen be- 


liebig kleinen Kreis k, beschreiben, so daB kein Punkt, welcher nicht ein 
Punkt (#, 6) ist, entweder zwischen k, und K, oder auf k, liegt. 

Nun ist leicht zu sehen, dab, wie im Fall I, wir das folgende Re- 
sultat bekommen: 





Uber Flichen konstanter GauBscher Kriimmung. 


Das tiber das Gebiet zwischen /, und Ky, erstreckte Integral 


nee 


ist gleich der Summe der iiber k, und K, erstreckten Integrale 


€@ a. Ge a. 
—fi%as und anes: 


(ke) (4) 
Weil k, und deshalb 


de 
cre 


' (ha) 
beliebig klein gemacht werden kann, werden wir wie im Fall I auf einen 
Widerspruch gefiihrt. 
Der eben bewiesene Satz lehrt offenbar folgende Tuatsache: 
Eine geschlossene Fliche, welche nicht eine Kugel ist, kann die oben 
gegebenen Bedingungen (I), (IL), (IIL) und (IV) nie gleichzeitig befriedigen. 


Uber Fliichen von konstanter negativer Kriimmung. 


3. Der Satz von Herrn Hilbert iiber Flichen konstanter negativer 
Kriimmung lautet folgendermaBen: 

Eine Flache konstanter negativer Kriimmung, die sich stetig und mit 
stetiger Anderung ihrer Tangentialebene in der Umgebung jeder Stelle 
iiberallhin ausdehnt, kann nicht iiberall analytisch sein. 

Ich verallgemeinere diesen Satz, indem ich die folgende Aussage mache: 

Eine Fliiche, welche sich stetig und mit stetiger Anderung ihrer Tan- 
gentialebene in der Umgebung jeder Stelle iiberallhin ausdehni, kann die 
folgenden Bedingungen nie gleichzeitig befriedigen: 

(1) In allen Punkten der Fliche, héchstens mit Ausnahme der 
Punkte einer Menge g, vom Inhalt Null, ist K = — 1. 

(1) In allen Punkten einer iiberall dichten Menge ist 

E=1, 
G=1, 
wo die Kurven «= const. v = const. Asymptotenkurven*) sind; auch 
befriedigen a(u,v), y(u,v), z(u,v) die Bedingungen (A), (B), (C,). 
(ut) In allen Punkten einer iiberall dichten Menge ist 
E=1, 


*) Unter einer Asymptotenkurve verstehe ich eine Kurve, welche durch die 


Differentialgleichung p(s“) 42D’ 3 rsd +D (a) =0 definiert ist. 
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wo u, v geodiitische Polarkoordinaten*) sind; auch befriedigen x(u, v), 
y(u,v), 2(u,v) die Bedingungen (A), (B), (C,). 

Das folgende Beweisverfahren ist im wesentlichen dasjenige, das Herr 
Hilbert benutzt hat, um seinen Satz zu beweisen: ich berechne den ge- 
samten Inhalt der Fliche auf zwei Wegen und werde dadurch zu einem 


Widerspruch gelangen.**) 


Der erste Weg: 
Es folgt aus der Bedingung (1), daB, weil EK und G kontinuierliche 
Funktionen von u, v sind, in allen Punkten 
E=1, 
G=1 


ist; und mithin gilt der Satz von Dini und Enneper: 

In jedem Vierecke, das von vier Asymptotenkurven der Fliche ge- 
bildet wird, sind die gegeniiberliegenden Bogen einander gleich. 

Weil (B) befriedigt ist, kénnen wir in der bekannten Weise die 
GauBsche Fundamentalgleichung fiir diejenigen Punkte herleiten, die zu G, 
gehéren. Deshalb ist in diesen Punkten 


(ID) Pur = sin Q; 

wo g den Winkel zwischen den beiden Asymptotenkurven durch den 
Punkt u,v bedeutet. Weil (C,) befriedigt ist, folgt aus (II) der Satz von 
Darboux: 

Der Flaicheninhalt eines aus Asymptotenkurven gebildeten Vierecks 
auf der Fliche ist gleich der Summe der Winkel des Vierecks ver- 
mindert um 22. 

Nachdem wir die Giiltigkeit der Siitze von Dini- Enneper und Darboux 
fiir unsere Fliche festgestellt haben, ist es leicht zu sehen, daB wir die 
folgenden Siitze fiir unsere Fiche wortlich in derselben Weise aus den 
Sitzen von Dini-Enneper und Darboux herleiten kénnen, wie Herr Hilbert 
es fiir analytische Flichen konstanter negativer Kriimmung getan hat: 

(1) ,,Es gibt auf unserer Fliche keine geschlossene, d.h. in sich zu- 
riickkehrende Asymptotenkurve.“ 


*) Hinsichtlich dieser Koordinaten sei bemerkt, da8 ich unter einer geodiitischen 
Linie eine Linie verstehe, welche durch die Differentialgleichungen 
du d*v dudv du\? », (ae\* _ 
2(E Ga + Foy) 4+ 2 Beso + BE, (3) +(2F,—G,) (3) =0 
- ad’ a dud du\? dv\* 
u d*v udv w v 
2(F oa + 6G) +269. 9, + CF. — Ba(Z,) +4(q,) =9 


definiert ist. 
**) Vgl. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 8. 167—172. 
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(2) ,[rgend zwei durch einen Punkt gehende Asymptotenkurven 
schneiden sich in keinem anderen Punkte unserer Flache.“ 

(3) ,,Eine Asymptotenkurve unserer Fliche durchsetzt sich selbst an 
keiner Stelle, d. h. sie besitzt keinen Doppelpunkt.“ 

(4) ,Wenn wir durch jeden Punkt einer Asymptotenkurve a die 
andere Asymptotenkurve ziehen und auf dieser nach der nimlichen Seite 
hin eine bestimmte Strecke s abtragen, so bilden die erhaltenen End- 
punkte eine neue Asymptotenkurve }, die die urspriingliche Asymptoten- 
kurve a an keiner Stelle schneidet.“ 

Aus diesen Sitzen folgt sofort das folgende Resultat: 

Die stimtlichen Asymptotenkurven unserer Fliiche zerfallen in zwei 
Scharen. Irgend zwei derselben Schar angehdrende Asymptotenkurven schnei- 
den sich nicht; dagegen schneiden sich je zwei Asymptotenkurven, die ver- 
schiedenen Scharen angehiren, stets in einem und nur einem Punkte der 
Fliche“. (II’) 

Nun bezeichnen wir mit J(w,v) den Flacheninhalt desjenigen aus 
Asymptotenkurven gebildeten Vierecks auf unserer Flaiche, dessen Ecken 
durch die Koordinaten 


U,V; —U,v; —U,—v; u,—v 

bestimmt sind; so folgt leicht aus (II’), daB der Gesamtiuhalt der Fliache 
Lim I(u, v) 

ist. Aber es folgt aus dem Satze von Darboux, dab I(u,v) < 2m ist, 

wie groB u,v auch sein mégen; also muB der Gesamtinhalt unserer Fliche 

< 2m sein. 


Der zweite Weg. 
a 
Es folgt aus der Bedingung (111), daB, weil E eine kontinuierliche 
Funktion von uw, v ist, in allen Punkten 
E=1 


ist. Weil (B) befriedigt ist, kénmen wir in der bekannten Weise die 
GauBsche Fundamentalgleichung fiir diejenigen Punkte herleiten, die zu G, 
gehéren. Deshalb ist in diesen Punkten 


(iit) (V@),, =VG. 

Weil (C,) befriedigt ist, folgt aus (III) der Satz von GauB: 

Der Flicheninhalt eines aus geoditischen Linien gebildeten Dreiecks 
auf der Fliche ist gleich dem Fehlbetrag der Winkelsumme an z. 

Aus diesem Satze entnehmen wir die folgende Tatsache: 

Irgend zwei von dem Anfangspunkte ausgehende geoddtische Linien 
schneiden sich in keinem anderen Punkte unserer Fliche. (III’) 

Nun bezeichnen wir mit J(w) den Flicheninhalt des geodiitischen 

Mathematische Annalen. 1.X1. 14 
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Kreises von dem Radius uw, so folgt aus (III’), daB der Gesamtinhalt 
der Flache 


Lim I(u) 


ist. Aber 


22u 


I(u) ={ [VGdvdu, 
und es folgt aus (III) und (C,), dab 


22u 


S [VGavdu ~f'VB),av — 2x 


00 0 


ist; auch ist leicht zu sehen, daB 


ist, weil die Funktion (VG), die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Thre Diskontinuititen in bezug auf u kénnen nur von der zweiten 
Art sein. 

2. Diejenigen Punkte, in welchen sie nicht kontinuierlich in (w, v) 
ist, bilden eine Menge vom Inhalt Null. 

3. In jedem Punkte einer iiberall dichten Menge ist 


(V@),,,>0. 


Der Gesamtinhalt unserer Fliche muB daher unendlich groB sein. 
Damit sind wir zu dem verlangten Widerspruch gefiihrt. 


Allahabad, den 13. Januar 1905. 





A Krmorr. Erzwungene Schwingungen von Stiiben. 


Uber die erzwungenen Schwingungen von gleichformigen 
elastischen Staben. 


Von 


A. Krivorr in St. Petersburg. 


Einleitung und Problemstellung. 
§ 1. 


Die Schwingungen, welche ein elastischer Stab um seine Gleich- 
gewichtslage ausfiihren kann, werden in zwei Klassen eingeteilt: die freien 
und die erzwungenen Schwingungen. 

Unter freien Schwingungen versteht man diejenigen, welche nur 
durch die Anfangsabweichungen des Stabes von seinem Gleichgewichts- 
zustande bedingt werden, aber von der Wirkung der fuBeren Kriifte 
unabhingig sind. 

Erzwungen heiBen diejenigen Schwingungen, welche durch die dauernde 
Wirkung der auBeren Krifte entstehen, aber von dem Anfangszustande 
des Stabes unabhingig sind. 

Die freien Schwingungen von gleichférmigen Stiben sind nach Euler 
in sehr ausfiihrlicher Weise in der Mécanique von Poisson und in der 
Theory of Sound von Lord Rayleigh behandelt. 

Erzwungene Schwingungen bieten fiir praktische Anwendungen bei 
dem Eisenbahnbau und bei dem Briicken- und Schiffbau ein ebenso groBes 
Interesse dar wie die freien Schwingungen fiir die Akustik, besonders 
wenn man den Fall der ungleichférmigen Stabe auch mit in Betracht zieht. 

Aber sogar die Behandlung der erzwungenen Schwingungen fiir den 
einfachsten Fall der gleichférmigen Stabe ist in den Lehrbiichern nicht 
zu finden. 

Den Gegenstand dieser Abhandlung bildet die Auseinandersetzung 
einer allgemeinen Methode fiir die Bestimmung der erzwungenen Schwin- 
gungen eines gleichférmigen elastischen Stabes, welcher der Einwirkung 
einer verinderlichen Kraft unterliegt. 


14* 
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Man wird sich sofort iiberzeugen, daB die Methode in der Hinsicht 
eine allgemeine ist, daB sie fiir analoge Probleme der mathematischen 
Physik z. B. die Schwingungen von Saiten, die Wirmeleitung in einem 
Stabe u. dgl. anwendbar ist. 

Bei dieser Auseinandersetzung habe ich stets die praktischen An- 
wendungen und nicht die rein mathematische Seite in den Vordergrund 
gestellt, da die Abhandlung selbst aus einem Vorstudium fiir eine dienst- 
liche Untersuchung von Schiffsvibrationen entstanden ist. 


§ 2. 

Es sei AB ein gleichférmiger, zylindrischer, urspriinglich gerader 
Stab, und es liege die xz-Achse in der Mittellinie des Stabes, das Ende A 
dem Abszissenwerte x =0 und das Ende B dem Werte «=/ entsprechend. 
Es sei angenommen, daf dieser Stab einer anfinglichen (dem Augen- 
blicke ¢=0 entsprechenden) Stérung seines Gleichgewichtszustandes und 
der Wirkung einer veriinderlichen Kraft unterliege; es sollen seine 
Schwingungen bestimmt werden. 

Es wird ferner angenommen, da8 die Richtung der Kraft iiberall der 
z-Achse parallel ist, und daB es sich um die ebenen Quer- oder Trans- 
versalschwingungen handelt, und daB sie in der z2-Ebene vor sich gehen. 

Die auf den Stab wirkende Kraft sei in jedem Punkte auf die Liingen- 
einheit bezogen und durch die Funktion 

Z= F(a, t), 
wo F(a,¢) eine gegebene Funktion der Abszisse x und der Zeit ¢ ist, 
dargestellt. 

Es ist wohl bekannt, daB dieses Problem mathematisch in folgender 
Art ausgesprochen wird: es soll z als Funktion der Unabhingigen 
xz und ¢ in der Art bestimmt werden, daB sie folgenden Forderungen 
Geniige leiste: 

1°) Sie soll der partiellen Differentialgleichung (der Bewegungsgleichung)*) 


e a 1 
(1) 5a +B om a Ft) 


geniigen. Hier bezeichnet g die Dichtigkeit des Stabmaterials, s die Quer- 
schnittsfliche, b? = <! eine Konstante. FE ist der Elastizititsmodul, 


J das Tragheitsmoment der Fliche s um eine zu der Schwingungsebene 
senkrechte zentrale Achse. 


*) Poisson, Mécanique § 519— 529. Lord Rayleigh, Theory of Sound (2™4 ed.) 
Chap. VIII. 





Erzwungene Schwingungen von Stiiben. 213 


2°) Sie soll die Anfangsbedingungen, welche die Anfangsstirung dar- 
stellen, erfiillen. Diese Bedingungen werden in folgender Art ausgesprochen: 
wenn ¢ gleich Null ist, so mu 2 gleich einer gegebenen Funktion (zx) 


sein, und die partielle Ableitung - mu8 gleich einer anderen gegebenen 


Funktion ~(a) sein. Diese Funktionen sind nur im Intervalle von « = 0 
bis « = gegeben und, eine noch anzugebende Beschrinkung ausgenom- 
men, im iibrigen willkiirlich. 

3°) Sie soll den Grenz- oder Befestigungsbedingungen geniigen. Diese 
Bedingungen beziehen sich auf die Enden A(a=0) und B(x=1) des 
Stabes und werden so ausgesprochen: 

a) Fiir ein freies Ende miissen die (der Abszisse «= 0 oder x = /) 


entprechenden Werte von oe und von “ gleich Null werden. 
ox Cx 


b) Fiir ein gestiitztes Ende miissen die entsprechenden Werte von z 
und von La gleich Null werden. 

c) Fiir ein eingeklemmtes Ende miissen die entsprechenden Werte 
von zg und von Me gleich Null werden. 


Diese Bedingungen sollen fiir alle Werte von ¢ gelten. Die unter 2°) 
besprochenen Funktionen g(x) und w(x), welche die Anfangsstérung dar- 
stellen, miissen diesen Grenzbedingungen auch geniigen. 


Allgemeiner Ansatz fiir die Liésung. 


§ 3. 
Die allgemeine Methode zur Liésung dieses Problems besteht im 
folgenden. 
Man setze 
(2) a= a + 4 
und bestimme z, und z, durch die Gleichungen: 


072, 0*z, 


(3) ge + OG = 

und 

‘ 072, Ot Ds 

(4) ot? +B ja* ~ gat t). 

Man bestimme auBerdem die Grenz- und Anfangsbedingungen fiir z, und 2, 
so, daB z, die freien und 2 die erzwungenen Schwingungen darstelle. 
Das wird dadurch erreicht, daB man z, und 2, folgenden Bedingungen 
unterwirft: 1°) 2, allein genommen muB den gegebenen, fiir 2 geltenden 
Grenzbedingungen geniigen, und was die Anfangsbedingungen anbetrifft, 
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so nehme man sie fiir z, derart, dab, wenn ¢ gleich Null wird, dann 


dz 
2, und ot 


; auch gleich Null werden. Hierdurch wird z, véllig bestimmt 


sein. 2°) z, allein genommen muB den gegebenen fiir die Summe ¢ = 4, + 4, 
geltenden Grenz- und Anfangsbedingungen geniigen. 

Wenn die Funktionen z, und z, in dieser Art bestimmt werden, so 
sieht man sogleich, daB ihre Summe z = 2, + 2, der Bewegungsgleichung 
(1) und den Anfangs- und Grenzbedingungen geniigt, so daB 2,-+ 2, 
eine Liésung unseres Problemes ist. Diese Lésung ist dabei so beschaffen, 
daB z, nur von der Anfangsstérung g(x) und y(x) und nicht von der 
wirkenden Kraft F(a, ¢) abhiingt; z, dagegen hingt nur von dieser Kraft 
ab und ist im Gegenteil von g(x) und (x) d. h. von der Anfangs- 
stérung unabhingig. Mit einem Worte: 2, wird die freien, z, die erzwungenen 
Schwingungen darstellen. 


Ansatz der freien Schwingung mittels Normalfunktionen. 
§ 4. 


Es werden zuerst die freien Schwingungen bestimmt, was auf folgende 


wohlbekannte Art geschieht: Man suche die allgemeinste Form des 
Ausdruckes 


(5) 2, => XT, 
wo X eine Funktion von z allein und 7 eine Funktion von ¢ allein be- 
zeichnet, so daB diese Form der Gleichung (3) und den Grenzbedingungen 
geniige. Dann werden X und 7 durch die Gleichungen 
ax 
dx* 
(6) und 
er 
dt? 


—mX =0 


+ Bm‘ T = 0 


bestimmt, wobei m einen beliebigen konstanten Wert haben kann. 
Man erhalt fiir X 


(7) X = C, Coj mz + C, Sin max + C, cos maz + C, sin ma 


wo C,, C,, C;, C, willkiirliche Konstanten sind und oj, Sin in gewéhn- 
licher Weise die hyperbolischen Funktionen bezeichnen. 
Der entsprechende Wert von 7 ist: 


T = D cos m®*bt + E sin mbt. 
Danach nimmt der Ausdruck (5) die folgende Form an: 


(8) 2, = DX cos m*bt + SEX sin mbt, 
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wo die Summen iiber alle méglichen Werte von m zu erstrecken sind. 
Um die Grenzbedingungen zu befriedigen, bestimmt man die Konstanten 
C derart, daB jede von den Funktionen X, allein genommen, den Grenz- 
bedingungen geniige, was bekanntlich fiir jede Kombination dieser Be- 
dingungen zu einer entsprechenden transzendenten Gleichung 

(9) O(m) = 0 

fiihrt. 

Es wurde von Poisson*) bewiesen, daB diese Gleichungen unendlich 
viele Wurzeln besitzen, die simtlich reell und voneinander verschieden 
sind. Man bezeichne diese Wurzeln durch 

m™,, Ms y * . m,, see 
Jeder Wurzel entspricht eine Funktion X, welche bloB eine willkiirliche 
Konstante als Faktor enthalten wird. Die Funktion X, welche der Wurzel 
m, entspricht, wollen wir im folgenden durch C,X, bezeichnen. 
Setzt man 
C,.D=A, wd C,E=B,, 
so erhalt man fiir z, den Ausdruck: 


k=@ k=@ 


(10) 2, = >’ A,X, cos mbt + >” B,X, sin mibe, 
k=2l k=1 


wo A, und B, willkiirliche Konstanten, m,,-wie gesagt, die Wurzeln der 
transzendenten Gleichung (9) und X, bestimmte Funktionen von x und m, 
sind. Diese Funktionen X, sollen hier im Anschlu8 an die englischen 
Autoren ,,den Grenzbedingungen entsprechende Normalfunktionen“ genannt 
werden. 


§ 5. 


Die Haupteigenschaft dieser Normalfunktionen wird durch folgende 
Gleichung ausgedriickt: 


l 
7 f X,X,dz=0, wenn k ungleich i ist. 
0 


Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der Gleichung (6) und den Grenz- 
bedingungen, welchen die Normalfunktionen geniigen. 

Diese Eigenschaft liefert nach Fourier das Mittel zur Berechnung 
der Koeffizienten N, bei der Darstellung einer gegebenen Funktion f(x) 
in der Form einer nach den Normalfunktionen fortschreitenden Reihe: 
(11) f(a) = N,X, + NX, +---+N,Xy+--:, 


*) Poisson, Mécanique § 524. 
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wenn man sich iiberzeugt oder angenommen hat, daB eine solche Dar- 
stellung miglich ist. Die Gleichung (11) wird beiderseits mit X, dx 
multipliziert und zwischen den Grenzen x = 0 und x =/ integriert, wo- 
durch der Wert 


i 
St@) X,. dx 
0 


I 
if Xpdzx 
erhalten wird. Der Nenner in dieser Formel kann ein fiir allemal vermittels 
der Gleichung (6) berechnet werden, ohne daB man die Integration aus- 
zufiihren braucht. In Lord Rayleighs Theory of Sound, Chap. VIII, 
findet man eine kleine Tabelle, welche die Werte dieses Nenners fiir alle 
sechs Kombinationen der Grenzbedingungen angibt. 


(10) N, 


Die erzwungene Schwingung; allgemeine Lésung des Problems. 
§ 6. 

Der weitere Schritt in unserer Methode besteht in der Bestimmung 
von z,. Das wird folgendermafen erreicht: 

1°) die auf den Stab wirkende verinderliche Kraft F(a, ¢) (oder in 
technischer Ausdrucksweise — die im Augenblick ¢ statthabende Ver- 
teilung der verinderlichen Belastung) ist in der Form einer nach den, 
den Grenzbedingungen entsprechenden Normalfunktionen X, fortschreiten- 
den Reihe darzustellen. 

Man setze also: 


(13) Fin, t)— 5, X, + NX, +--+ 5,X+---, 


woraus 
i 


JF, t) Xda 
(14) N,=* 


- 
[Xp dx 
0 


folgt, was eine vollkommen bestimmte Funktion der Verinderlichen ¢ 
darstellt.*) 

*) Streng mathematisch gefaBt, ist eine solche Darstellung nur dann miglich, 
wenn die Funktion F(x, i) denselben Grenzbedingungen wie die Normalfunktionen X 
geniigt. Fiir die praktischen technischen Anwendungen braucht dies aber nicht der 
Fall zu sein. Man vergleiche hierzu die Darstellung einer Funktion f(x), die bei 
“2=0 und «= 7 nicht gleich Null ist, durch eine Sinusreihe. Man weiS wohl, daB 
in diesem Falle mit wachsender Gliederzahl der Reihe die Kurve, welche die Summe 
dieser Glieder repriisentiert, sich an den Punkten «=0 und «=a immer mehr 
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2°) Man setze ferner 
k=@ 
(15) 4— >'7,X,, 
k=l 
wo T, eine noch zu bestimmende Funktion von ¢ bedeutet. 
3°) Die Ausdriicke (13) und (15) sind in die Gleichung (4) ein- 
zusetzen, dann ersieht man, daB 7, durch die folgende Gleichung: 


aT, 


(16) “qt + mi OT, == Ny, 


za bestimmen ist. 
Diese Gleichung gibt: 
T, = G,cos mbt + H,sin m2 bt + S,, 


t t 
sin m? bt J N,cos mebeat — cos mot f N, sin m? bt at| 
6 é 


1 
mi} b 


und G, und H, willkiirliche Konstanten sind. 
Diese Konstanten sind derart zu bestimmen, dab, wenn ¢ gleich Null 


wird, dann auch 7, und = gleich Null werden. Diese Bedingungen 
folgen unmittelbar aus dem im § 3 Gesagten iiber die Anfangsbedingungen, 
welchen 4, geniigen muB. So erhialt man: 

G,=0 ud H,=0 


und es wird: 
t t 
(17) T.— cangs sin m? bt [N,cosm*btat — cos mtbt- f N,sinm*btdt]. 
0 0 


4. Es bleibt noch z, so zu bestimmen, daB die Summe z = 2, + 4, 
den Anfangsbedingungen geniige; da aber bei ¢=0O 4, und oe beide 


gleich Null sind, so sind diese Anfangsbedingungen, wie schon im § 3 
bemerkt wurde, folgende: 


| Wenn ¢ = 0 ist, so muB 2, gleich g(x) werden, 
(18) 
| ” ” y(2) ” 


Oz, 


t=0 Ss ” 


einer Senkrechten zur Abszissenachse anndhert, so daB diese Senkrechten die ent- 
sprechenden Punkte der Abszissenachse mit den Punkten (0, /(0)) und (x, f(x)) ver- 
binden. In unserem Falle, wo F(a, t) die Belastung auf den Stab ist, sieht man 
unmittelbar ein, daB F(a, t) und seine Reihendarstellung (mit vertikaler Ordinate an 
den Endpunkten) hinsichtlich ihrer Wirkung auf den Stab gleichbedeutend sind. 

Niheres dariiber kann man bei Byerly, Elementary Treatise on Fourier’s 
Series etc. (Boston, 1893), S. 64 und 65 oder bei R. Fricke, Analytisch-funktionen- 
theoretische Vorlesungen (Leipzig, 1900), S, 14 finden. 
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Diese Bedingungen reichen aus, um die im Ausdrucke (10) noch vor- 
handenen willkiirlichen Konstanten A, und B, (k = 1, 2,---) eindeutig 
zu bestimmen, denn sie liefern die zwei Gleichungen (19): 


| > A,X, = 9(2) 


k=@ 
| >) bmi B,X = w(x), 


k=1 


(19) 


aus welchen: 


t 
[e@:X,dex 
0 


t 


J Xide« 


l 
J w(x) X,dx 
0 





Mae 
0 


folgt. 

Wenn man alle diese einzelnen Resultate und Entwicklungen zu- 
sammenzieht, so sieht man ein, daB unsere Aufgabe durch folgende Aus- 
driicke formal vollkommen gelést ist: 


k=@ k=@ 


4 “2 A,X, cos m? bt + 2 B,X,, sin mbt, 


k=@ 
44> py T,X,; 
k=1 


wobei T, durch die Formel (17), A, und B, durch die Formeln (20) und 
m, durch die transzendente Gleichung (9) bestimmt sind. 

Wird die Lésung in dieser Form dargestellt, so ersieht man unmittel- 
bar, daB, wenn F(z, ¢) gleich Null gesetzt wird, z, verschwindet, z, aber 
unverandert bleibt; wenn man dagegen g(a) und (x) gleich Null nimmt, 
so verschwindet z,, und z, bleibt unveriindert. Dieses zeigt, daB z, wirk- 
lich die freien, und z, wirklich die erzwungenen Schwingungen des Stabes 
darstellt. 

Die obige Rechnung ist rein formal durchgefiihrt worden. In jedem 
einzelrien Falle, wenn die Funktionen wirklich gegeben, nicht nur be- 








~~ —_— — A 


ee ee ee?! oe ee ee ee ee ee ee | 
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zeichnet werden, und man dabei streng mathematisch verfahren will, 
miiBte man beweisen, daB die in der Lésung vorkommenden unendlichen 
Reihen alle die Operationen (Integration und mehrfache Differentationen 
nach x und ¢) ohne weiteres zulassen. 

Ganz anders steht die Sache in den praktisch-technischen Anwendungen 
Hier braucht man nur eine ziemlich grobe Anniherung, fiir welche schon 
wenige erste Glieder der Reihen geniigen. Die mnétige Anzahl dieser 
Glieder kann durch eine unmittelbare Rechnung bestimmt werden. Um das 
zu erreichen, beachte man, daB die verinderliche Belastung F'(z, ¢) prak- 
tisch niemals genau, sondern nur naherungsweise angegeben ist: man be- 
rechne also die Werte dieser Funktion, welche ihren Verlauf charakte- 
risieren, und man vergleiche sie mit denjenigen Werten, welche durch die 
Summe der ersten Glieder der Reihe (13) geliefert werden, und man 
nehme danach so viele Glieder in der Reihe, daB die Abweichungen die 
praktisch zugelassenen Grenzen der Genauigkeit in der Angabe der Be- 
lastung nicht iiberschreiten. 

Gewohnlich geniigen dazu die ersten 2 bis 6, selten 10 Glieder der 
Reihen. Wir wollen also im folgenden immer stillschweigend annehmen, 
daB unsere Reihen sich auf endliche Summen reduzieren. 


Bewegung eines Stabes unter beweglicher Last. 
g 7. 


Um die oben entwickelte allgemeine Methode an einigen Beispielen 
zu erljutern, werde ich die einfachsten und interessantesten Fille unter- 
suchen. 

1. Beispiel. in gleichformiger zylindrischer Stab ist an beiden 
Enden frei gestiitzt und der Wirkung einer sich gleichformig bewegenden 
punktformigen Last unterworfen. Die Geschwindigkeit der Bewegung sei a, 
und die Last sei als eine Kraft P angesehen. Es wird verlangt, die er- 
zwungenen Schwingungen des Stabes zu ermitteln. 

Wir wollen erst die allgemeinen Formeln fir einen an beiden Enden 
gestiitzten Stab entwickeln und dann diese Formeln auf das Beispiel an- 
wenden. 

Die Grenzbedingungen fiir einen gestiitzten Stab sind folgende: 


Bei « =0 muB z=0 und we werden, 
Ox 


oe? 

oat =0 ” 

fiir jeden beliebigen Wert der anderen Veranderlichen ¢ GeméB diesen 
Grenzbedingungen sind die Normalfunktionen zu bestimmen. 


”» a=l ” z2=0 ” 
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Da 
X = C, Coj mx + C, Sin maz + C, cos max + C,sin mz, 


so liefern die Grenzbedingungen folgendes System von Gleichungen: 


| C,+C,=0 


as C, — 0, =0 
« 
| C, Gof ml + C, Sin ml + C, cos ml + C,sinml = 0 
C, Gof ml + C, Sin ml — C, cos ml — C, sin ml = 0, 


aus welchen 


C,=0 und C,=0 
folgt; das System («) wird also mit dem folgenden ‘iquivalent: 


C, Sin ml + C,sin ml = 0 
C, Sin ml — C, sin ml = 0; 


die Determinante dieses Systems muB verschwinden, sie lautet aber: 
A = Gin ml - sin ml. 


Um unniitze Transformationen vom Imaginiren zum Reellen zu 
vermeiden, hat man nur die Gleichung A=0 durch die aus ihr fol- 
gende: 


(q’) sin ml = 0 


zu ersetzen, dann wird C,=0 und C, bleibt willkiirlich. 
Die Gleichung (q’) ist die den Grenzbedingungen entsprechende trans- 
zendente Gleichung, welche die Werte der Konstanten m liefert. 
Es folgt: 
kx 6 
m= T° (k = 1, 2, 3, - - -) 
Die negativen Werte der ganzen Zahl k braucht man nicht zu betrachten, 
da die ihnen entsprechenden Glieder mit den aufgenommenen, den positiven 
Werten von k entsprechenden, sich vereinigen. 
Also werden die Normalfunktionen: 
X, = sin **. @=%,%8;-:9 
Die Formeln (19), (20), (21) liefern dann die folgende allgemeine 
Lésung: 





Erzwungene Schwingungen von Stiben. 


7 > sin © 2 Zh y(a) sin *™* da 
seu sin #7 now sin pow a8 Jy 
— i 
— a 2 a sin *** ¢ cos Ln fat froin tin i aa de 


2 2 
+5; #8: sin *** sin » Es 2 fauf Reprint get de 


des Problems der Schwingungen eines an beiden Enden gestiitzten Stabes, 
fiir welchen g(x) und w(x) die Anfangsstérung und F(a, t) die wirkende 
Kraft darstellen. 

Um diese allgemeine Lésung fiir unser Beispiel zu benutzen, mu8 
man die punktférmige Kraft P als den Grenzfall einer auf einer kurzen 
Strecke 4, welche den Angriffspunkt der Kraft P enthilt, gleichférmig 


verteilten Kraft p = + ansehen. Dieser Betrachtung zufolge hat man 


(22) 





die Funktion F(z, ¢) so zu definieren: 
F(a, t) = 0 im Intervalle von = 0 bis 2 = at 
F(a, t)=p=7 m * t—=at—~— bis #=at++ 
F(a, t) =90 » » a a—at++ bis «=I, 


Diese Definition gestattet eine leichte Ausfiihrung der Quadraturen 
und man erhilt: 


ar—4 


nat [Fe t)sin *** dx — teenie dz 


4p kai 
=, sim <T sin ** (at +3 5) 


*) Statt der Werte eee 4. und at &. kann man auch at — ¢ und at + (4 — 8) 
2 + 2 


nehmen, wobei_efirgend einen Wert haben kann, welcher kleiner als 4 ist. Das Re- 
sultat bleibt unabhingig von «. 
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und die Formel (22) liefert, wenn man g(x)=0 und (x) =0 setzt, 
den Ausdruck: 


{ . kaa 
sin 


<r 2t kuax 
-4-S2>} Prtp. aap Sin - . sin “* (at+ 5) 


= sin ant 
4 pl ~ i _ kaa k*x*bt 
~ x3 gs 2P x3b* — atge 92 7 COS as 


aa a kui cos © 
4 pla 1 21 20 kux . k*x*bt 
ea bak Peer MT 
( k=1 





Man gelangt noch leichter zu dieser Formel, wenn man die Glei- 
chungen (16) und (17) unmittelbar benutzt. 
In unserem Falle wird naémlich die Gleichung (16): 


(24) “> +- ai TT, = i cf sin os sin os (at +. >)» 


woraus man ohne Rechnung das partikulire Integral S, erhilt: 


. kw 
sin 


14 21 ka a 
S,=— P ae =3,3 Sin r (at +3) 


qs kx u‘k* 
oe hie EZ 
sin - out 
1 4pl' at 
= 9s wk kx? — atl? sin 7 (at +5 aE 


und wenn man im allgemeinen Integral die willkiirlichen Konstanten G, 


und H, derart bestimmt, daB fiir ¢=0 TZ, und a auch gleich Null 


werden, so erhalt man: 

. kwh 
api at 
= qs ke k?x?b? — ae 


G, = — 


sin bat cos — Bak 
4 pl'a 1 27 a 
ai qsb k* k*x*b? — a®l? ? 


i, = — 


wonach die Formeln (15) und (17) die oben angefiihrte Form fiir z, er- 
geben. 

Die Formel (23) liefert also die Lésung der Aufgabe iiber die er- 
zwungenen Schwingungen eines Stabes unter der Wirkung einer auf einer 
kurzen Strecke 4 gleichfirmig verteilten Last, welche sich mit der Geschwin- 
digkeit a lings des Stabes bewegt. 
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Die Formel (23) setzt voraus, daB keiner der im Nenner vorkom- 

menden Ausdriicke 
k?x°b? — a??? = 0 

wird.*) 

Wire eine derartige ganze Zahl k =k, vorhanden, daB 
(26) k,22°b* — a®l? = 0 
sei, dann miiBte man die dem Werte k =k, entsprechenden Glieder durch 
folgende Glieder ersetzen: 


1 ot -ay a5 . kxwx k, x 
gs kata i 1 (at+3 7) 
2 
+ xi pore sin bet cos - sin © are sin asst 
wie es aus (24) folgt, und alle die Summen von k = 1 bis k = co, k =k, 
ausgenommen, betrachten. 

Die Formel (26) sagt eine gewisse Art von Synchronismus aus zwi- 
schen der Periode einer dem Stabe zugehérenden freien Schwingungsart 
und dem Zeitintervalle, in welchem die Last die ganze Stabliinge 1 durch- 
lauft. Die Zahl der einfachen Schwingungen, welche dem Werte k =k, 
entspricht, ist: 

mk,2b — ek,2d 
ie aie ie 


und die entsprechende halbe Schwingungsperiode: 


?? 
1 ak 
Die Zeit, welche die Belastung gebraucht, um die Linge / durch- 


zulaufen, ist 


, 
a 


So sieht man, daB die Relation (26) mit der folgenden 
(27) T=k,t, 
gleichbedeutend ist. 
Man kann dieser Relation noch eine andere anschauliche Form geben; 


wenn man mit rt die halbe Periode des Grundtons (k = 1) des Stabes be- 
zeichnet, so hat man 


t 
1 ke 


*) Das Auftreten dieser unendlichen Koeffizienten riihrt bekanntlich daher, da8 
wir unser Problem ohne Beriicksichtigung (ler Reibung angesetzt hatten. Es ist dies 
der Kiirze halber geschehen, da bei Einfiihrung von Reibungsgliedern das Problem sich 
ohne weitere Schwierigkeiten nach den gleichen Methoden behandeln 1a8t, 
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und die Formel (27) nimmt die folgende Form an: 


(27’) T=; 
1 
oder 
” k, 
(27”) é=-. 


Fiir die meisten in der Technik gebriuchlichen Fille wird der Wert 
(27”) fiir die Geschwindigkeit a, bei welchem der oben angedeutete Syn- 
chronismus stattfinden kann, ein sehr groBer, in der Praxis noch nicht 
vorkommender werden. 


§ 8. 
Wollen wir jetzt zur Betrachtung der punktférmigen Belastung 
iibergehen. 
Man braucht nur in die Formel (23) fiir p seinen Wert 


 . 
8 
einzusetzen und zur Grenze 4 = 0 zu iibergehen. 
Man hat dann ' 
P . kai P 


li . kak _ ii P -_ 
Im p sin 37 = lim i sin a1 = 3] Mf 


und die Formel (23) wird: 


Sar 2 ben. beet 
~ gg qs k?(k?2?b? — a®l*) ur a‘) sin i sin —- 


2Pl'a % 1. kee. Ratt 
~ 25q@sb Pera 7 > 
k=1 


(28) 


wobei im Falle des oben angedeuteten Synchronismus die zwei dem 
Werte k =k, entsprechenden Glieder durch die folgenden 


1 Pl _ ke k, wat 3. 


“ake ™* 7 08 “1 + ge& atat 2 


zu ersetzen und die Summen, k, ausgenommen, zu betrachten sind. 


Diskussion der erhaltenen Resultate. 


§ 9. 
Zwei Bemerkungen bieten sich sofort dem Praktiker: 
1°) Wenn die Belastung P sich sehr langsam lings des Stabes be- 
wegt, so wird sie offenbar statisch wirken, und in jedem Augenblicke 
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mu8 die Formel (28) die der statischen Belastung entsprechende Form 
des Stabes darstellen. Das soll gepriift werden, 

2°) Bei der Behandlung des Problems wurde nur die Schwerewirkung 
der Last, nicht ihre Traigheitswirkung beriicksichtigt. 

Bei der Traigheitswirkung hingt der Druck, welchen die Last auf 
den Stab ausiibt, von der Beschleunigung des Angriffspunkées der Last ab. 
Dieser EKinflu8 soll untersucht werden. 


§ 10. 
Um die erste von diesen Fragestellungen zu beantworten, wollen wir 
vorliufig ein Beispiel untersuchen. 
Man nehme an, daB im Zeitaugenblick ¢ die Last P bis zur Mitte 


des Stabes angekommen sei, so dab . = : ist. Nun wollen wir die Durch- 


biegung des Stabes fiir den Angriffspunkt der Last Saree 
Pi 
Man weiB, daB diese statische Durchbiegung gleich = ay ist, und 
es ist nun priifen, ob die Formel (28) diesen Wert geben wird. 
Um die Formel (28) anzuwenden, miissen wir in dieser Formel a 
verschwindend klein annehmen und 
at 1 d x 1 
beet Pat De 
setzen. Die Formel (28) iit dann: 


_ 2Pr he ku 
== oe apt sin — sin ~>- 


2Pi wy (1 


4 ET ey BFF 1)" 
j= 


da 0? = = ist, und alle diejenigen Glieder, fiir welche k eine gerade 
Zahl ist, verschwinden, weil dann sin se gleich Null wird. 
Es ist aber bekannt, daB die Summe 


j=o@ 
1 a4 


_ Qj+i* 96 
ist, also hat man wirklich 


wie es auch sein muB. 
Dieses Verfahren ist nun im allgemeinen Falle anzuwenden. 

Man nehme also an, daB im betrachteten Zeitmomente ¢ die Last 
sich im Punkt C, welcher der Abszisse x =c entspricht, befinde, dann ist 
at=c. 

Mathematische Annalen. LXI. 15 
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Die Gleichungen der elastischen Linie sind in diesem Falle, wie bekannt, 


die folgenden :*) 
P a5 — ¢) 


t= gy a [@t—-92-F] 


fiir die Strecke von x = 0 bis x =e und 
P ec(l— ) 
b— a a [d+0d-a)—( <a 


fiir die Strecke von «=e bis z= l. 
Wenn man in der Formel (28) a als verschwindend klein betrachtet, 
at aber gleich ¢ setzt, so erhilt man: 


2Pl* kuc . kuz 
(29) £3 — sda" 4 Si sin —— sin i 


und man hat zu zeigen, daB fiir das Intervall von x=0 bis r=c 
z, gleich €,, und fiir das Intervall von s=c bis x=/ 4, gleich &, ist. 
Um das zu erreichen, braucht man nur eine Funktion F(x) zu betrachten, 
welche folgender Art definiert ist: 

F(x) = §, im Intervalle von = 0 bis x =c, 

F(a) =& ” ” » THO y =I 
und die so definierte Funktion in eine Sinusreihe zu zerlegen; diese 
Reihe soll dieselbe wie in der Formel (2.)) sein. 

Wenn man 


k=@ 
F(z) ->’ N, sin - 
k=1 


setzt, so hat man: 


t 
N,= +{ Fe) sin oe dz. 
0 


Aber der Definition der Funktion F(x) zufolge hat man: 


ty, nf Fe) sin *** da -fi sin - = dx + fiasn® sin 
ee { ffer—oe- 2) sin ** dee + 
0 


+fleroa- ei = <n n**2 qe 


*) Jahrbuch der Hiitte, Biegungselastizitit. Fall 3. 
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und nach Ausfiihrung der Rechnung erhilt man: 
2P  . kxe 
hr 
Folglich wird die Funktion F(x) so dargestellt: 


k=@ 
n 7 2P Re  '& 
(29° F@)=F- >" sin sin ; 
k=1 


was, mit der Formel (29) verglichen, zeigt, daB 
2, = F(x) 
ist, wenn man beachtet, daB HJ = 6'qs ist. 


Diese Priifung ist fiir den Mathematiker iiberfliissig, aber dem Tech- 
niker sagt sie viel mehr, als die strengste abstrakte Untersuchung. 


§ 11. 


Wollen wir jetzt die zweite Bemerkung erliutern. 

Wenn die Belastung F(x, ¢) auf dem Stabe unmittelbar aufliige, und 
das Material des Stabes so hart wiire, daB es durch die Wirkung der Last 
keine lokalen Eindriicke erleidet, so wiirde die Bewegungsgleichung, dem 


D’Alembertschen Prinzipe zufolge, anstatt der Form (1) die folgende 
Form annehmen: 


‘ O%z 9s 17, 1 0%z 
(30) af + BS = Fe, [1—S Fal, 
wo, wie friiher, F(x, ¢) die Belastung pro Lingeneinheit und g die Be- 
schleunigung der Schwerkraft bezeichnet und die z-Achse vertikal an- 
genommen ist. 

Das Vorhandensein des Gliedes: 


- 1 622 


wiirde fiir die Integration unserer Gleichung sehr grofe Schwierigkeiten 
darbieten, aber in der Praxis der Baukonstruktionen ist dieses Glied von 
einem unmerkbar kleinen EinfluB. 

Wollen wir erst ein Beispiel betrachten —- niimlich die Hisenbahn- 
schienen. 

Hier dient als Last der Druck des Rades auf die Schiene. Diesen 
Druck kann man sich auf einer sehr kurzen Strecke 4 in der Umgebung 
des Punktes, wo das Rad die Schiene beriihrt, irgendwie verteilt denken. 

Dieser Druck betrigt im Maximum 7000 kg und die iibrigen Kon- 


15* 
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stanten sind: J = 1037 em‘, E = 2250000 a. Das Gewicht der Schiene 
iiblichen Profils ist 33,4 kg pro Meter, folglich ist: 


33,4 1 
"5 ‘ai 0,00034 . 


Als Linge / kann man die Entfernung zweier Querschwellen voneinander, 
etwa 90 cm, annehmen. 

Also wenn das Kilogramm als Gewichts- und der Zentimeter als 
Langeneinheit angenommen wird, so hat man folgende Zahlenwerte: 


EJ 2250000 - 1037 12 
2 oe ~ 000081  ~ 6,86 - 10”, 


2PU  —-2- 7000-90 - 90. 90 


qsb®x* 1087. 2250000-2* 0,045 . 


Die Formel (28) zeigt also, daB die Amplitude der Schwingungen in diesem 
Falle etwa den Wert 0,5 mm erreichen wiirde. 
Wenn die Geschwindigkeit des Zuges 108 Kilometer pro Stunde 
wire, dann ist: 
108 - 1000 - 100 cm 
OU OS 
und 
aa 3,14 - 3000 


so daB die Beschleunigung a ungefaihr den Wert 


0,045 - (104)? = 490 
erreichen wiirde, und es wiirde Fee etwa =; werden, was zu zeigen 
scheint, daB die Vernachlissigung dieses Gliedes einen betrichtlichen Fehler 
einfiihren wiirde. 

Das wire auch der Fall, wenn das Gewicht des Wagens oder der 
Lokomotive starr auf dem Rade liegen wiirde. In der Praxis ist es aber 
nie der Fall, der Druck wird zu den Achsenbiichsen durch die Federn 
iibertragen. 

Diese Federn sind so konstruiert, daB unter der Maximalbelastung 
von 7 Tonnen sie etwa 50 mm nachgeben. Wenn man diesen Umstand 
beachtet, so wird man zu ganz anderen Schliissen gelangen. 

Die Grundfliichen der Federn sind mit den Achsenbiichsen starr ver- 
bunden, so daB sie dieselbe Bewegung in der Vertikalebene wie die Be- 
riihrangspunkte der Rader mit der Schiene machen; der Wagen selbst ist 
aber mit den Enden der Federn verbunden und sein Schwerpunkt wird 
nur um soviel schwingen wie diese Enden. 
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Bezeichne man durch P die auf jeder Feder aufliegende Last, durch f 
die durch diese Last hervorgerufene statische Durchbiegung der Feder, 
so erhalt man unmittelbar das Resultat, daB die Periode der freien 
Schwingungen der Last P auf der Feder 


T=2n//! 


ist. Wenn die Grundfliche der Feder erzwungenen Schwingungen unter- 
worfen wird, so werden diese Schwingungen auch ein Mitschwingen oder 
erzwungene Schwingungen in der Last P hervorrufen. Die Amplitude 
dieses Mitschwingens hat, wie bekannt, ein bestimmtes Verhiltnis zu jener 
der Grundflichen der Federn. Man hat niamlich folgendes Resultat: Wenn 
die erzwungenen Schwingungen der Grundfliche der Feder aus einer 
Summe von Gliedern der Form 


h sin Gz + a) 
bestehen, so besteht die Schwingung der Last aus einer Summe von 
Gliedern der Form 


7 ._ (2xt 
h Fe 72 Sin (-=* + a) . 


so daB die Amplituden der entsprechenden Einzelschwingungen im Ver- 
haltnisse 
7? 
ia T? 
Lg ae See nm 





zueinander stehen. 
In unserem Falle hat man: 


T= anf — 2a Vo — 0,45 see. 


Die Periode rt fiir die Glieder der in der Formel (28) enthaltenen Summen, 


welche den Faktor sin auat 


i besitzen, ist 


21 
t=— 


ak 
x* bt 
id 
21? 
~ Bad” 
Die Perioden t und rt, erhalten ihren gréBten Wert fiir k= 1, namlich 


21 2-90 
a 8000 


und fiir jene mit dem Faktor sin a behafteten ist 


121 


t= 


=-0,06 sec 
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und 
212 _ 2-90-90 


1 2b «-V6,86 - 10° 


0,0022 sec . 


Man sieht also, daB im ersten Falle 


a 0,06\2 
i (Gas) ~ 0018 
ist, und im zweiten: 


ti /0,0022)2 _ ? 
he ( wae) = 0,000025 


ist. 
Diese Resultate zeigen, daB nur a der Beschleunigung der Grund- 


flichen der Federn auf die Last tibertragen wird, also dab der vom Rade 
auf die Schiene ausgeiibte Druck sich nicht mehr als um 1°, von dem 
Gewichte der Last unterscheidet, d. h. daB er in den Grenzen etwa von 
0,099 P bis 1,01 P schwankt. 

Zu ganz analogen Resultaten gelangt man, wenn man auch die iibrigen 
in der Praxis vorkommenden Fille untersucht, was in einer ziemlich all- 
gemeinen Art durchgefiihrt werden kann, indem man die Durchbiegung 
des Stabes und die zulissige Spannung anstatt der anderen den Stab 
charakterisierenden Konstanten benutzt. 

Man wird sich iiberzeugen, daB das Glied 


_ 1 a? 
(31) gat ) aoe 


immer einer praktisch unmerklichen Variation der Belastung F(x, ¢) ent- 
spricht, so daB diese Belastung als die wirkende Kraft angesehen werden 
kann. Wenn man aus irgend welchen Griinden den Einflu8 dieser Varia- 
tionen untersuchen will, so hat man nur die oben angegebenen Resultate 
als die erste Annaiherung anzusehen, das Glied (31) als eine Stérungs- 
funktion zu betrachten und die Methode der sukzessiven Anniherungen 
anzuwenden, ganz analog dem, wie es in der theoretischen Astronomie 
gemacht wird. 

Ehe wir zum zweiten Beispiel iibergehen, wollen wir noch den Fin- 
fluB der Geschwindigkeit der Last fiir den Fall der Eisenbahnschienen 
niher betrachten. 

Da 

b? = 6,86 - 10" 
ist, so ist 
*¢ a 3000 1 atl? 3000 - 3000 - 90 - 90 1 
b= 2,62-10°, 5 = 969-109 ~ 70’ x70 -w¥-6,86-10 ~ 940? 
und 
ee 
xb 31 
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Wenn man die Formel (28) in folgender Art schreibt: 


k=@ 
_ 2Ph Q 1 og. kwax . kat 
“9 Geb'x' se eel Bs 
kai k (1 — prcxqs) 


(28’) 


k=@ 
2PH al Se gin *** . kat 
- ae \ 7 
fat (1 — preaga) 


~ qsb?x' xb =~ 





so sieht man ein, daB der Faktor 1 — sich von 1 weniger als um 


a 


ie unterscheidet, so daB man diesen Faktor durch 1 ersetzen kann, und 


940 
dieses um so mehr, da die GréBe b? nie bis zu a000 ihres Wertes bekannt 


' ' , 1 . 
sein kann, weil schon eine Abnutzung um 55 mm der oberen Flache der 


Schiene das Tragheitsmoment des Querschnitts mehr als um 
Wertes andert. 


1 " 
1000 seines 


Das zweite Glied in der Formel (28’) betriigt weniger als = des ersten 


und kann auch praktisch vernachlissigt werden. 


Wenn man beachtet, daB = = nt und daB b?-qs= EJ ist, so kann 


man die angeniherte Formel schreiben: 


k=@ 
. 1 . kux . kxat 


"a Baas re CT! 
k=1 


(32) #3 


und wenn man diese Formel mit der Formel (29’) vergleicht, so sieht 
man, daB sogar bei der gréBten iiblichen Geschwindigkeit des Zuges die 
auf die Schiene wirkende Last als eine statische angesehen werden kann. 
Niahere Betrachtungen iiber diesen Gegenstand sind von rein prak- 
tischem Interesse und gehéren nicht zum Zwecke dieser Abhandlung. 


§ 12. 


2. Beispiel. Fin an beiden Enden frei gestiiteter Stab ist der Wir- 
kung einer im Punkte x =c angreifenden periodischen Kraft unterworfen. 
Diese Kraft ist der z-Achse parallel gerichtet und ihre Intensitat durch 
die Formel 

F = P sin nt 


dargestellt. Es wird verlangt, die im Stabe erzwungenen Schwingungen zu 
bestimmen. 
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Um in diesem Falle die allgemeine Formel (22) anwenden zu kénnen, 
muB man wieder die in einem Punkte konzentriert angreifende Kraft als 
den Grenzfall einer auf einer verschwindend kleinen Strecke 4 gleichformig 
verteilten Kraft ansehen. 


Man setze also erst: 
P 
Pp = 7 


und denke sich die Funktion F(a, ?¢), welche die Belastung darstellt, in 
der folgender Art definiert: 


F(a, t) = 0 im Intervalle von = 0 bis rx =c — ‘ 


F(a, t) =psinnt ,, . t—=c—- bis c—c+-, 


F(x, t) =0 tee » ak, 


dann hat man: 
a 


’ > Ss 
[ Fe, t) sin Ess dx = pf sin né sin ed - dx 
0 a 


—- 


= oP in 24 sin *(c + 3) sin nt. 
Folglich 


kak k 
N,= F sin ae sin — i (¢ aL ‘) sin nt, 


wonach die Formel (22) oder einfacher die Gleichungen (15) und (16) 
das folgende Resultat liefern: 


aii are sin“ ( 
1 pl wa e+3) ._ kaa. 
nn Be bk katt — ate I sin nl 


k=@ , im kxa sin ku + a 
1 pl'n 2 = (c 2) a — 
~ qs a°b a i’x'?}— ntl sin F sin > 
k=1 








wobei angenommen wird, daB es keine solche ganze Zahl k gibt, daB 
einer der Nenner gleich Null wire. 
Falls aber ein solcher Wert k = k, existiert, so daB 
(34) Kitab? — n®lt = 0 
ist, oder daB 
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ist, dann mu8 man die Summe der beiden dem Werte k =k, entsprechen- 
den Glieder durch die folgenden 


kaa k, x a 
1 pl sin Tr sin (6 + 3) ; ; bse 
ghe = —~ ¢ cos nt sin i? 
kw. 
oT. io ae sin A(e +) ws kaa 
woke ant sin nt sin + —— i 





(35) 





ersetzen und in der Formel (33) die Summen, k = k, ausgeschlossen, be- 
trachten. . 

Die Relation (34) zeigt den Synchronismus der Periode der Kraft 
mit der Periode einer der freien Schwingungen, welche der Stab aus- 
fiihren kann oder, anders gesagt, den Synchronismus mit einem der Tone, 
die dem Stabe entsprechen. 

Die Formel (35) zeigt die bekannte Resonanzerscheinung, die bei 
dem Synchronismus stattfindet. 

Gehen wir jetzt zum Grenzfall 4 = 0 iiber. 

Man erhalt unmittelbar: 


( k 
sin —— 


1 PP x sii 
44 = qs 2 >.> Fe ip? nis sin - i * sin nt 


k=l 
. kne 
1PPaw1 => kuna . k*x% 
7822? bl Pe at i Bin 
k=1 





t, 


nur im Falle des Synchronismus hat man die Summe der zwei dem 
Werte k =k, entsprechenden Glieder durch die folgende Summe 


k, wx 


- cos nt - sin — - 


k, wax 
“17° sin nt sin — 


zu ersetzen. 

Hier sieht man auch den Effekt der Resonanz deutlich ein; man be- 
merkt aber dabei, daB die dem Werte 4 =k, entsprechenden Glieder fort- 
fallen, wenn die Kraft in dem entsprechenden Knotenpunkte angreift, 
denn es ist dann: 


1 


“a = einer ganzen Zahl 
und 
k, xe 


sin - 4- =. 





234 A. Krrorr. Erzwungene Schwingungen von Stiben. 


Diese Beispiele zeigen, wie die entwickelte Methode anzuwenden ist; 
es wurde der gestiitzte Stab nur wegen der Einfachheit der Rechnungen 
betrachtet. Die anderen Fille bieten auch keine Schwierigkeiten dar. 

Praktische Anwendungen auf Untersuchung der Wirkung der beweg- 
lichen Last im Eisenbahnbau und‘ auf Untersuchung der Schiffsvibrationen 
gehéren nicht zum Gegenstande und zum Zwecke dieser Abhandlung 
und werden in den ,,Abhandlungen des Instituts der Wegebauingenieure“ 
(, Sbornik Instituta Puteii Soobstschenia“) (russisch) Platz finden. 


Marine-Akademie zu St.-Petersburg, Winter 1904—1905. 
. 





Orro Buumentuat. Zerlegung unendlicher Vektorfelder. 


Uber die Zerlegung unendlicher Vektorfelder. 
Von 


Orro BLUMENTHAL in Aachen. 


Ein wichtiger Satz der mathematischen Physik besagt, daB ein iiberall 
endliches und stetiges, im Unendlichen verschwindendes Vektorfeld sich 
stets in zwei einfache Komponenten, ein wirbelfreies (lamellares) und ein 
quellenfreies (solenoidales) Feld, zerlegen laBt.*) 

Trotzdem dieser Satz in mannigfacher Weise angewandt wird, scheint 
er doch noch nicht allgemein bewiesen zu sein. Die mir bekannten Be- 
weise setzen namlich simtlich eine spezielle Art des Verschwindens im 
Unendlichen voraus: es wird entweder vorausgesetzt, daB das Feld auBer- 
halb einer endlichen Fliache tiberhaupt weder Quellen noch Wirbel ‘besitze 


(Abraham-Féppl), oder, daB es im Unendlichen verschwinde wie 2 (Math. 
r 


Ene. IV (2) 14, p. 18). In der Tat werden zu dem Beweise des Satzes 
iiber den ganzen Raum erstreckte Integrale 


fet ar, f2 u dt 
r r 


benutzt, deren Existenz nur dann feststeht, wenn das Feld « im Unend- 
lichen eine der beiden angegebenen Bedingungen erfiillt. 

Derartige Annahmen iiber die Ordnung des Verschwindens aber sind 
auBerordentlich beschrinkend und besonders auch deshalb unzulissig, weil 
bei einem z. B. durch Differentialgleichungen definierten Felde a priori 
nichts iiber die Ordnung des Verschwindens ausgesagt werden kann. Wohl 
aber liBt sich in der Regel durch allgemeine, besonders energetische, Be- 
trachtungen die blofe Tatsache des Verschwindens im Unendlichen ohne 
Angabe der Ordnung feststellen. Ich weise z. B. darauf hin, daB die 
Maxwellschen Vektoren des elektrodynamischen Feldes im freien Ather 


*) Vergl. z. B. Voigt, Kompendium der theoretischen Physik, I, pg. 189—191; 
Abraham-Féppl, Theorie der Elektrizitét, I, pg. 98—99; Math. Enc. IV (2) 14 
(Abraham), pg. 19. 
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Komponenten der Form i besitzen und daher im Unendlichen von der 


Ordnung =; nicht “ verschwinden. Auf derartige Vektoren wiire also der 


Satz in seiner bisherigen Ausdehnung bereits nicht anwendbar. 

Im folgenden gebe ich einen allgemeingiiltigen Beweis des Satzes, 
welcher nur die Annahmen benutzt, daB das Feld und seine Ableitungen 
im Unendlichen verschwinden. Der Beweis beruht auf einer Verallge- 
meinerung der oben angegebenen Integrale. 

Dabei ergibt sich aber eine bemerkenswerte neue Tatsache: Wihrend 
nimlich in den bisher betrachteten Fallen die beiden komponierenden 
Felder gleichfalls im Unendlichen verschwinden, besteht diese Eigenschaft 
im allgemeinen Falle nicht mehr. Hier werden vielmehr im allgemeinen 
die komponierenden Felder im Unendlichen selbst unendlich, aber nur von 
einer bestimmten niedrigen Maximalordnung. Ich gebe ein Beispiel eines 
allen Bedingungen geniigenden Feldes uw, dessen komponierende Felder 
dieses unerwartete Verhalten zeigen. 

Die Methoden sind solche der Potentialtheorie. Zur Abkiirzung aber 
benutze ich die Schreibweise der Vektor-Analysis, wobei ich Vektoren 
durch fetten Druck (v) anzeige und mich im iibrigen der Bezeichnungs- 
weise des physikalischen Bandes (V) der Mathematischen Encyklopidie 
anschlieBe (Math. Enc. V (2) 13, pg. 71—72). 


a. Stellung des Problems. Eindeutigkeitsbeweis. 


1. Der zu beweisende Satz lautet folgendermaBen: 

Sei u ein Vektor, der nebst beliebig vielen Ableitungen tiberall endlich 
und stetig ist und im Unendlichen nebst diesen Ableitungen verschwindet; 
alsdann laift sich der Vektor stets in zwei Vektoren, einen wirbelfreien v 
und einen quellenfreien w zerlegen, so daB 
(1) u=v+w. 

Die Vektoren v, w werden im Unendlichen unendlich von geringerer: 
Ordnung als |g r.*) 

Dazu tritt der folgende Hindeutigkeitssate: 

Durch die angegebenen Eigenschaften sind v und w bis auf eine 
additive vektorielle Konstante bestimmt. 

2. Der Beweis des Eindeutigheitssatzes wird mit der Greenschen 
Methode gefiihrt. Seien nimlich v und v, zwei wirbelfreie Vektoren, 
deren Quellen gegeben sind durch 


*) Bei dem Beweise wird nur vorausgesetzt, da8 die ersten Ableitungen im Un- 
endlichen verschwinden und iiberall differenzierbar sind. 
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div v = div v, = div u, 
so ist der Differenzvektor 
V=v-, 
iiberall quellen- und wirbellos und wird im Unendlichen von geringerer 
Ordnung als lgr unendlich. Beschreiben wir also um den Punkt P, fiir 
welchen V berechnet werden soll, eine Kugel K von geniigend groBem 
Radius R-und bezeichnen mit 


V=/(V-dr) 


das zu V gehdrige Potential, so folgt nach dem Greenschen Satze 


a at 
V= grad p r~i | (V-n) gradp— — V gradp =~ do, 


wo » die positive Einheitsnormale bedeutet.*) Diese Formel gestattet 
selbst noch keine Schliisse auf V; differenziere ich sie aber nach einer be- 
liebigen Richtung h, so folgt 


e 1 
@— 
adv 1 d 1 d 


Fiihrt man die Differentiationen aus, so findet man durch einfache Rech- 
nungen fiir die Punkte der Kugel K die Ungleichungen 
| 1 
lan grad p — 2.16 gill ~|=|- gradp * 4 a , (Aeine Konstante). 
(V- so) che de IFi\<Rlg R. 
Daher wird 
af | <2A AF 
d. h. aber: 


av 


dk = 0, V = vektorielle Konstante. 


Damit ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen**). 


*) Da = von dem Pol P=(xyz) und dem Aufpunkt Q=(&7£) abhiingt, so werden 
die Differentiationen nach beiden Punkten durch a unterschieden: 


grad, = Tae y+ i k und grad, = site I+ fk. 


Es ist tibrigens natiirlich grad, -=- grad, — 
**) Ein Spezialfall des Kindeutigkeitssstses hat in der Potentialtheorie Inter- 
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b. Existenz des wirbelfreien Feldes. 


3. Um den Hauptsatz zu beweisen, bilde ich zuniichst den wirbel- 
freien Vektor v, der in seinem Quellenfeld mit w tibereinstimmt. Die hier 
gebrauchte Art der Konstruktion durch ein bestimmtes Integral schlieBt 
sich eng an die allgemein angewandte an (siehe Hinleitung), unterscheidet 
sich aber von ihr durch ein additives, konvergenz-erzeugendes Glied, ahnlich 
wie es in der Reihentheorie bei dem Mittag-Lefflerschen Satz ein- 
gefiihrt wird. Ich fixiere nimlich einen beliebigen Punkt O des Raumes 
und bezeichne den Abstand eines Punktes Q von diesem Punkte mit 7. 
Dann behaupte ich: 

Das Integral iiber den unendlichen Raum 


1 _ of 1 1 

b faiv u | grad, >; — grade ‘| ae 
ist konvergent und stellt einen wirbelfreien Vektor v mit 

div v = div u 

dar. 
Um Wiederholungen zu vermeiden, beweise ich ausfiihrlich nur die 
Konvergenz, die Beweise der beiden anderen Behauptungen will ich, nur 
kurz skizziert, vorwegnehmen. 


Man betrachte dazu irgend einen Differentialquotienten x Um ihn 


za berechnen, lege man um den Punkt P eine geschlossene beliebig 
kleine Fliche f, deren Inneres — mit einer im folgenden festgehaltenen Be- 
zeichnung — mit (f), deren AuBeres mit [/] bezeichnet werde. Dann ist 


dv 14 : i . 1 1 
rr J faive grada — dt+ 7 iy} aiv u| grade ~ — grad, 2] dt, 
) i) 


von dem letzten Integral zeigt man leicht, daB es mit 


1 . d 1 
7. faivw S. grade >, at 
(f] 


iibereinstimmt. Die Konvergenz dieses Integrales aber liBt sich nach den 
Methoden der nichsten Nummer erweisen. 


esse. Wir erhalten niimlich, wenn V im Unendlichen verschwindet, den Satz: Wenn 
die 1. Differentialquotienten einer Potentialfunktion im Unendlichen verschwinden, so 
ist die Funktion eine Konstante. 
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Wenden wir also die Prozesse div und rot auf vw an, so kommt, 
wegen 


div grade i =—A- = 0, rot gradg — = 0, 


in bekannter Weise 


div v = Au aiv f aiv u grade + drt, rotu= i rot f div u gradg - dt 
(f) (f) 
* rot grad f dive + dr =0 
=—j, rot gra ivu—dr=0. 
(f/) 

Der Ausdruck fiir divw laiBt sich aber jetzt, wegen der voraus- 
gesetzten Differenzierbarkeit von div w, nach den gewéhnlichen Methoden 
der Potentialtheorie (mit Hilfe einer pertiolion Integration)*) berechnen 


und liefert, wie verlangt, 
div v = div u. 


Damit ist also das Zutreffen der Quellen- und Wirbelbedingung fir 
unseren Vektor erwiesen. 

4. Es bleibt noch zu liefern der Beweis fiir die Existenz des iiber 
den ganzen Raum erstreckten Integrals 


(@) v= gt faivu[grad, + —grady Jar 2 faiva gradg(*— +) ar. 


Wir verfahren folgendermaBen. Der Abstand OP des Poles von 0 
werde mit g bezeichnet und um O eine Kugel K beschrieben, auf welcher 
und in deren AuBerem tiberall |u| << ist. Der Punkt P soll im Inneren 
dieser Kugel liegen; wir werden speziell festsetzen, daB der Radius R>o? 
sein soll. Wir beweisen jetzt, daB 


: 1 1 
Jan u [ gradg > ae: gradg a dt 

durch geniigend groBe Wahl des Radius unter jede Grenze herabgedriickt 

werden kann, damit ist dann die Existenz des Integrals erwiesen. 
Wir beschreiben im Raume [XK] eine beliebige geschlossene Fliche F, 
=i aus einer endlichen Anzahl von analytischen Flichenstiicken besteht. 
F soll die Kugel K umgeben, kann aber auch teilweise mit K zusammen- 
fallen. Mit C bezeichnen wir den zwischen K und F eingeschlossenen 
Raum. Der zu fiihrende Beweis wird alsdann erbracht sein, wenn gezeigt 


*) Siehe z. B. Dirichlet-Grube, Vorlesungen iiber Potentialtheorie, p. 18 ff. 
Vergl. besonders auch 0. Hilder, Beitrige zur Potentialtheorie (Diss. Tiibingen 1882, 
pg. 9—19). 





Orro BrumentTHat. 
: 1 1 
Jar u| gradg ~ — gradg nla | <74(R), 


wo 4(R) von der Wahl von F unabhingig ist und mit zunehmendem R 
gegen 0 geht. Das aber ergibt sich aus dem Greenschen Satze. 
Zur Abkiirzung werde 


1 1 1 
a (grad , — Sradg =) = G(Q) 


gesetzt. Dann ist nach dem Greenschen Satze 


(3) frivucar=f(wn Gdo—[iwmyaao— (wii +u, 2 an 4 as 8) ar. 


Hier bedeuten u;, w,, u, die Komponenten von w. 

Wir geben zuerst die Abschiitzung des Raumintegrals und kénnen 
uns dabei auf die Betrachtung des ersten Gliedes des Integranden be- 
schrinken. In Komponenten zerlegt, ist 


(3) aC a)—* a)» 
¢({—2}—3 (85 2" #1) 4 9g G=2—w_ tn) 
+3x(S=2E—9 _ 8), 


3 
rT 


Man sieht, daB jede der Komponenten (bis auf einen konstanten Faktor) 
dem absoluten Betrag nach kleiner ist als 


1 1 Ao 

re rs + yt? 
wo A eine Konstante ist, die leicht genauer abgeschitzt werden kann. 
Da ferner fiir alle Punkte Q des Raumes C die Ungleichung 9 < rt gilt, 
so kann nach dem Kosinussatz 


r=n(1+4), —2<a<+2 


gesetzt werden. Daraus a 


4. 
Att? 
und die analoge Ungleichung ~~ also fiir Se |: Daraus aber folgt fiir das 


Raumintegral auf der rechten Seite von (3) bei Einfiihrung von Polar- 
koordinaten r,, #, p die Abschatzung 





Zerlegung unendlicher Vektorfelder. 


(6) <H TTS 
Gi 
das Integral wird also fiir alle Lagen der Fliche F mit wachsendem R 
beliebig klein. 
Einfacher ist die Ableitung der gleichen Tatsache fiir die Flichen- 
integrale. Wir ziehen aus (4), in derselben Weise wie oben, den Schlub, 
daB die Komponenten von G 


B 
< nt j 
sind. Fiihre ich ferner das Flachenelement in Polarkoordinaten ein 
= + sin} d9* dg* +r sin? & dg’ dr? +r? dr? de, 
so folgt auch fiir die Flachenintegrale eine Ungleichung der Form (6). 
Somit ergibt sich endgiiltig 


fiivu Gaz) < <(h), 
; | 2 


was zu beweisen war. Die Existenz des Vektors v ist damit erwiesen. 
Daneben brauchen wir weiterhin die Abschitzung des Integrals 


J div uw Gdrt, erstreckt tiber den AuBenraum einer Kugel K, von dem 
UK) 
Radius R = @ lg’ 9. Unsere bisherige a kann ohne Anderung an- 


gewandt werden und liefert, weil 9 < = — ae die Abschitzung 
0 0 


Pos | ra e’ 
div « @ de! <a < ge’ 
(4) 4 
Durch Integration liBt sich jetzt auch das zu wv gehérige Potential v 
finden. Es folgt: 


‘ 1 , A § 1 
v -{ (v- de) = 2 faivu {4 *. + (0 : grad,*)| dr. 
Die konvergenz-erzeugenden Zusatzglieder treten hier besonders deutlich 
hervor. 


ce. Das wirbelfreie Feld im Unendlichen. Beispiel. 


5. Nachdem der Nachweis fiir die Existenz des Vektors w erbracht 
ist, stellen wir vor allen Dingen die Frage nach seinem Verhalten im 
Unendlichen. Wir zeigen: 

wv wiichst mit zunehmendem @ schwiicher als |g 0. 

Ich zeige andererseits am Beispiel, dab das Wachstum der aufgestellten 
oberen Grenze beliebig nahe kommen kann. 

In Riicksicht auf dieses Beispiel werde ich bei dem Beweise des an- 


Mathematische Annalen. LXI. 16 
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gefiihrten Satzes die Genauigkeit der Abschiitzungen etwas weiter treiben, 
als es fiir den unmittelbaren Zweck ndtig ist. 

6. Wir beschreiben zuniichst um die beiden Punkte O und P Kugeln 
¢ und ¢ von dem Radius 1. Das Innere beider Kugeln liefert alsdann 
zu wv einen Beitrag, der unterhalb 
einer von der Lage von P unab- 
hingigen endlichen Grenze liegt. 
Es bleibt also nur der von dem 
AuBenraume dieser beiden Kugeln 
herriihrende Beitrag zu diskutieren. 
Hier liefert aber nach 4. das 
AuBere der Kugel K, von dem 
Radius @lg* 9 abermals einen mit 
wachsendem go verschwindenden 
Bestandteil: die Abschitzung be- 
schrinkt sich also schlieBlich auf 
den Raumteil, der von den drei 
Kugeln K,, c, ¢, begrenzt wird. 

Diesen Raumteil zerlege ich 
schlieBlich nochmals durch Kugeln 


k, und k von dem Radius - um O und P in die 3 Teilriume J,, J, A 


(siehe Fig. 1) und schreibe jetzt, unter Weglassung verschwindender Glieder, 
das abzuschiitzende Integral in der Form: 


Pai. Ft a ee 
LJ +f +f | divuGdr J +f | n) Gdo 
-[f+f (™ oot 26 + SGl ae 


J ln 5 Et 7 an ¢ + 4,54} or. 


Zunichst ist die Summe der beiden Flachenintegrale kleiner als eine 
von P unabhingige Konstante a’. 

In den Raum-Integralen sondern wir die beiden in ee 5, ee auf- 
tretenden, von O und P herriihrenden Bestandteile und behandeln sie 
einzeln. 


Von dem J zeigen wir, daB es héchstens von der Ordnung lglge 


Fig. 1. 


A 
ist. Da namlich in A itiberall |w|<e ist, da ferner nach (5) fiir jede 
der GréBen ao oS, ae sich eine Abschitzung 
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<e($-+A) 


7,3 
ergibt, und da die GréBen r, und r innerhalb A zwischen den Grenzen 
= und elg*e bezw. = und elg*e + @ variieren, so ergibt sich sofort 
g (ig? ¢ +1) 
J < we fH < we [Ig (g*e + 1) + Iglge] < Belgige. 
Die beiden Integrale | f und — f lassen sich vollstindig gleichférmig 
Jo J 


behandeln. Wir betrachten daher nur Sf Man iibersieht zunichst leicht, 


Jo 
daB der von dem Punkte P herriihrende Bestandteil dieses i st mit 


wachsendem @ verschwindet (genauere Betrachtung liefert > als Ord- 


(lg 


nung des Verschwindens). 


Fiir den von dem Punkte O herriihrenden Bestandteil erhalten wir 
zunachst die obere Grenze 


. 3 
a fiuitims inte fi 


Ig @ 
<Bb[Migige + «(e) {Igo — 2lglge}], 
wo M das absolute Maximum von |u|, ¢(g) das Maximum derselben 


GréBe auBerhalb einer Kugel um O von dem Radius lg@ bedeutet. Es 
kommt also schlieBlich: 


J \<#'e(@)lge oder <p'lglze, 


je nachdem der erste oder zweite dieser Ausdriicke der gréBere ist; hier 
ist 6’ wieder eine von P unabhiingige Konstante. 
Das Resultat < f’«(e)lge@ gilt, mit noch etwas einfacherem Beweise, 


auch fiir | * 
J ) 


*) Der angegebene Niherungswert fiir J ist sehr roh. Mit ausreichender Ge- 


nauigkeit dagegen laBt sich a} abschiitzen. Daher vereinfacht sich die Untersuchung 
é 


erheblich, wenn w so beschaffen ist, daB 


1 . 1 
v = 2, f aivw grade pa 
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Die Zusammenfassung der verschiedenen aufgefiihrten Tatsachen 
liefert erstens den verlangten Nachweis, daB |v) schwicher wichst als lg, 
sie fiihrt aber zweitens zu dem fiir das folgende wichtigen Ergebnis, da8 
bei schwach abnehmendem «(@) die Glieder hichster Ordnung allein her- 


vorgehen aus dem P-Bestandteile des Integrals : i und dem O-Bestandteile 
J 


des Integrals Jf. Alle iibrigen auftretenden Grifen sind hichstens von der 
J 


Ordnung \glg oe. 

7. Die letzte Bemerkung ist niitzlich zur Aufstellung von Beispielen 
im Unendlichen verschwindender w, deren zugehérige wv ihrerseits mit 
wachsendem @ beliebig groBe Werte annehmen. Das nachstehende Beispiel 
empfiehlt sich durch besondere Einfachheit, der Vektor wv wird in ihm 
Ige_. 
Iglge 

Wir betrachten einen Vektor uw, der iiberall in der Richtung der 
z-Achse orientiert ist, dessen Komponenten w,, «, also identisch Null sind. 
Die «-Komponente u,— wu sei auBerhalb einer Kugel von dem Radius 
a>e gegeben durch 


unendlich wie 


a oF - cos*#, 
~ 9 tigigr, = lgigry’ 


wo #, den Winkel gegen die xz-Achse in einem Polarkoordinaten-System 
1%, Bo» Po bezeichnet. Im Innern der Kugel werde die Funktion mit be- 
liebig vielen stetigen Differentialquotienten fortgesetzt. «u, ist tiberall end- 


ex’ Die Diffe- 
glgr, 


rentialquotienten verschwinden gleichfalls im Unendlichen, und zwar 


lich und stetig und verschwindet im Unendlichen wie 


-, die zweiten von der Ordnung 


: 1 
die ersten von der Ordnung = 
0 0 


a cn usw. Sie sind auBerdem iiberall endlich und stetig mit Aus- 
ry" lglg r, 


nahme des Randes und des Inneren der Kugel von dem Radius a, wo 
nur eine endliche, aber beliebig groBe Anzahl von ihnen als endlich und 
stetig vorausgesetzt wird.*) 


existiert. Dies ist z. B. der Fall, wenn || von der Ordnung ~ 1 oder schirfer 


(Ig e)* 
abnimmt. Man zeigt dann, da8 wv’ gleichfalls im Unendlichen verschwindet, so daB 
sich alsdann w in zwei im Unendlichen verschwindende Vektoren zerlegen liBt: dies 
ist eine Erweiterung des in der Einleitung angefiihrten physikalischen Satzes. 
*) Ein Beispiel einer mit séimtlichen Ableitungen iiberall endlichen und stetigen 
cos*#, 


Funktion der gleichen Eigenschaften ist u = e a a>“ 
. ” Iglg (r, + 4) > 
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Zur Abschiitzung des Vektors » haben wir nur den P-Bestandteil 
von | { und den O-Bestandteil von f in Betracht zu ziehen. 
J Jo 


Das erste Integral liefert za den 3 Komponenten von v die Beitriige: 





1 cos? , 3(— — x)* J “cos? @, (€ — x) (n — y) 
+7 / lg eile F =| a Iglg r, re ™ 
(J) 

“cos? a, g— - £) me ie 


Iglgr, e 


Wir bezeichnen mit g, t die Polarkoordinaten von P in bezug auf O und 
zeigen, daB innerhalb J sich r, und #) nur um verschwindende GréBen 
von g, t unterscheiden. In der Tat ergibt sich zuniichst aus dem Kosinus- 
satze fiir geniigend groBe @ 


r= (1+ ies)> —2<a<t+2; L 


ferner ist (siehe Fig. 2) 


. ‘» 1 
t-MS Mt See 


Setzen wir diese beiden Ausdriicke in 


cos? #, . 
Iglgr, i» 8° folgt 





Fig. 2. 


cos? #, cos? r 


igigr, ~ lglge —3<B< +3. 


+ ige: lelge’ 
Daher stellt sich z. B. das erste der Integrale (J) in der folgenden 
Form dar: 


1 cos*r ('[1  3(§—2)? 1 1 38(€—2)*) 
ize J (3 73 ro) ae + oe acters J O(a “S Ea. 
J 


Das letzte Glied sinkt mit wachsendem @ unter jede Grenze, das erste 
aber verschwindet identisch, wie die Ausfiihrung der Integration unmittel- 
bar ergibt. Das gleiche Verhalten zeigen die beiden anderen Integrale 
(J). Daher: 

Die Integrale (J) liefern zu dem Vektor v im Unendlichen verschwin- 
dende Bestandteile. 


Wir haben also nur noch die von J herriihrenden Beitraige zu unter- 
Jo 
suchen. Schreiben wir diese zuniichst in der Form 
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1 gr, — 3§? 3 én 
~ 68, Igigr, . “= + & Seis rt Ot 
Io Jo 
(i) a 
+ e_ § 
4a Se le 
Jo 

so ist unmittelbar ersichtlich, daB die beiden letzten Integrale wieder Null 
sind. Fiihren wir in dem ersten Integrale Polarkoordinaten ein, so liefert es 


~@. 


lge@ 
cos* @, (1 — 3 cos*,) 


4 dr, 
Fe Stogingg, red 9) = 35 f sate, 
a 


lg eo — lglge 
4 fa 
$07 Ii? 
lga 


wo 1=lgr, gesetzt ist. Dies letzte Integral ist aber der Integralloga- 
rithmus und hat daher bis auf Grifen geringerer Ordnung den Wert 


Daher sehen wir: 


Die x-Komponente des Vektors v wird unendlich wie ro a , die iibrigen 


Komponenten sicher von geringerer Ordnung als lglg e. 
Das Beispiel ist von besonderem Interesse, weil es zeigt, dap das 
wachsende Verhalten des Vektors v von den Differenzierbarkeitseigenschaften 


von u giinzlich unabhiingig und nur an die Ordnung des Abnehmens dieses 
Vektors gekniipft ist. 


d. Das quellenfreie Feld. 


8. Hiermit ist der in 1. angekiindigte Satz vollstindig bewiesen, 
auBerdem ist in Formel (2) der wirbelfreie Vektor v allgemein angegeben. 
Wird aber die Aufgabe gestellt, einen im Unendlichen verschwindenden 
Vektor aus seinen Quellen und Wirbeln zu berechnen, so ist weiter auch 


der Vektor w in allgemeingiiltiger Form zu berechnen. Diese Aufgabe soll 
noch gelést werden. 


Wir machen dazu den bekannten Ansatz 
(9) w=rot A, 
der die Quellenfreiheit von w verbiirgt. Wird alsdann A so bestimmt, daB 
(10) AA=—rotu, divA=O, 
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so ist 
rot rot A = rot w =rot u 


und die Aufgabe gelést.*) A ist das Vektorpotential von w. 

9. Im folgenden gebrauchen wir eine einfache Erweiterung des 
Stokesschen Satzes, welche zunichst angegeben werden soll. Bezeichnen 
wir durch rot; w, rot, w, rot, die Komponenten der rot w, so handelt 
es sich um Umformung durch partielle Integration von Integralen der Form 


(11) fa rot-udt resp. |rot.wGdr. 


Wir benutzen die bekannte Formel 
rot (aw) = a rot u — [w - grad a], 
aus welcher sich durch Integration iiber eine Fliche F mit der Randkurve s 


nach dem Stokesschen Satze ergibt 


farot u-n) df —fa(u - ds) +f ((w- grad al-n)df. 


Wenden wir diese Formel insbesondere auf ein von der ebenen Kurve s, 
begrenztes Stiick der (wy)-Ebene an, deren Element mit de, bezeichnet 
werden soll, so folgt 


1, @ 
(12) fo rot, ude. = a(u-ds,) +f (u 55 — u, ge) de; 


und bei vektorieller Zusammenfassung ebenso 


(12’) fret, u Gde, = f G(w-as) +f (us — 4, oo) ae,. 


Wir betrachten jetzt ein Integral der Form (11), erstreckt iiber das 
beliebig vielfach zusammenhiangende Innere einer Fliche, welche aus einer 
endlichen Anzahl von analytischen Flachenstiicken zusammengesetzt ist. 
Alsdann lassen sich auf jeden Querschnitt senkrecht zur z-Achse die 
Formeln (12) resp. (12’) anwenden, und wir erhalten daher fiir das In- 
tegral selbst 


frotuGar=f feu: as)at +f (u%@ _* ty se) )ae 
= [eu t)de, +f (u5e—« u, 28) ae; 


*) Math. Enc. IV 14 (Abraham), pg. 19 u. 20, Formel (20). 


(13) 
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hierin bedeutet ¢ die positive Einheitstangente an die Kurve s,, da, die 
Projektion des Flachenelements do auf die durch ds, gelegte Parallel- 
ebene zur z-Achse. 

Dies ist die Formel, die wir angeben wollten. Ihre Anwendbarkeit 
wird sofort zutage treten. 

10. Wir haben einen Vektor A aufzustellen, welcher den Glei- 
chungen (10) geniigt. Ich behaupte: 

Ist u ein beliebiger im Unendlichen verschwindender Vektor mit tiberall 
stetigen, differenzierbaren und im Unendlichen verschwindenden Ableitungen, 
so existiert stets das Integral 


1 1 1 1 
(14) A=; | rot u(; *; + (e gradg 7,)) ae 
und erfiillt die beiden Forderungen 
AA=-—rotu, divA=0, 
stellt also das gesuchte Vektorpotential dar. 

A ist vollkommen analog gebaut wie das skalare Potential (7). Der 
Beweis fiir seine Existenz kénnte auf direkterem Wege gefiihrt werden; wir 
benutzen hier diejenige Methode, die sich am genauesten an die Betrach- 
tungen von 4. anschlieBt. 

11. Ich betrachte (mit der Bezeichnung der Formel (11)) die Integrale 


(14’) frotpuGdr, frotguGdr, _frot, w@dr. 


Um die Existenz eines dieser Integrale, z. B. des ersten, zu erweisen, habe 
ich nur zu zeigen, daB das iiber den Zwischenraum C zwischen einer 
Kugel K vom Radius R und einer beliebigen sie umgebenden Fliche F 
erstreckte Integral 


_f rot, uGdtr 
Cc 


mit wachsendem R verschwindet. Dieser Beweis aber liBt sich mit Hilfe 
der Umformung (13) sofort fiihren. Man hat auf die Integrale der rechten 
Seite nur die aus 4. bekannten Abschiitzungen fiir G und seine Differen- 
tialquotienten anzuwenden. 

Integration und vektorielle Zusammenfassung der Gréfen (14’) liefert 
die Existenz des gesuchten Vektors A. 

12. In A ist die Ausfiihrung einmaliger und (bei AusschluB eines 
kleinen Gebietes um den Pol) auch zweimaliger Differentiationen unter 
dem Integralzeichen gestattet (siehe 3.). Hieraus folgt zunichst: 


AA =-—rotu. 
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Ferner ergibt sich 


2 o ee » : o£ 
ieam— if rot; u (rs) + rot, u so oer (ro) dt 


=— 4 f (rot u- grad, (= -+) dt. 


Wir beschreiben um O eine Kugel K von geniigend groBem Radius 2, dann 
hat der von dem Aufenraum dieser Kugel herriihrende Bestandteil von 
div A einen beliebig kleinen Wert. Der von dem Innenraum herriihrende 
Teil laBt sich nach dem Greenschen Satze umformen in 


— J (cot u- n)(; — qd + ~ f aiv rot u (; —=)dr. 
K (k) ‘ 


Wegen div rot «=O verschwindet das letzte Integral identisch. Das 
erste kann durch geniigend groBe Wahl von R unter jede Grenze herab- 
gedriickt werden. In der Tat ist ja fiir alle Punkte der Kugel K 


r= R(1 +2), -2<a<+2, 

daher 

1 1 a’ @ 

rR SR 
Setzt man diesen Ausdruck in das Kugelintegral ein und beriicksichtigt, 
daB rot « im Unendlichen verschwindet, so folgt das angegebene Resultat. 
Daher besteht die Gleichung 

div A= 0. 


Damit ist gezeigt, daB A allen gestellten Anforderungen geniigt. 

Fiir den Vektor w selbst lat sich schlieBlich eine recht elegante 
Integraldarstellung angeben. Fiihre ich nimlich die Operation rot A unter 
dem Integralzeichen aus, so folgt 


(15) w=rot A = A [ [rot U - grade (- - +) |ar. 


Die formale Ahnlichkeit der Ausdriicke fiir we und w ist bemerkenswert. 

Auf Grund dieser Darstellung lift sich durch genaue Ubertragung 
der Entwicklungen von 6. der Nachweis fiihren, daB w nach dem Unend- 
lichen zu schwiicher anwiichst als lg 9. 

13. Hieraus folgt schlieBlich die zu beweisende Tatsache, daB der 
aufgestellte Vektor (15) mit der quellenfreien Komponente w der Zer- 
legung (1) iibereinstimmt In der Tat zeigt der Eindeutigkeitssatz, daB 
u—wv—w sich auf eine vektorielle Konstante reduzieren muB. 
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Somit lassen sich alle bisherigen Entwicklungen zu folgendem ein- 
fachen Resultat zusammenfassen: 

Ein beliebiger mit seinen Ableitungen im Unendlichen verschwindender 
Vektor u laBt sich aus seinem Quellen- und Wirbelfeld konstruieren durch 
die Integraldarstellung 


(16) & =a) +7 f div u grady(+$—+) de + ft fro agree 


= Uy + v a w, 


wo U, eine vektorielle Konstante ist. Diese Darstellung ist (bis auf die 
Konstante) eindeutig dadurch charakterisiert, daB v und w bei Fortgang 
ins Unendliche miglichst schwach anwachsen. 

Im Falle ebener Vektoren bleiben alle Ergebnisse in Kraft, wenn 
= mit lg r vertauscht wird. 





Herr Leseseue. Sur la Convergence des Séries de Fourier. 


Recherches sur la Convergence des Séries de Fourier. 


Par 


Henri Lesescue a Rennes. 


I. 


Soit f(~) une fonction définie pour 0< a < 2a; je la définis dans 
tout intervalle par la condition f(v+22)=f(x). Je suppose que f(x) a une 
intégrale dans (0, 22), alors f(a) a une intégrale dans tout intervalle fini. 

Pour donner a ce qui suit toute la généralité possible, le mot intégrale 
devra étre pris dans le sens étendu que je lui ai donné dans ma Théese*). 
On verra que de cette extension ne résulte aucune complication, mais je 


dois rappeler que si ma définition de l’intégrale comprend celle de Rie- 
mann comme cas particulier lorsqu’il s’agit de fonctions bornées, il n’en 
est pas de méme lorsqu’il s’agit de fonctions non bornées, et qu’avec ma 
définition f(a) et |f(#)| ont en méme temps une intégrale, ou n’en ont pas. 


On sait que la série 
x 


= Ay +> a, cos px + b, sin pz, 


p=1 


a+2n a+2a 
a, = + (re) cosprdz, b= = f(x) sin pxdz, 


est dite la série de Fourier relative a f(x) et que la somme de ses 
m+ 1 premiers termes est: 


+2 
1 /[‘sin(Q2m+1)t ., 
g,— 1 frmamtot per onae 
B 


sin t 
*) Intégrale, Longueur, Aire, Annali di matematica, 1902. — Voir aussi mes 


Legons sur VIntégration et la Recherche des fonctions primitives, Paris, (authier- 
Villars, 1904. 
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eid 
Prenons p = — -, 


et partageons cette intégrale en deux autres respective- 
ment étendues a (- => 0) et (0, 4. +)3 dans la premiere de ces deux 


intégrales changeons ¢ en — ¢ on a: 


a 


ne 


i« 1 jeer [f(a+2t) + f(a—2t)] dt. 


a, sint 
v 

Si la fonction f avait toujours la valeur particuliére qu'elle prend 
pour la valeur considérée x de la variable, la série de Fourier se réduirait 
&% son premier terme et S,, serait égale a f(a”). Done, dans la formule 
précédente, on aurait S,,—/(x) si dans le second membre on remplagait 
la quantité entre crochets par 2/(”). Pour étudier la convergence de la 
série de Fourier vers la fonction correspondante f(x), il suffit done d’étudier 
la convergence vers zéro de l’une ou l'autre des intégrales 


a 


4 


ro 


I, = 2[S,,—f(«)] -| A) sin (2m-+1)tdt = J w(t) sin (2m+1)tdt; 
0 0 


dans lesquelles on a posé 
p(t) = sin t p(t) = f(~#+ 2t) + f(x—2t) — 2f(a). 

L’intégrale J,,, prise sous sa premiére forme, a été l'objet de nombreux 
travaux qui ont fait connaitre des conditions sous lesquelles, pour la valeur 2, 
f(x) est la somme de la série de Fourier correspondante. Je vais énoncer 
les principales de ces conditions parce qu’elles me serviront dans la suite. 

1° (Condition de Dirichlet) g(t) est continue pour t = 0 et n’a qu’un 
nombre fini de maxima et de minima autour de t = 0 (Journal de Crelle, 
tome IV). 

2° (Condition de Lipschitz) p(t) est continue pour t = 0 et, dans un 
certain intervalle autour de t= 0, on a: 

|p(t+d) — p(t)| < Ad* (A et a>0 étant constants) 
(Journal de Crelle, tome LXIII). 
3° (Condition de Lipschitz-Dini) g(t) est continue pour t= 0 et, 
dans un certain intervalle autour de t = 0, on a: 
I[p(é+4) — p(t)] log d| <e, 
quelque soit le nombre positif « (Dini, Sopra la Serie di Fourier, Pise, 1872). 
4° (Condition de Jordan) g(t) est continue pour t= 0 et, dans un 


certain intervalle autour de t=O, elle est ad variation bornée (Comptes 
Rendus, 1881). 
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J’ai énoncé les conditions relatives 4 m(¢) qui sont fournies immédiate- 
ment par les raisonnements, pour les applications il faut remarquer que 
ces conditions sont vérifiées dés que la fonction f satisfait 4 des conditions 
analogues; mais en énoncgant seulement les conditions relatives & f on 
restreint la portée des énoncés sans gagner en simplicité. Par exemple 
la condition que g(t), qui est nulle pour ¢= 0, soit continue en ce point 
est remplie si f(x) est continue au point x; mais elle l’est aussi dans le 
cas plus général od x est ce que j’appellerai un point régulier de f, c’est- 
a-dire si f(x+0) et f(~—O) existent et vérifient l’égalité 

f(e+0) + fe—0) = 2f(@); 
enfin elle l’est dans des cas bien plus généraux encore*). 

A la seconde forme de l'intégrale [,, on peut rattacher le raison- 
nement de Riemann sur la décroissance des coefficients des séries de 
Fourier (Sur la possibilité de représenter une fonction par une série 
trigonométrique, § X). Riemann démontre que pour une fonction bornée 
et intégrable les coefficients de la série de Fourier tendent vers zéro, de 
plus il montre ($ XIII) que cela n’est plus nécessairement vrai pour les 
fonctions non bornées et intégrables par sa méthode. Au contraire, si 
Yon adopte ma définition de l’intégrale, les coefficients de la série de 
Fourier d’une fonction ayant une intégrale tendent toujours vers zéro 
(Sur les Séries trigonométriques, Annales de I’Ecole Normale, 1903). 
Dans ce mémoire, remarquant que J,,, prise sous sa seconde forme, est 
Yun des coefficients de la série de Fourier relative 4 une fonction égale 


aydeOa + et a O de > & 2, jai été conduit 4 une condition que 
M. Dini avait démontrée dans le cas particulier od l’on adopte, pour linté- 
grale, la définition de Riemann. 


*) Relativement aux conditions 1, 2, 3 je dois encore faire quelques remarques. 
A la condition de Dirichlet on ajoute souvent la restriction: g n’a qu’un nombre 
fini de points de discontinuité. Cela n’intervient pas dans le raisonnement et n’était 
supposé par Dirichlet que parce qu'il ne connaissait pas la définition générale 
de l’intégrale qu’a donnée Riemann. D ailleurs Dirichlet a levé lui méme en partie 


cette restriction en étendant le sens du mot intégrale. (Voir le mémoire cité de - 


Lipschitz). 

La condition de Lipschitz est presque toujours énoncée d’une maniére incorrecte 
que l’on peut reproduire ainsi: 

2’ Autour de t=0, on a | p(d)| << Ad”. 

Il est évident que 2 entraine 2’, mais la réciproque n’est pas vraie et le raison- 
nement de Lipschitz ne prouve pas que la condition 2’ entraine la convergence. 

Cela est vrai cependant comme on le verra a l'aide de la condition 5, mais il 
faut remarquer que si l'on faisait subir 4 la condition 3 une transformation analogue 
a celle que je viens d’indiquer, on aurait un Gnoncé peut-étre incorrect et en tous 
cas non justifié jusqu’’ présent, 4 ma connaissance du moins. 
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5° (Condition de Dini) |y~(t)| a une intégrale (Serie di Fourier e 
altre rappresentazioni analitiche delle funzioni di una variabile reale, 
Pise, 1880)*). 

On peut d’ailleurs, dans cet énoncé, remplacer y(t) par z(t), 


sin t _ oft) 
z(t) = —- ¥@) ==: 


Je me propose de prouver ici qu’on peut aussi rattacher a la seconde 
forme de J,, les quatre premiéres conditions énoncées; cela nous conduira 
& une nouvelle condition de convergence qui, 4 mon avis, présente quel- 
que intérét. Les cing conditions énoncées ont deux grands inconvénients. 
D’abord elles ne font pas connaitre des cas de convergence de plus en 
plus étendus, mais seulement des cas différents de convergence empiétant 
un peu les uns sur les autres; aucun des cing énoncés ne contient les 
quatre autres comme cas particuliers. Ensuite il est évidemment possible 
de trouver deux fonctions f, et f, satisfaisant & deux des énoncés que 
jai donnés sans que leur somme ne satisfasse & aucun d’eux; il faut donc 
ajouter aux fonctions représentables par leurs séries de Fourier que 
fournissent les cing conditions énoncées, les fonctions qui sont sommes 
de celles-la. Mais une telle remarque ne présentera vraiment d’intérét 
que si nous avons un procédé permettant de reconnaitre si une fonction 
donnée appartient ou non a cette nouvelle catégorie de fonctions. I 
faudrait pour cela entreprendre des recherches analogues 4 celles qui ont 
conduit M. Jordan @ la notion de fonction 4 variation bornée et donner, 
par exemple, une propriété caractéristique de la somme d'une fonction, 
satisfaisant 4 la condition 3 et d’une fonction satisfaisant 4 la condition 5. 

L’énoncé que nous obtiendrons contient les cing précédents comme 
cas particuliers et, de plus, il s’applique 4 la somme de deux fonctions 


x 


s'il s’applique 4 chacune d’elles. 


Il. 


On sait en quoi consiste le raisonnement de Dirichlet. Raisonnant 
sur une intégrale qui s’écrit exactement comme notre premiére intégrale 
I,,, i suppose que la fonction g(t) qui y figure est positive et décrois- 
sante. Cela lui permet d’écrire l’intégrale sous la forme d'une suite 
alternée & termes décroissants. Or il est évident que les hypothéses 


faites sur g n’interviennent dans cette transformation que par cette consé- 
quence que y = =, est positive et décroissante. Nous allons donc pouvoir 
faire sur lintégrale J, écrite sous la seconde forme la transformation 


*) Le signe «valeur absolue> a 6t6 mis pour le cas ot l'on prendrait le mot 
intégrale dans le sens classique et non dans celui que je lui ai donné. 
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qu'utilise Dirichlet en supposant 4 y les propriétés indiquées; a cette 
modification, en apparence insignifiante, du raisonnement de Dirichlet 
nous trouverons grand avantage. Tandis que Dirichlet ne pouvait sup- 
poser, pour sa fonction », ¢(+9)=—0 sans que @ ne devienne identi- 
quement nulle pour ¢> 0, nous pourrons supposer g(+ 0) = 0 et cela est 
méme l’hypothése la plus simple, celle que nous devons tout d’abord examiner, 
car nous savons que y(+0)=0 lorsque 2 est un point régulier pour f 
et & plus forte raison un point de continuité. On va voir qu’en faisant 
Vhypothése m(+ 0) =0 il suffira pour avoir des nombres comprenant I, 
et convergeant vers la méme limite de calculer le premier terme et la 
somme des deux premiers termes de la suite alternée, tandis que Dirichlet 
était obligé de prendre un nombre de termes croissant indéfiniment. 

Puisque g(t) = w(t) sin ¢, les hypotheses indiquées sont les suivantes: 
v(t) est une fonction positive décroissante et g(t) tend vers zéro avec t. 
Alors 


I, = (v(t) sin (2m+1)tdt = uy(m) — u,(m) + u,(m)---, 


* a 
(+) yi 


u,(m) == (—1¥ (v(t) sin (2m+1)tdt; 
Posi 
la suite écrite ne contient qu'un nombre fini de termes, elle est alternée 
et & termes décroissants en valeur absolue. Alors on a: 
Uy(m) > I, = uy(m) — u,(m), 


a 22 
2m+1 2Qm+1 


fv sin (2m+1)tdt>I,,> ve) sin (2m-+1)¢ dt. 
% 0 


En valeur absolue ces deux intégrales sont au plus égales a 


mai ian 
| sin (2m-+1)t 
fou emtnel ae <em+t) fo@)dts 2 L,, 
0 


0 
L,, tant la limite supérieure dans (0, rari) de p(t)= y(t) sint. Or L,, 
tend vers zéro avec =, donc il en est de méme de J,. 


Pour généraliser ce résultat supposons que w soit la différence de 
deux fonctions positives décroissantes w,, ~, telles que y, sin ¢ et y, sin t 
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tendent vers zéro avec?¢. Alors w est 4 variation bornée dans tout inter- 


valle («, 3)» si a est positif et inférieur a On pourra poser 


¥ (F) —¥ =p) — n@), 
p(t) et n(t) étant les variations totales positive et négative de y dans 


(i +)*). Mais on a aussi 


ae (3) -#@ =[%© — 4 (3)|—[HO-w()], 


et comme les fonctions entre crochets sont positives et décroissantes on a: 


wlt)—%(F)2~0™, wl) —v(F) Sn). 


De ces inégalités et des hypothéses il résulte que p(t) sin ¢ et n(¢) sin¢ 
tendent vers zéro avect, donc aussi que v(t) sin? tend vers zéro avec ft, 


v(t) désignant la variation totale p(t) + n(t) dans (t, *): 


Réciproquement, si v(t) sin ¢ tend vers zéro avec ¢, il en est de méme 
de p(t) sin#, de n(t) sin¢ et de y,(¢) sin ¢, y,(¢) sin #, si l’on prend 


¥, (t) = v(5) + '+(3) +n(t), v(t) = p(t) + ‘¥(3) : 


De plus, 7, et y, sont deux fonctions positives décroissantes, leur différence 
est w de sorte que wy est bien de la forme considérée. 

Avant d’énoncer le résultat obtenu je fais une remarque, qu il fallait 
déja employer pour arriver aux énoncés 1, 2, 3, 4, et qui ne differe pas 
d'un théoreme de Riemann qu’on peut énoncer ainsi: la convergence au 
point w de la série de Fourier relative 4 f(x) ne dépend que de l’allure 
de f(x) au voisinage du point considéré. 

f(«) ayant une intégrale dans tout intervalle, il en est de méme pour 


g(t), par suite aussi pour y(t) = sf sauf cependant dans les intervalles 
ou sin¢ sannule. Des lors, de la proposition que Riemann démontre au 
§ X de son mémoire et qui a été rappelée précédemment, il résulte que 


lintégrale J,,, écrite sous la seconde forme et par suite sous la premiere, 


hd la hd , a 1 LJ , 
nest modifiée que d’une quantité tendant vers zéro avec — si on l’étend 


a (0, «) compris dans (0, 3) au lieu de l’étendre a (0, 5) . 


*) Jemploie ici les dénominations adoptées au chapitre IV de mes Legons sur 
l'Intégration et la Recherche des fonctions primitives. Il suffit d’ailleurs de savoir 
que, par leurs définitions mémes, p(t) et n(¢) sont les deux plus petites fonctions 


positives et déeroissantes dont la différence est égale & wp (3) — w(t). 
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Grace a cette remarque on peut, dans ce qui précéde, remplacer 
a s , . 
y par @ et énoncer le résultat suivant: 

6. La série de Fourier converge au point x vers la fonction s'il est 


possible de trouver «> O tel que, quelque soit t+-0 dans (0, «), w(t) soit 
a variation bornée dans (t, «), la variation totale correspondante v(t) crois- 


sant assez lentement avec + pour que tu(t) tende vers zéro avec t. 


Dans cet énoneé, comme dans |’énoncé 5, on peut remplacer y(t) 
par z(t) = v(8) ae Cela résulte de ce que = est 4 variation bornée 
et d'une formule, concernant la variation totale d’un produit, que je 
rappelle. 

Soient f, et f, deux fonctions, dont les variations totales, prises dans 


(t, w), sont p,, %,, V3 Pe, My, Ye. Comme on a: 


LOL® =(y4—-—% +A@)] Ly. -—% +Ah@I, 


le produit f,(¢)-f,(¢) est & variation bornée, sa variation totale étant au 
plus égale a 


Lp +m + AC) |) [re + + |A@ |) = [1+ /A@ 1) fe +!4(@)1- 

L’application de cette formule au remplacement indiqué de y(t) par 
z(t) est immédiate; cette méme formule va nous montrer que l’énoncé 6 
contient l’énoncé 4, donc l’énoncé 1. 

Soit, comme le suppose I’énoncé 4, g(t) continue a lorigine et a 
variation bornée; soit v(t) sa variation totale de 0 a ¢, v(t) est continue 
et nulle au point ¢=0. La variation totale de m(t) dans (¢,8) (t<) 
est v(8) — v(t); celle de w(t) dans Je méme intervalle sera donc inférieure 4 


[»(6)—0(¢) + | 98) I) sca — aap t law | 


La variation totale de » de B 8 a (B<a) étant M, la variation totale 
V de w dans (¢, a) sera au plus 


[o(6)—o(¢)+\9@ a+ Ms; 


or on peut prendre f assez petit pour que v(8) + |p(f)| soit aussi petit 
que l’on veut, puisque, quand ¢ tend vers zéro, on peut prendre f tendant 
aussi vers zéro, donc Vsin?é tend vers zéro avec ¢, la condition 6 est 
remplie. 

La réciproque n’est pas vraie; l’énoncé 6 s’applique parfois la od 
Yénoncé 4 ne s’applique pas. 

Pour en donner un exemple, je remarque d’abord que, f n’étant 
soumise qu’é la condition d’avoir une intégrale pour avoir une série de 
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Fourier, g ne sera soumise qu’a la condition d’avoir une intégrale et de 
vérifier les relations 
p(—t) = p(t) = (t+). 
On peut done prendre, Lt désignant la valeur principale du logarithme, 
1 =e 
p(t) =z, +t sin iLi? 
dans l’intervalle (0, *). — on verra plus loin pourquoi cet intervalle est 
choisi, — 4 l’intérieur de (~, 5) on prendra ensuite g(t) comme on le 
_voudra, ayant cependant une intégrale. Je vais raisonner uniquement 
sur (0, <). Pour ¢=0, on prend comme on sait m(¢) = 0, alors g(t) 
est continue a l’origine et l’on a: 
, gt) 1 2 p 1+ Lt 1 

ut) = Pat sings | LO =— Grae (140877) 
Dans (0, 4) q(t) est positive ou nulle, done z(t) croit. L’énoncé 6 
» Ty Mant 


es "an" ' oe ays = 
& variation bornée, il suffira de montrer que §(¢) = ¢ sin ;,;, est a variation 


non bornée. Et pour cela il suffira de montrer qu'on peut choisir 


s’applique. Mais l’énoncé 4 ne s’applique pas; pour le faire voir 


les nombres ¢, positifs et décroissant avec > de maniére que la série 
=| E(t.) — €(¢,_1)| soit divergente. Posons: 

1 

tLiu— — 
Pept’ 


quelque soit l’entier positif p, cette équation définit une valeur ¢, et une 


seule dans (0, 4) et ¢, décroit évidemment avec =" Or &(¢,) = (—1)?t,, 


done Z| &(#,) — &(¢,_,)| = 2(¢,+¢,_,), et il suffira de montrer que Z¢, est 
divergente pour prouver que &(¢) est a variation non bornée. On a, (p>1), 


t,> es *). 





= 


LL @p+1) =| 


pty ZL[@r+s)z] 1+ L[e@p+3) 4 





*) Voici comment on peut obtenir cette inégalité. t, est racine de ]’équation 
2 
Fi =tLi+a=—0, (°—~ 5s): 
— @p+ija 


On a F’(t)<c0, F(t) >0, dans l’intervalle (0, <) considéré; par suite, si 6, est 





Sur la Convergence des Séries de Fourier. 259 


La quantité entre accolades tend vers 1 quand p croit et, si l’on supprime 
cette quantité, il reste dans le second membre le terme général d’une 
série qui, d’aprés un critére connu, est divergente; la série Z(t,) est donc 
divergente. 

L’énoncé 6 contenant comme cas particulier l’énoncé 4 contient aussi 
Yénoneé 1. Mais il ne contient pas les énoncés 2, 3, 5; I’énoncé 2 étant 
contenu dans les énoncés 3 et 5, il suffira de donner un exemple de 


fonctions satisfaisant 4 2 sans satisfaire 4 6. Si p.¢) était, dans (-$ : 5) . 
égale a (— ly = pour ¢=+ > (p entier) et linéaire dans chacun des inter- 
valles (+ or? oe >) elle serait & variation non bornée, mais elle satis- 
ferait & ’énoneé 2. Qu’elle soit . variation non bornée, cela se voit comme 


précédemment en prenant ¢, = =i je montre qu’elle satisfait 4 l’énoncé 2. 
On a: 


e(5)-9 Fes sii sor 
» tpi 


a 
p pri 
a pour limite 2 quand p augmente indéfiniment, done on peut trouver le 


1 $ 1 . 
nombre A tel que, pour ¢ = pti? d= =. a ait 


|p(t+98)—9(t)|< AVS; 


A étant ainsi déterminé, cette inégalité a lieu, on le voit facilement, quels 
que soient ¢ et d>0O. L’énoncé 2 s'applique donc. 


F@,) 
F' @) 
en appliquant a 6, la correction de Newton, est inférieur a t,. 


dans (0, *). ou bien ¢, est inférieur 4 tp, ou bien 0, = 0, — » que l’on obtient 


Si l’on prend 0, = =, on a 0, ==—oo; cela ne peut servir. Mais de l’équa- 


tion proposée on tire ¢ = — Gi si dans le second membre on prend ¢ = + on trouve 


la nouvelle valeur approchée ta. Pour 6,=a, 0,0 ce qui ne bo encore 


servir. Mais si l’on fait ta dans le second membre de t=— ti on trouve 


-- qui, prise pour valeur 9,, conduit a l’inégalité du texte, car il est évident 


que — ic est supérieur a tp, pour p>1. 
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Désignons par g,(¢) la fonction qui vient d’étre formée et prenons 
a 
dans (0, 3) 


p(t) =a, 9,(t— r) + 4, (‘- x) Fes +a Qy (‘—5) etiecy 


les a, formant une série absolument convergente. Alors est continue 
mais est & variation non bornée dans tout intervalle contenant une valeur 


de la forme > il en est donc de méme de y(t), l’énoncé 6 ne s’applique 
pas. Mais l’énoncé (2) s’applique, car on a évidemment 


|p(t+9) — p(t)| < A(la,|+\a,| +--) V9, 
A étant la constante déterminée précédemment. 

L’énoncé 6 ne contenant pas l’énoncé 2, ne contient pas a plus forte 
raison les énoncés 3 et 5. D’ailleurs 6 n’est pas contenu dans 3, ni 
dans 5, et a plus forte raison dans 2, car on sait qu’il existe des fonc- 
tions satisfaisant 4 1 sans satisfaire ni a 2, ni a 3, ni 4 5. On peut 
aussi, pour préciser les rapports entre 3, 5, 6, remarquer que la fonction 


1 ‘ 1 
p(t) = 7; + tsin FT), 


& laquelle s’applique, on l’a vu, |’énoncé 6, donne une fonction y(t) qui 
n’a pas d’intégrale, donc l’énoncé 5 ne s’applique pas. D’autre part on a: 


lim[9(6) — 9O)]Lé = 1, 


done l’énoneé 3 ne s’applique pas. 
En résumé nous n’avons que trois énoncés différents, les énoncés 3, 
5, 6, et ceux-la sont différents; cela est bien connu pour 3 et 5, je lai 
prouvé pour le dernier. Pour démontrer que |’énoncé qui va étre obtenu 
contient tous ceux jusqu’ici examinés il suffira de démontrer qu'il 
contient 3, 5, 6. 
Ill. 


C’est en examinant le raisonnement de Lipschitz, qui conduit aux 
énoneés 2 et 3, que j'ai été amené & la condition de convergence qui a 
été annoncée au début. 

Le raisonnement de Lipschitz est beaucoup moins connu que celui de 
Dirichlet, mais je puis en résumer les points qui m’ont para essentiels 
comme il suit. 

Posant comme Dirichlet 


ee 


u,(m) = (— 1) J 2 sin (2m + 1) tat, 


a 


é “ 
2m+1 





] 
é 
( 
c 
€ 
( 
] 
t 
é 
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Lipschitz obtient 


I= 2® sin (2m + l)tdt =u — uy, + u,- +>; 
v0 
mais la suite limitée du second membre n’est pas nécessairement alternée, 
ni & termes décroissants. L’évaluation de limites inférieures et supé- 
rieures pour cette suite, ne peut plus se faire par le procédé de Dirichlet; 
dans le procédé de calcul qu’emploie Lipschitz le groupement deux a 
deux des termes de la suite joue un réle fondamental. De sorte que Lip- 
schitz évalue en réalité les suites écrites sous l’une des deux formes 
(ty — ty) + (Uy — Us) +++, 
Uy — (ty — ty) — (Uy — %) — ++ * 

C’est 1a ce qui, & mes yeux, est essentiel dans le raisonnement de 
Lipschitz On peut remarquer que, bien que le calcul de Lipschitz differe 
beaucoup de celui de Dirichlet, le groupement de termes qu’emploie Lip- 
schitz est aussi utilisé par Dirichlet. C’est parce que ce groupement, 
opéré de lune ou de l’autre des deux maniéres indiquées, donne dans le 
cas de Dirichlet une suite & termes tous de méme signe que celui-ci peut 
écrire les inégalités qu’il utilise. Ainsi le groupement des termes, qui 
conduisit Lipschitz et Dini aux conditions 2 et 3, est aussi utilisé pour 
l'étude du cas 1 et par suite aussi des cas 4 et 6. Si l’on remarque 
enfin que Riemann (§ X) utilise exactement le méme groupement pour 
arriver au théoreme d’oi se déduit la condition 5, on sera conduit 4 es- 
sayer de l’employer plus systématiquement. 

Posons done: 
me 


u;(m) = (— 1 f sin (2m + 1)tdt; 


(@+1) 


‘at 
I, = Ug — (ty — tle) — (lg — Uy) — + * > 


= Uy(m) — [v,(m) + v,(m) +---], 


2 
= 


; *am+A 
= f sin (2m + ETO) — v(t + sir] at. 
ms 


Supposons-nous placés dans des conditions telles que u,(m) tende 


m 1 ” . 
vers zéro avec —~ et évaluons la suite des v. Comme on a 
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. a 
1 om +1 


| x | 
nis f\wo—v(ttan%3) at, 


atin 2m+1 


on aura aussi 


| | 
wast 
si (0, «) est l’intervalle auquel est étendue |'intégrale J, .*) 
Done, si l’intégrale du second membre de l’inégalité précédente tend 


. 1 , _ : 
vers zéro avec ~~, ou, ce qui est plus particulier, si l’on a: 


lim |v + 0) — ¥@)|at—0, 


I,, tend vers zéro; c'est un cas de convergence de la série de Fourier. 
Mais il reste 4 étudier la convergence de u,(m) vers zéro. 

Nous avons déja vu que u,(m).tend vers zéro quand g(t) est con- 
tinue au point ¢ = 0, en particulier par conséquent quand le point x con- 
sidéré est un point régulier. Cette remarque suffirait pour conduire 4 un 
énoncé comprenant comme cas particuliers les énoncés 1, 2, 3, 4, 6 et 
comprenant aussi l’énoncé 5 si on ne l’appliquait qu’en des points régu- 
liers. Mais il me parait intéressant de conserver 4 l’énoncé 5 toute sa 
généralité parce que, comme je l’ai fait voir ailleurs, on peut alors s’en 
servir pour définir des fonctions non intégrables au sens de Riemann et 


cependant représentables par leur série de Fourier en tout point. 
On a: 


ma 
iti 2m+1 


ola | fm sin (2m + Itdt <(2m+ 1) fip@lae 
0 


La fonction |g(¢)| a une intégrale. J’ai démontré (Lecons sur 1'In- 
tégration, pages 123 et 124) que les points ot une fonction, | p(t)| par 
exemple, ayant une intégrale n’est pas la dérivée de son intégrale indéfinie 
sont exceptionnels; il est par suite naturel de supposer tout d’abord que 


*) Il y aurait lieu de tenir compte de ce que les derniers termes des suites 
u;(m), v;(m) n'ont pas nécessairement les mémes formes que les autres; mais cela 
nous conduirait tout au plus 4 ajouter au second membre de I'inégalité précédente 


‘ 1 
une quantité tendant vers zéro avec 
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t 
[ | p(t)|dt admet une dérivée nulle a l’origine ¢ = 0, ce qui comprend en 
0 


particulier le cas de @(é) continue. . Alors 
a 
2m+1 
a 
|p @|dt= sa em 


0 


‘ 1 “ 1 
é,, tendant vers zéro avec a |u,| tend done vers zéro avec = 


m 


7. La série de Fourier converge au point x vers la fonction, si Vin- 
tégrale de | p(t)| a une dérivée nulle pour t= 0 et si la quantité 


Jive +9) —v@at, (a>a>0, 8>0) 


tend vers zéro avec 0. 
C’est l’énoncé que je voulais obtenir. On gagnerait probablement en 
généralité en groupant les termes 4 a 4 ou 6 & 6 etc. au lieu de les 


grouper deux & deux; en conservant la variable discontinue au 


4 
2m+1 
lieu de la variable continue 4; en étudiant mieux u,(m), etc. Je n’insiste 
pas sur ces généralisations et je me borne a l’énoncé 7. 

Le raisonnement qui prouve, dans les conditions supposées, la con- 


vergence de u,(m)| vers zéro, montre aussi la convergence vers zéro de 
| Ug (me) | + | ey (m)| + ++ + | u,(m) | 

quel que soit le nombre fixe p. De sorte que, sans modifier la portée de 
l’énoncé 7, on peut remplacer l’intégrale de | y(t + 6) — y(t)| étendue de 
6 a @ par l’intégrale de la méme quantité étendue de Ad a a, A étant 
une quantité positive, constante, quelconque. 

Il est plus intéressant de remarquer que l’on peut modifier la limite 
supérieure de la méme intégrale; d’une fagon plus précise, si la quantité 


J v(t + 8) — ¥() | dt 


tend vers zéro avec 8, pour une certaine valeur de a prise a Vintérieur de 
(0, x), il en sera de méme pour toute valeur de « prise dans cet intervalle.*) 


*) Il ne faudrait pas confondre cette propriété avec celle déja démontrée d’aprés 
laquelle la convergence en un point ne dépend que de la nature de la fonction dans 
le voisinage de ce point. De la propriété que je rappelle et de la condition 1 il ré- 
sulte que la convergence a lieu en un point régulier si g(¢) n'a qu'un nombre fini 
de maxima et de minima dans (0, «) si petit que soit «>0. Mais si g(t) n’a 
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w(é) ayant une intégrale dans tout intervalle («, 6), (0<a< p< 2), 
cela va résulter du théoréme suivant: 


Quelle que soit la fonction o(t), ayant une intégrale, Vintégrale 


f 
T(e, 8) =f \ et + 8) — off) |at, (« <8) 
tend vers zéro avec 0. 
Cela est évident si g est continue, car alors la quantité sous le signe 
J tend uniformément vers zéro; pour le démontrer dans le cas général, je 
remarque tout d’abord que l’énoncé suppose @ définie dans un intervalle 


(a, y) plus grand que (a, 8) et qu’il ne faut considérer que les valeurs de 
d au plus égales 4 y— . Maintenant je remarque que |’on a: 


(A) J(0,0) <2 f |o(t)| at; 


(B) J(o;, + 02,9) <A(Q,, 5) + J(o,, 6). 


De la résulte l’inégalité qui va nous donner le résultat annoncé 


©) Tes #) S Hew ®) +2, le — exit 


@ ayant une intégrale, on peut toujours choisir x assez grand pour 


y 
que la contribution dans J |@|dt des valeurs de 9 supérieures en valeur 


absolue & x soit plus petite que «. 
@, sera la fonction égale 4 @ sauf quand || est supérieure a x au- 
quel cas on prendra eg, = 0. Alors l’inégalité (C) donne 


J(0, 8) < J(Q,, 8) + 2e. 


é étant quelconque, il suffira de démontrer la propriété pour l’inté- 
grale J(o,, 6) relative & la fonction bornée Q,. 


Divisons lintervalle de variation (— x,-+ x) en 2p parties égales 


G, oat) (A=—p, —pt+1,---p—1) et soit 0; une fonction 


égale a = quand g, satisfait a linégalité ; <0, < Sto", et nulle 


qu’un nombre fini de maxima et de minima dans un certain intervalle (0, «), il 
n’en est pas nécessairement de méme dans tout intervalle (0, «). 

Ce que je vais démontrer dans le texte c’est que l’énoncé 7 ne peut étre vérifié 
dans un intervalle (0, «) sans l’étre dans tout autre intervalle (0, 8). La méme pro- 
priété est exacte en ce qui concerne ]’énoncé 5. 
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quand 9, ne satisfait pas 4 cette inégalité. On peut prendre p assez grand 
pour que l'intégrale 


Y 
Si —e—erps1—- gat 


soit inférieure & ¢, alors de (B) et (C) il résulte 


+P 
T(0;; 8) < >? I(ei, 8) + 2¢. 
4=—p 

Et il suffit de démontrer la propriété pour les fonctions telles 
que @; qui ne prennent que deux valeurs. Soit done o’ une fonction 
ayant une intégrale et ne prenant que deux valeurs 0 et a. Soit E l’en- 
semble mesurable des points ot y’ differe de 0. Cet ensemble peut étre 
enfermé dans une infinité dénombrable d'intervalles J dont la somme des 
longueurs ne surpasse la mesure de E que de 4; on peut ensuite ne con- 
server qu'un nombre fini des J, les 3, tout en ne modifiant la longueur 
totale des J que d’une quantité inférieure & y. Soit e” et oe” deux fonc- 
tions prenant la valeur a respectivement pour les points des J et des 3 
et nulles ailleurs. On a évidemment 


Y Y 
Sie —e'ldt<laln, fle’ —e”\dt<|aly; 


par suite (inégalité (C)) 
J(Q', 8) <S(e", 6) + 4|a|n, 
et il suffit de démontrer le théoreme pour J(9””, 6). 
Mais 9”’ étant bornée et n’ayant qu’un nombre fini de points de dis- 
continuité, on peut toujours trouver 9) continue et telle que lon ait: 


fie" elatce, 


J(g"", 8) SA(Q, 4) + 2¢, 
et comme la propriété est évidente pour la fonction o“) continue, elle est 
vraie dans le cas général. 

On peut conclure de la, en particulier, et cela sera utilisé plus loin, 
que, pour que la seconde des conditions de Vénoncé 7 soit remplie, il faut 
et il suffit que, quel que soit ¢ >0, on puisse déterminer «> O de manieére 
que Von ait: 


alors 


[\vt+0)—v@ldt<e, 


dés que 0 est assez petit. 
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On pourrait aussi transformer la premiére des conditions de ]’énoncé 7, 
je me contenterai d’indiquer un résultat que l’on vérifiera facilement. Un 
ensemble mesurable E étant donné, appelons densité moyenne de E dans 
(a, b) le rapport de la mesure de la partie de E contenue dans (a, b) a 
la mesure de (a,b). La densité de E en un point P sera la limite, si elle 
existe, de la densité moyenne de E dans des intervalles (a,b) contenant P 
et dont les longueurs tendent vers zéro. Avec ces définitions on peut dire 
que |q(t)|, supposée bornée, est au point t= 0 la dérivée de son inté- 
grale indéfinie si, et seulement si, quel que soit ¢ > 0, ensemble des va- 
leurs de ¢ pour lesquelles | m(t)| surpasse ¢ est de densité nulle au point 
t=O. Mais cet énoncé n'est exact que si | p(¢t)| est bornée. 

Une autre remarque doit étre faite: On peut remplacer dans Vénonce 7 
v(t) = 29 par x(t) = 22. 


x(t + 8) — 4() = [v(t + 8) — (0) @S9 + RH, 


On a, en effet 


‘+2 
si ,; ’ 
RO) = 90 [S5? — )- 


D’aprés le théoreme des accroissements finis, R(d) est égal a dy(t) mul- 
tiplié par la dérivée de a prise pour une valeur t comprise entre ¢ et 


#+0. Mais comme I’on a: 


: 1 /sint\’ . cost — sint 
im —(——-) =lm — .=- 7), 
t /t=¢e t 


oo] 


on pourra toujours trouver un nombre A tel que, dans l’intervalle (0, «) 
dont on s’occupe, on ait: 

| RB) | << |¥@|- d+ Ar; 
mais on a: 

d<t<rcti+d<c2t, 


done 
t 


sint 


| R(d)| << 2A8|g(2)| - 


|@(t)| ayant une intégrale dans tout intervalle, P [ | R(d)| dt tend vers 


zéro avec 0. Par suite, de l’égalité du début il résulte que les deux quantités 
| w(t + 6) — v(t)|, |x (¢+ 6) — x(O|, intégrées de d a a, tendent vers zéro 
en méme temps. 
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IV. 


Je vais maintenant montrer que |’énoncé 7 contient tous ceux pré- 
cédemment examinés; il suffit pour cela de montrer qu'il contient les 
énoncés 3, 5, 6. 

Je traite d’abord le cas de ]’énoncé 5; lorsqu’on est dans les conditions 
de cet énoncé | y(t + 6) — v(t)| intégrée de 0 & « tend vers zéro avec 0, 
donc il en est de méme a plus forte raison si l’on n’intégre cette quan- 
tité que de d a a La seconde des conditions de l’énoncé 7 est remplie. 


2 1 
De plus u,(m) tend vers zéro avec —, car 
m 


n n 
2m+1 2m+1 


| (m) | = Sv sin (2m + 1)tdt| <fivo at, 


et cette derniére intégrale tend vers zéro avec =. Mais dans |’énoncé 7 
la condition générale: u,(m) tend vers zéro a été remplacée par une con- 
dition plus particuliére: [intégrale de | p(t)| a une dérivée nulle pour t=0, 
et cest cette condition qu il faut montrer satisfaite dans le cas de 


lénoncé 5. t 
w(t) ayant une intégrale dans (0, ¢), je pose Y(t) = J | p(t)|dt; ¥(t) 
est une fonction continue, nulle pourt=0. Ona: ° 


t t t 
; fivoiat=4 fiw sintdt =“? W(t) — | f ¥@ costar 
6 0 0 


les deux termes du troisitme membre tendent vers zéro avec ¢, cela est 
évident pour le premier de ces termes et cela se voit pour le second en 
remarquant qu'il fournit @ la limite la dérivée pour t= 0 de l’intégrale 
de 0 a ¢ de la fonction continue ¥(¢)cos¢. Done le premier membre, qui 


t 
fournit 4 la limite la dérivée pour t=O de J | p(t)|dt, tend vers zéro 
0 


avec ¢ et les conditions de l’énoncé 7 sont remplies. 

Dans le cas ov les conditions de lun des énoncés 3 ou 6 sont rem- 
plies, la premiére condition de ]’énoncé 7 est remplie, il va suffire de s’oc- 
cuper de la seconde. 

Dans le cas de l’énoncé 6, la fonction w est la différence de deux 
autres fonctions y positives et décroissantes pour ¢ > 0 et relatives & deux 
fonctions m continues au point 0; comme |’énoncé 7 s’applique évidem- 
ment a la somme de deux fonctions quand il s’applique 4 ces fonctions 
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il va suffire de montrer que la seconde des conditions de l’énoncé 7 est 
remplie quand ~ est positive, décroissante pour ¢ >0O et gm continue au 
point 0. 

Dans ces conditions, on a: 


a+d 


@ @ 2d 
Jive 8) — v(t) |dt = flv — vet dat feat — fw at. 


La derniére intégrale tend vers zéro; quant a la premiere, si L(d) dé- 
signe la limite supérieure de m dans (0, 24), elle vérifie la relation 


20d 2d 
0<fvqar<™ far 220) 
v1) 


puisque gm est continue au point 0, L(d) tend vers zéro avec 0, les con- 
ditions de l’énoneé 7 sont remplies. 

On peut présenter cette démonstration sous une forme géométrique 
assez élégante. Je trace la courbe ou l'ensemble de points y = y(z), les 
axes Ox, Oy étant rectangulaires. Soit C cette courbe, C(d) celle qu’on en 
déduit en déplacant C le long de. Ox de la longueur 0. L’intégrale 


{ | w(t + 0) — o(t)| dé est la somme des aires (prises toutes positivement) 
3 


comprises entre C, C(d) et les deux paralléles a Oy d’abscisses 3 et a. 
Dans la translation qui change C en C(d) chaque point de C décrit un 
segment de longueur ¢ paralléle 4 Ox et, si yw est décroissante, deux tels 
segments n’empiétent jamais l'un sur l’autre. De sorte que l’aire balayée 
dans la translation par la partie de C correspondant 4 6d << x<a+d, 
aire qui est toujours au moins égale a | intégrale a calculer, peut ici étre 
évaluée en multipliant d par la mesure de la projection sur Oy de la 
partie utilisée de C. Ce qui donne pour l’aire balayée au plus 


8[v(0) — ¥(« + 8)]; 
or dire que » est continue au point 0, c’est dire que dy(d) tend vers 
zéro avec 0, laire balayée a pour limite zéro, il en est de méme de 


a 


Jive+s)—v@lae 
0 


Placons-nous maintenant dans les conditions de l’énoncé 3 et l'on va 
voir immédiatement que la 2*™° condition de l’énoncé 7, prise sous sa 
seconde forme, est vérifiée. o étant arbitrairement petit positif, il lui cor- 
respond (0, «) dans lequel on a: 


|p(t + 8) — (t)| log 5 <o, 
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c'est hypothése. On déduit de la 


vt t 


< 6 4 6 <e re) 
a tlog 5 + a) tlog 2 ry 


x(t + 6) — 2()| =| PFS 20 + —- *)| 





log 


donc, en supposant a < 1, 


ty log ; 
J\xt+8)—1@|dt<o — 
é 


é 


la seconde condition de l’énoncé 7 est vérifiée. 

Ainsi l’énoneé 7 comprend bien tous ceux que j’avais cités. Je pour- 
rais de méme montrer qu'il comprend tous les énoncés donnés par M. Dini 
aux pages 100 & 105 de son livre sur la série de Fourier; mais comme la 
vérification ne présente pas de difficultés je me bornerai 4 faire une 
remarque. 


Loin d’introduire des énoncés plus compliqués en réunissant en un 
seul ces énoncés de M. Dini on gagne beaucoup en simplicité; il y a plus. 
Certains des énoncés de M. Dini permettent d’affirmer qu'il y aura con- 


vergence lorsqu’une certaine propriété aura lieu, mais on ne sait pas re- 
connaitre quand cette propriété a lieu. Par exemple on peut affirmer la 
convergence si l’on a o(t) = o(t) a(t), o et @ satisfaisant a certaines con- 
ditions; mais on ne sait pas aborder l'étude du probléme consistant a — 
essayer de reconnaitre si g(¢) donnée est un tel produit. Au contraire 
l’énoncé 7 ne suppose que des opérations bien étudiées depuis longtemps. 
Sans doute on ne sait pas effectuer ces opérations dans tous les cas et 
cela ne doit pas surprendre, car il n’est pas d’opération, si simple soit-elle 
en apparence, que l’on sache effectuer sur toute fonction donnée: quand 
une fonction est donnée on ne sait pas nécessairement, par exemple, cal- 
culer sa valeur en un point. Mais les opérations que suppose l’énoncé 
7 sont de celles que l’on a l’habitude d’effectuer, de celles qui sont en 
général possibles sur les fonctions qui se présentent d’elles-mémes en 
analyse et dont l'étude a, du moins, été faite assez pour que l’on puisse 
aborder le probléme consistant 4 reconnaitre si l’énoncé 7 s’applique ou 
non & un exemple donné. 

Je ne veux pas dire que l’énoncé 7 enléve tout intérét aux énoncés 
de M. Dini et & ceux que j’ai précédemment étudiés; il est évidemment 
toujours avantageux d’avoir des énoncés particuliers moins généraux, mais 
plus maniables dans certains cas; il est aussi avantageux d’avoir plusieurs 
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formes des mémes énoncés, c'est pourquoi je vais donner une nouvelle 
transformation de la deuxiéme des conditions de l’énoncé 7. 

Pour obtenir cette nouvelle forme, il suffira de reprendre le calcul 
qui a prouvé que 7 contenait 3. Posons 


x(t + 8) —2(f) = 2EF9—9O + 804), 


° 1 1 é 
S(d) = p(t + 9) Ga - +) =9(t+9) tary 


/ | S(8) |dt <9 J oC! as. 


v) 


¢ 
Je pose ®,(¢) =f | p(t)|dt, alors l'intégration par parties donne 
0 


fis@iat < pa al 2 a2 a. 23 f %t 
é ‘ é 
Supposons remplie la premiére condition de |’énoncé 7, c’est-a-dire sup- 
posons que ,(¢) ait une dérivée nulle a lorigine, alors, quel que soit 
é>0O, on peut toujours prendre « assez petit pour que, dans (0, 2a), 
on ait: 
0< 9,(t) <ét 


0<db<t<t+s<2t, 
0<,(t+ 6) <2Qet. 


d’oi, puisque l’on a 


Par suite 
a 


Jfis@iae< t+ 20+ 40e fs 


v7) 
= 260 | oe—4e (2 - 1) <8e. 


a 


Si maintenant nous nous reportons 4 la premiére égalité, nous en 
déduirons 


fixe+ a —2o1ae— flee+9—90l as] <8 
0) v) 


ceci montre que dans Vénoncé 7 on peut remplacer Vune par Vautre les 
trois quantités 


lve+s)—¥Ol, Ixé+e)—20|, EFQ—2O'. 


La derniére forme de |’énoncé 7 ainsi obtenue serait particuligrement 
commode si l’on voulait avoir des énoncés analogues a 2 et 3 en assujet 
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tissant | p(¢ + 6) — p(#)| a @tre inférieure, non plus & une fonction de é 
comme dans 2 et 3, mais & une fonction de ¢ et 0d. Je ne m’attarderai 
pas & rechercher des énoncés particuliers rentrant dans l’énoncé 7; il me 
parait probable que de tels énoncés seraient intéressants seulement dans 
le cas ot l’on aurait souvent a étudier la possibilité du développement en 
série de Fourier de fonctions d’une classe déterminée de fonctions, et 
l’énoncé particulier & employer dépendrait de la nature de cette classe. 


V. 


Je passe maintenant 4 un sujet assez différent: l'emploi de l’énoncé 7 
a la généralisation d’un théoreme de M. Fejér*). Voici ce théoreme: La série 
de Fourier, relative ad une fonction bornée et intégrable au sens de Riemann, 
représente cette fonction en tous ses points de continuité et en tous ses points 
réguliers quand on somme: cette série par le procédé de la moyenne arith- 
meétique. 

On somme une série 

Ug + U, + Ugt::: 

par le procédé de la moyenne arithmétique quand on lui attribue pour 
somme la limite (quand elle existe) des nombres o, définis par les égalités: 





S,=Utuyt-::+4u,, 6, = OTS FF Sn | ety 


" n 

Pour bien mettre en évidence toute l’importance du résultat de 
M. Fejér en ce qui concerne la représentation des fonctions discontinues, 
je ferai quelques remarques préliminaires. 

Soit f(x) une fonction ayant une intégrale — il importe peu d’ailleurs 
que ce soit une intégrale au sens de Riemann ou au mien. Soit F(x) 

*) Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen; Math. Annalen, Bd. 58, S. 51. 

**) D’aprés les indications de M. Fejér il semble que ce soient les résultats obtenus 
par MM. Borel et Mittag-Leffler relativement aux séries entiéres qui lui aient 
donné l’idée d’entreprendre son important travail. Il est peut-étre curieux de remarquer 
d'une part que la méthode de sommation des séries divergentes de M. Borel est une 
généralisation de la méthode de sommation par la moyenne arithmétique et d’autre 
part que, dés que l’on eut imaginé cette dernitre méthode, on l’ait appliqué a des 
séries trigonométriques. C'est ainsi que dans le Premier Supplément au 25ieme 
mémoire de ses Opuscules Mathématiques (tome IV, Paris 1768) D’Alembert démontre 
& peu prés rigoureusement que la série 

cos x + cos 2% + cos8%-+--- 
&@ pour somme —} sauf pour z=2kz, quand on lui applique le procédé de la 
moyenne arithmétique. D’Alembert n’apergut d’ailleurs pas la portée de ce théoréme 
et il s’éleva avec force et non sans raison contre l'emploi que certains voulaient 
en faire. 
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Vintégrale indéfinie de f(x); alors on a, d’aprés un théoréme que j’ai déja 
rappelé et pour lequel j'ai renvoyé aux pages 123 et 124 de mes Lecons 
sur l’Intégration, 

f(e) = lim “S45 —*O — Fe), 


sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle. Cela revient 
& dire que l’on peut trouver une suite de fonctions continues tendant vers 
f(x), sauf pour les valeurs exceptionnelles de 2, ou encore qu'il existe une 
expression analytique représentant f(x), sauf pour ces valeurs, cette ex- 
pression étant une série de polynomes en 2. On ne peut d’ailleurs pas 
espérer mieux en s'adressant @ des expressions analytiques plus générales, 
car non seulement il existe des fonctions qui ne sont pas représentables 
par une série de polynomes, mais il existe méme des fonctions échappant 
& tout mode de représention analytique.*) 

Le raisonnement qui vient d’étre fait montre encore que pour que 
deux fonctions ne different que pour les points d’un ensemble de mesure 
nulle, il faut et il suffit qu’elles aient la méme intégrale indéfinie. Que 
cela soit nécessaire, c'est une conséquence de la définition de l’intégrale; 
dailleurs si deux fonctions correspondent 4 la méme intégrale indéfinie 
F(a), elles ont la méme représentation analytique sauf pour un ensemble 
de valeurs de x de mesure nulle. 

Deux fonctions qui ont la méme série de Fourier ne different que pour 
un ensemble de mesure nulle de valeurs de la variable. Cela résultera 
immédiatement de la possibilité dintégrer terme a terme toute série de 
Fourier méme divergente, puisque cette possibilité montrera que les deux 
fonctions ont la méme intégrale indéfinie. Je démontre la possibilité de 
Vintégration. **) 

Soit 
(1) - d+ Xa, cos px + b, sin px, 


la série de Fourier relative a f(x) et 


(2) =A, + 2A, cos px + B, sin px 


*) Pour ce point je renverrai 4 mon mémoire du Journal de Mathématiques, 
année 1905, ,,Sur les fonctions représentables analytiquement.“ 

**) Ce théoréme sous sa forme générale, pour les fonctions intégrables au sens 
de Riemann, semble avoir été démontré tout d’abord par M. de la Vallée-Poussin 
(Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XVI). Dans le texte, conformé- 
ment & ce que j’ai supposé tout au début, je m’occupe des fonctions bornées ou non 
et ayant une intégrale & mon sens, ce qui n’entraine aucun changement dans la 
démonstration. 
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celle qui correspond a Jf@)ae. Cette seconde série est convergente, 
v 


car F(x) = [f@ax est & variation bornée. L’intégration par parties donne 
0 


F(2 1 1 1 
ea =, A = ——5 B = ny 3 


ay nx n n? n 


cela montre qu’en intégrant terme & terme de 0 a x la série (1) on obtient 
(3) + F(2z) + ZA,(cos pa—1)+ B, sin pz, 


. ‘ . a,& , 
si l'on a soin de remplacer le premier terme “> par son développement 


en série de Fourier. En faisant dans la série (2) convergente «=0 on a: 
5 4,+ 24,— = 2"), 

ce qui montre l’identité des séries (2) et (3). Par suite l'intégration terme 

i terme est possible et conduit toujours 4 une série convergente. 

Ainsi, se donner la série de Fourier d’une fonction, c’est définir cette 
fonction sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle et d’ailleurs in- 
connu. On peut par suite espérer qu’en appliquant a ces séries de Fourier 
une méthode de sommation convenable on saura calculer la fonction cor- 
respondante, sauf pour un ensemble de points de mesure nulle. [II faut 
ailleurs remarquer que, quel que goit le procédé de sommation employé, 
il arrivera qu’en certains points et pour certaines fonctions, la méthode 
de sommation s’appliquera et donnera autre chose que la fonction; cela 
est une conséquence évidente de l’indétermination de la fonction corres- 
pondant a la série. 

Les points de discontinuité d’une fonction intégrable au sens de 
Riemann formant un ensemble de mesure nulle, le résultat de M. Fejér peut 
s’énoncer ainsi: Si l’on emploie le procédé de sommation par la moyenne 
arithmétique, la série de Fourier dune fonction bornée, intégrable au sens 
de Riemann, fait connaitre la valeur de la fonction sauf pour un ensemble 
de points de mesure nulle. 

Ainsi, pour les fonctions considérées, le procédé si simple qu’emploie 
M. Fejér conduit & un résultat aussi parfait en un certain sens qu’on 
pouvait le souhaiter. C’est ce résultat que je vais essayer d’étendre aux 
fonctions ayant une intégrale 4 mon sens. 

Le raisonnement de M. Fejér s’applique, sans qu’on y change rien, pour 
Vétude des points de continuité et des points réguliers de ces fonctions 
sommables; mais une fonction sommable n’ayant pas en général de points de 
continuité, ni de points réguliers, nous ne pourrons plus rien en conclure 
relativement 4 l’ensemble des points ot la méthode de M. Fejér s’applique. 


Mathematische Annalen. LXI, 18 
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Guidé par les considérations précédentes j'ai recherché un cas, un peu 
plus général que celui de M. Fejér, dans lequel la sommation par la 
moyenne arithmétique puisse étre employé; voici le résultat que j’ai obtenu. 
Ia série de Fourier d'une fonction f est sommable par le procédé de 
la moyenne arithmétique au point x et permet de caleuler f(x), si la fonction 
|@(t)| correspondante est la dérivée de son intégrale indéfinie pour t = 0. 


Je pose t t 
o(t) = Joa, ,(t) = J p(t) dt; 


puisque, par hypothése, “0 tend vers zéro avec ¢, a fortiori £8 tend vers 
zéro avec t, c'est dire oe O(t) et ,() ont toutes deux une dérivée nulle 


pour ¢= 0. 
Ceci posé, on a évidemment, en conservant les notations indiquées, 


6, =~ (S,+ S,+--++S,_1) 





sin t 


2 
a eee - + sin (2n — 1)¢] 


sin? nt 


= fine +19 +020) “gute dt; 





a,=6,—f(2) = “fs (ont at 


Le raisonnement de M. Fejér nous apprend que d, tend vers zéro 
1 . ‘ 

avec —- quand g(¢) est continue au point t= 0. 
En employant l’intégration par parties*) on a: 


rola 


sin* 06 ag 


sin®¢ 





d,= = (5) sin? n= a tax} P(e cost 
. 


= NK 
sin dnt » 
+ foot ane @ 


*) Ce mode d’intégration s’applique aux intégrales considérées ici comme 4 celles 
de Riemann; je l’ai dej& employé précédemment. Si l'on a quelques doutes sur la 
légitimité de l'emploi de cette méthode on pourra remarquer que l’intégration par 
parties peut toujours étre remplacée par l'emploi d'intégrales doubles et j'ai étudié 
ces intégrales dans ma Thése. 
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Le premier terme du second membre tend évidemment vers zéro 
quand » croit; il en est de méme du second, car c’est le double de la 


différence d, pour laquelle g(¢) est la fonction partout continue “He ot 


Il suffit d’étudier le dernier terme; en le changeant de signe et en y rem- 





plagant sin 2m¢ par sin (2% +1)¢ ou aurait l’intégrale te du premier 
paragraphe pour le cas od la fonction w(#) qui figure dans J, s’appellerait 
Oo) 
sin?¢ 
n’aurait en rien influé sur les raisonnements des paragraphes précédents 
de sorte qu’on pourra employer les résultats de ces paragraphes 4 con- 
o(¢) 
sin?¢ 
nous montrer que le dernier terme tend vers zéro. 

o() 


sint 


Il est évident que le changement de sin (2m + 1)é en sin 2nt 


dition d’y remplacer y(¢) par L’énoncé 7 ou méme I|’énoncé 6 va 





étant continue, la premiére condition de l’énoncé 6 est remplie 
étudions la seconde et pour cela calculons la variation totale de ma 
$0), 

sin? t 

Remarquons d’abord que, quelle que soit la fonction o(¢) ayant une 


intégrale, on a: 





dans (¢, «), variation que nous désignerons par Ve( 





ith t+h 
| Je@at)< fie@lat, (h> 0); 
t | t 
d’od 
ns a 
Vefe(at < f\e@\at, (a <0).*) 
4 a 
® (t) . 5 P . 
Or = 3 ; est, a une constante prés, égale a 


t 
g(t) 20(8) cos ¢ 
J (27 Er) dt, 


comme le montre l’intégration par parties; done on a: 


(20) | w(t) | (0 |eost | 
(iin v7) < fica + af sin’t 


O0<t<p<%. 


*) On peut démontrer que c’est le signe = qui convient. Celi ne nous sera pas 
t 


utile, il nous suffit de savoir que J e(t) dt est & variation bornée, et d'avoir une limite 


supérieure de sa variation totale. 


18* 
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|p| ®, (t) . () cos t 
fis ae =f [as aerl +2 af* sare dt, 
t 


Mais on a aussi 





done, puisque |(¢)| est au plus égale & %,(#), nous avons 


Bf PO ®, (8) %, , (t) cos t 
V; Par )< =sin?B sin? + af” aints @#- 
i 


Posons ®,(¢) = sin ¢- 0(¢); 6(¢) tend vers zéro avec ¢; soit 6, sa limite 
supérieure dans (0, 8); 8, tend vers zéro avec £. iden on mar écrire 








VE(20) <98+ oe ue, fmt 


sin?*t/ = ain? T sint + in? ¢ ? 


) —%@) , 0 , 1 1 
viGer) < sintg + sing + 49% (saz — aaa)" 


D’od enfin on peut conclure que la plus grande des limites, pour ¢ = 0, 
de ¢V? (5) est au plus égale 4 40,. Ceci établi, quel que soit 6 dans 


(t, «), om a: 
(t) o(t) a(t). 
Vy (sat ) ls | (sas *) > V, (Sars) 
si l’on multiplie les deux termes par ¢, quel que soit B le second terme 
du second membre donne un produit qui tend vers zéro, le premier donne 
comme plus grande limite 46, et puisque @, tend vers zéro avec 8, on a: 
lim V; (oo) =0Q. 


2 
eat sin*¢t 





Les conditions de I’énoncé 6 sont remplies, par suite notre théoréme est 
démontré. 

Je vais maintenant étudier l’ensemble des points en lequels la con- 
dition supposée est remplie. 

Pour ¢=0 |(é)| sera évidemment la dérivée de son intégrale indéfinie 
si la méme condition est remplie pour les deux fonctions de ¢ 

If@+)—f@)|, \fe—) —f)|; 

c’est-a-dire si la fonction |f(y)— | est la dérivée de son intégrale in- 
définie pour y=, quand la constante x égale f(z). Or il est facile de 
voir que, quelle que soit x, |f(y)—%| est la dérivée de son intégrale in- 
définie pour y=<, si cela est vrai pour x rationnelle. Soit en effet x, 
une valeur irrationnelle de x, x, une valeur rationnelle, on a: 


ify) — %| —|fY)— *l| Sl%,— % I: 


done 








Si 
te 
pr 


et 
es' 
in 


les 
do 
se 
ce 
dé 
su 





































Sur la Convergence des Séries de Fourier. 








ta fire) alay— 54, firm lay] <a, 


Si lon prend y dans un intervalle (c—h, 2+h) assez petit, le second 
terme du premier membre ne différe de |f(«)—x,| que d’une quantité «, 
prise arbitrairement positive, au plus. Donc, dans cet intervalle, on a: 


tg fin — lay —|f@)—a,I|<x,—al-+e, 


zx 


te » 
| 4 = | 
wig f If) — xl ay —|f@) — || <2] x, — a) +85 
et puisque « et |x,—-x,| peuvent étre pris aussi petits que l’on veut, il 
est démontré qu’au point x la fonction | f(y)—x,| est la dérivée de son 
intégrale indéfinie. 
0 Mais les nombres x, ne forment qu’un ensemble dénombrable, & chaque 
? 


nombre x, correspond au plus un ensemble E(x,) de mesure nulle pour 
ns les points duquel |f(y)—,| n’est pas la dérivée de son intégrale indéfinie, 
done l’ensemble E somme des E(x,) est au plus de mesure nulle et c’est 
seulement pour les points de cet ensemble qu'il est possible que, pour 
certaines valeurs de x, |/(y)— | ne soit pas la dérivée de son intégrale in- 


ne définie. C’est done seulement aux points de E que la condition supposée 
ne sur |g(t)| peut n’étre pas remplie. Done: 
a: La série de Fourier relative a une fonction sommable quelconque est 


sommable par le procédé de la moyenne arithmétique et fait connaitre la 
fonction considérée sauf peut-étre aux points d’un ensemble de mesure nulle. 


ast Je viens d’étudier quelques fonctions f(z) non bornées, mais je rappelle 
que |f(x)| a une intégrale; M. Fejér a étendu son théoreme a quelques 
n- fonctions non bornées et son raisonnement ne suppose pas que |f(x)| a 
une intégrale. I] serait facile de donner un énoncé comprenant celui de 
ie M. Fejér et le mien, je ne m’y arréterai pas; il serait cependant intéressant 


de savoir si le théoréme de M. Fejér pourrait étre étendu a toutes les 
séries que j’ai appelées séries de Fourier généralisées dans mon mémoire 
des Annales de l’Ecole Normale et auxquelles les procédés utilisés pour 
a l'étude de la convergence (ordinaire) des séries de Fourier ordinaires ne 
semblent pas s’appliquer facilement. / 
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VI. 


Je crois que les résultats de M. Fejér pourront étre utilement employés 
& Vétude des séries de Fourier les plus générales*); les propriétés des 
sommes 6, de M. Fejér qui me paraissent les plus utiles pour une telle 
étude sont les suivantes: 

1° 6, est de la forme (notations données au début) 


6,(“) = + Mo 49(n) + > (a dp(n) cos px + b,u,(m) sin px), 
p=1 


A,(m) et w,(”) tendant vers zéro avec : , quel que soit m, et tendant vers 1, 


quel que soit p, quand x augmente indéfiniment. 

2° o,(x) tend vers f(x) sauf, tout au plus, pour les points d’un en- 
semble de mesure nulle. 

6,(%) tend en particulier vers f(x) pour les points de continuité 
de f(x) et cela uniformément dans tout intervalle ot f(x) est continue. 

6,(x) est bornée, quels que soient m et x, si x est dans un inter- 
valle ot f(a) est bornée. 

Il est facile d’indiquer d’autres procédés de sommation des séries de 
Fourier présentant les avantages ci-dessus énoncés du procédé de M. Fejér 
et qui ne nécessitent que des raisonnements plus simples que les précédents. 

Je montre tout d’abord que le raisonnement simple de M. Fejér 
fournissait un résultat & peu prés équivalent a celui démontré a la fin 
du paragraphe précédent. On a vu que si (¢) était pour ¢ = 0 la dérivée 
de son intégrale indéfinie ®(¢) on avait: 


a 


d,=6,—f(x)= st (3) sin? n= +- 2 foi om et nt a4 


nx sin’ ¢ 


2 ta 
fi O00 mE a 


. 1 ° 5 , 
Le premier terme tend vers zéro avec =,» le second aussi d’aprés le ré- 


sultat de M. Fejér; quant au troisiéme il est, je l’ai dit, analogue a J’in- 
OO. 


tégrale J, relative @ la fonction continue —~- Donc, d’aprés le résultat 


*) A ce sujet je dois renvoyer & un travail de M. Hurwitz (Uber die Fourier- 
schen Konstanten integrierbarer Funktionen, Math. Annalen, Bd. 57) oa l’on trouvera 
quelques considérations fort analogues 4 certaines des remarques du paragraphe 
précédent. 
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de M. Fejér, la moyenne arithmétique de la somme de ses » premieres 

valeurs tend vers zéro avec +. En d’autres termes si l'on pose 

8 

. y= Sta t- x a 
x, tend vers f(x) en tous les points pour lesquels Vintégrale indéfinie 
de p(t) a une dérivée nulle pour t=O, c'est-a-dire en particulier en tous 
les points ot f(a) est la dérivée de son intégrale indéfinie. Ainsi 2, satis- 
fait 4 la seconde des conditions que vérifiait ¢,, il est d’ailleurs évident 
que 2, satisfait aux trois autres conditions énoncées; au reste, il était 
certain sans nouveaux raisonnements que si l’on peut employer une fois 

? le procédé de la moyenne arithméthique on peut l’employer deux fois. 

Voici maintenant un mode de sommation tout a fait immédiat; on 

- a vu qu'il suffisait d’avoir une expression analytique de l’intégrale indéfinie 
F(a) de f(x) pour en déduire une expression analytique de f(x); il est 

é évident que si l’on remplace 6, par l'une on l'autre des deux fonctions 


(Fath) —F()), 4 (F@+h,) + F@—h,)], 





‘ P 1 ‘ a 
ot h, tend vers zéro avec — on aura des expressions qui satisferont aux 





, 3 derniéres conditions énoncées et que vérifie 6,. 
4 Mais on a vu qu’on pouvait prendre pour F(x) 
. 
: 4 1 
Y F(«x)=C+a, ; +2 (a, sin px — b, cos px); 
‘ done on peut prendre a la place de 6,(#) la fonction o’(t, x), ou l’on fera 
e . 
si Pon veut ¢=—-, 
de hy —~F(r#—t\= sin pe ; 
o'(t,z)= 5 [F@et+t)—Fe—-)l= 7+ >( Fn ) (@, cos px +b, sin pz). 
Un des inconvénients de cette fonction est d’étre définie par une série 
au lieu d’étre donnée par une suite finie; mais cette série étant unifor- 
mément convergente, pour ¢ constant, on peut la limiter. Le calcul sera 
plus simple si l’on intégre encore une fois. 
La série qui donne F(x) étant uniformément convergente, on peut 
‘ l'intégrer terme 4 terme et l’on a ainsi pour la fonction F,(#) qui résulte 
| de f(x) intégrée deux fois 
z 4 1, ° 
. F, (x) = ky + kya + My —2 5 (a, cos px + b, sin pz). 
Alors on aura, comme on sait, une forme simple en posant | 
a” (t ~~ het Re 2t) — 2F, («) 


— 3+ SCE) ope + sn 
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o”(t, 2) tend vers f(x), quand ¢ tend vers 0, en tout point od f(x) est 
la dérivée de son intégrale indéfinie. 

On reconnait la le procédé de sommation auquel Riemann a consacré 
son célébre mémoire ov il est démontré que ce procédé de sommation 
est plus général que le procédé ordinaire. Or il est facile, pour tous les 
cas, de remplacer la série infinie qui définit o” par une suite finie, en 
s'appuyant seulement sur la convergence vers zéro des a, et 6,. Si l’on 
néglige tous les termes qui suivent le p*™* dans o”, et si m est la limite 
supérieure des modules des a,,, et b,,,, erreur commise est évidemment 


au plus égale a: 
an 
— fp ‘at _ 2m 
f i(pt+q) ~ # Jf pe 
qui P 


Il suffira done d’associer p et ¢ de maniére que pi* ne descende pas au- 
dessous d’une certaine limite. On pourra prendre, par exemple, 


i — nsin ~~ ‘ 

6(2) = 3 + >. - o- (a, cos px + b, sin px). 
p=1 

Rien n’empécherait d’intégrer plus de deux fois la série de Fourier 

de f(x), on aurait des résultats analogues et des procédés de sommation 


auxquels s’appliquent le théoreme du § 2 du mémoire de M. Fejér.*) 


*) Je n’étudie pas ici un procédé de sommation, plus ancien encore que celui 
de Riemann, le procédé bien connu de Poisson, qui a été étudié par M. Schwarz, 
duquel M. Picard a déduit une démonstration du théoreme de Weierstra8 sur la 
représentation approchée des fonctions continues et au sujet duquel Poisson s’ex- 
prime ainsi dans le tome 18 du Journal de l’Eccle Polytechnique (pages 421—422). 

«En général, une série de quantités périodiques prolongée a Jl'infinie, ..., ne 
peut avoir un sens clair et précis, qu’autant qu’on la regarde comme la limite d’une 
série convergente. Nous multiplierons donc le terme général de cette série par l’ex- 
ponentielle e~*‘.», nous changerons ainsi la formule en une autre «dans laquelle 
on devra faire k infiniment petite ou nulle, aprés avoir effectué Jes calculs. L’intro- 
duction de cette exponentielle, en rendant la série convergente, fait disparaitre les 
difficultés que la formule de Lagrange présentait; .. .». 
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Zur Theorie der nirgends dichten Punktmengen in der Ebene. 


Von 


W. H. Youne in Cambridge, England. 


$1, 
Einleitung. 


Die Gestalten der ebenen Mengen sind noch nicht viel untersucht 
worden. Einige interessante ebene Mengen sind in der Literatur ange- 
geben, aber diese geniigen nicht, um die charakteristischen Eigenschaften 
dieser Mengen hervorzuheben. 

Es ist von Herrn Schoenflies in seinem Bericht iiber die Mengen- 
lehre*) eine Eigenschaft der ebenen Mengen in folgenden Worten an- 
gegeben: ,,Endlich flieBt auch der von R. Baire aufgestellte Satz**) leicht 
aus unseren allgemeinen Entwicklungen. Er lautet, daB die Projektion 
einer ebenen, nirgends dichten, abgeschlossenen Menge 7,, die keine Strecke 
und kein Kurvenstiick enthalt, auf einer Geraden wieder nirgends dicht 
und abgeschlossen ist. Der von Herrn Schoenflies in zehn Zeilen an- 
gegebene UmriB eines Beweises ist zu unvollkommen, um klar zu machen, 
inwiefern sein Beweisverfahren richtig ist. Der Satz erweist sich aber 
durch ein geeignetes Beispiel als falsch. Es ist auBerdem ein Irrtum, 
daB der Satz in dieser Allgemeinheit von Baire ausgesprochen wurde- 
Baire interessiert sich fiir eine spezielle Art solcher Mengen, fiir die 
Menge K nimlich, welche aus allen Punkten besteht, in denen die 
Schwankung von f(a, y) gréBer als k oder gleich & ist, unter der Voraus- 
setzung, daB f(z, y) eine Funktion ist, welche in bezug auf x ebensowohl 
wie auf y stetig ist. Baire zeigte, daB unter diesen Umstinden die Menge 
K keine Strecke und kein Kurvenstiick enthilt, woraus folgt, daB eine 
Funktion, welche in bezug auf x und y stetig ist, auf keiner Strecke und 
auf keinem Kurvenstiick total unstetig sein kann: dadurch wird aber nicht 


*) 8. 87. 
**) Ann. di Mat. (3) 3, S. 94. 


| 
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behauptet, daB dieser Satz umkehrbar ist. In der Tat ist die Bedingung, 
daB eine Funktion in bezug auf x und auf y stetig sei, enger als die 
Annahme, da8 die Funktion auf keiner Strecke und auf keinem Kurven- 
stiick total unstetig sei. Wenn diese Behauptung nicht selbstverstindlich 
ist, so wird sie durch das unten angefiihrte Beispiel bewiesen. Dieses 
Beispiel, das an sich von mengentheoretischem Interesse ist, laBt keinen 
Zweifel dariiber, daB die allgemeinste ebene, nirgends dichte und abge- 
schlossene Menge, die keine Strecke und kein Kurvenstiick enthilt, nicht 
die Eigenschaft besitzt, sich auf eine Gerade als nirgends dichte Menge 
zu projizieren. 

Die Menge, welche in dem folgenden Paragraphen behandelt wird, 
ist perfekt und nirgends dicht in der Ebene; sie ist keine Jordansche 
oder sonstige Kurve, und enthilt keine Strecke und kein Kurvenstiick. 
Eine Jordansche Kurve lit sich allerdings durch simtliche Punkte der 
Menge ziehen, auf dieser aber liegen sie nirgends dicht. Dieser Eigen- 
schaften ungeachtet projiziert sich die Menge auf simtliche Punkte einer 
Strecke, nicht nur der z-Achse, sondern auch der y-Achse. 


§ 2. 
Das Muster. 

Man nehme ein Quadrat und markiere die Endpunkte einer gewahlten 
Diagonale mit schwarzen Punkten: alle schwarzen Punkte sollen dem 
Muster angehéren, man nenne sie die ,,primiren Punkte“.*) 

Man teile dann die Diagonale in drei gleiche Teile und konstruiere 
mit diesen als Diagonalen drei kleine Quadrate (vergl. Figur 1); die vier 
Eckpunkte des mittleren Quadrats werden punktiert. Dieses Verfahren 
wiederhole man in jedem der kleinen Quadrate, indem man in den beiden 
aiuBeren Quadraten die gewihlte Diagonale wieder wahlt, in dem mittleren 
Quadrat aber wihle man die andere Diagonale, welche zu dem erst- 
gewahlten senkrecht steht. 

Diese Konstruktion setze man unbegrenzt fort, sie geniigt, um alle 


primaren Punkte zu konstruieren. Die Figur zeigt das Stadium der Kon- 


1 “ . 
37 der Linge der Seiten 


des ersten Quadrats haben; die Punkte, welche in den spiiteren Stadien 
hinzukommen, liegen simtlich innerhalb der gezeichneten kleinen Quadrate. 
In jedem dieser kleinen Quadrate wiederholt sich das ganze Muster, das- 


struktion, wo die kleinen Quadrate Seiten von 


*) Nach Brodén, Beitrige zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen 
Verinderlichen. J. f. d. reine u. angewandte Math. Bd. 118 (1896). 
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selbe ist entweder ebenso orientiert wie im groBen Quadrat, oder aber 
ist um einen rechten Winkel gedreht. 

Die ,,sekundiiren Punkte“ sind die Grenzpunkte der primaren Punkte, 
welche nicht selbst primaire Punkte sind Das ganze Muster besteht aus den 
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primaren und sekundiren Punkten. Ein sekundirer Punkt P ist also in 
jedem Stadium der Konstruktion ein innerer Punkt eines kleinen Quadrats. 

Sei 7 irgend eine Gerade, welche einer Seite des groBen Quadrats 
parallel ist, so ist entweder / eine Séite eines kleinen Quadrats, das Punkte 
des Musters enthalt, oder sie trifft ein und nur ein solches Quadrat. Im 
ersten Falle enthalt sie nach der Konstruktion zwei primaire Punkte, und 
keinen sekundiren Punkt, da das Muster sich im Kleinen wiederholt und 
bei den Seiten der drei ersten kleinen Quadrate dies der Fall ist. Im 
zweiten Fall trifft die Gerade beim ersten Stadium, und deshalb bei jedem 
Stadium, ein und nur ein kleines Quadrat, da die Verhiltnisse sich wieder- 
holen; diese Quadrate liegen ineinander eingeschachtelt, deshalb enthilt / 
einen und nur einen sekundiiren Punkt und keinen primiaren Punkt. 
Daraus folgt, dap die Projektion des Musters auf eine Seite des ersten 
Quadrats diese Seite selbst ist; diese Projektion ist eineindeutig, ausgenom- 
men eine abzahlbare Menge iiberall dichter Punkte, deren jeder einem Paar 
primdrer Punkte entspricht. 
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Jeder primaire Punkt ist nach der Konstruktion ein Grenzpunkt 
primirer Punkte, da er bei jedem Stadium ein Eckpunkt eines Quadrats 
ist, das primaire Punkte enthalt. Das Muster, das nach der Definition 
abgeschlossen ist, ist also in sich dicht, und deshalb perfekt. 

In jedem Bereich, der Punkte des Musters enthilt, gibt es einen 
primaren Punkt Q, und also einen Kreis mit Q als Mittelpunkt; wenn r 
der Radius dieses Kreises ist, so liegt jedes Quadrat durch Q, dessen Seite 
kleiner als 4r ist, innerhalb des Kreises. Nun gibt es jedenfalls ein solches 
Quadrat, in dem das Muster sich wiederholt, und da dieses Quadrat Teile 
enthalt, in denen keine Punkte des Musters liegen, so gibt es im Bereich 
immer solche punktfreie Teile; das Muster ist also nirgends dicht. 

Da das Muster sich in den kleinen Teilen wiederholt, ist die Pro- 
jektion des Musters in jedem kleinen Quadrat dieselbe Strecke wie die 
Projektion dieses Quadrates selbst. Daraus folgt, da® jeder sekundire 
Punkt P die Eigenschaft hat, daB entsprechend irgend einer gegebenen 
kleinen GréBe e ein Quadrat mit P als innerem Punkt sich konstruieren 
laBt, dessen Projektion dieselbe Strecke ist, wie die Projektion des in ihm 
enthaltenen Musters; ein primarer Punkt @Q ist die Ecke eines solchen 
Quadrats. 

DaB das Muster keine zusammenhiingende Kurve ist, sieht man sofort, 
denn jede Gerade, welche auf der gewahlten Diagonale senkrecht steht 
und dieselbe in einem Verhiiltnis teilt, das gréBer als 1:2 und weniger 
als 4:5 ist, enthalt keinen Punkt des Musters, obwohl Punkte desselben 
auf beiden Seiten der Geraden liegen. 

Da nun das Muster sich im Kleinen dbnlich ist, folgt in gleicher 
Weise, da8, wenn A und B irgend welche Punkte des Musters sind, 
zwischen den beiden ein Streifen sich ziehen lat, in welchem jede Ge- 
rade keinen Punkt des Musters enthalt. Mit anderen Worten: die Punkte 
des Musters, die auf jeder beliebigen Kurve liegen, sind auf derselben 
nirgends dicht. 

Da8 aber durch siimtliche Punkte des Musters eine Jordansche Kurve 
sich ziehen la8t, sieht man am einfachsten durch folgende Uberlegung. 
Man nehme zwei sich treffende Seiten des groBen Quadrats als z- und y-Achse 
und verbinde die beiden pri- 
miiren Punkte auf jeder Ordi- 
nate durch eine Gerade; das 
so entstehende Gebilde ist eine Jordansche Kurve, wie jetzt bewiesen 
werden soll. Man teile die Strecke (0,1) der z-Achse in fiinf gleiche Teile, 
und nehme die beiden dem mittleren Abschnitt angrenzenden Teile als 
»schwarze Intervalle“ einer nirgends dichten. perfekten Menge G: indem 
man Dezimalbriiche gebraucht, sind die Endpunkte dieser Intervalle die 
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Punkte 0,2 und 0,4, resp. 0,6 und 0,8. In jedem der drei weiB gebliebenen 
Intervalle wiederholt man dieses Verfahren, usw. Endlich hat man eine 
Menge schwarzer Intervalle, welche in der Strecke (0,1) iiberall dicht sind, 
ohne in irgend einem Punkt aneinander zu grenzen. Die Punkte, welche 
keine inneren Punkte der schwarzen Intervalle sind, bilden die genannte 
perfekte , nirgends dichte Menge. 

Um die Punkte des Musters zu charakterisieren, gebrauchen wir die 
triadische Schreibweise. Man nehme erst die zwei Paare primirer Punkte, 
welche auf der gemeinsamen Ordinate am weitesten voneinander entfernt 
sind, namlich die Punkte (0,1; 0,1) und (0,1; 0,2), bez. (0,2;0,1) und 
(0,2; 0,2), und lasse sie den Endpunkten der beiden gréBten schwarzen 
Intervalle entsprechen, nimlich den Punkten 0,2 und 0,4, bez. 0,6 und 0,8. 

Das vertikale Stiick (,,Liicke“) zwischen den beiden primaren Punkten 
entspreche nun dem schwarzen Intervall zwischen den entsprechenden 
Punkten der perfekten Menge G, und zwar projektivisch, indem die 
Punkte der ,,Liicke“, von unten nach oben gerechnet, den Punkten des 
Intervalles, von links nach rechts in Ordnung, entsprechen. 

Die ersten drei kleinen Quadrate liegen nun in bezug auf diese beiden 
»Liicken“, wie die drei weiBen Intervalle in bezug auf die beiden schwarzen 
Intervalle, und werden als einander entsprechend angesehen. Die gréBten 
»Liicken* in jedem kleinen 
Quadrat werden projektivisch 
auf die gréBten schwarzen 
Intervalle in dem entsprechen- 
den weifen Intervalle bezogen, (0,1; 0,2) (0,2; 0,2) 
indem die ,,Liicke“, welche 
mehr nach links liegt, dem 
nach links liegenden schwarzen | 
Intervall entspricht, und in 
den beiden aiuBeren Quadraten 
die Ordnung der Punkte von 
unten nach oben, in dem mitt- (0,1; 0,1) (0,2; 0,1) 
leren Quadrat von oben nach 
unten der Ordnung in den | 
schwarzen Intervallen von 
links nach rechts entspricht 
(vergl. Figur 3). Auf diese 
Weise folgen sich die Punkte der ersten acht ,,Liicken“ in Ordnung wie 
die entsprechenden Punkte der schwarzen Intervalle. 

Dieses Verfahren setze man unbegrenzt fort, bis alle ,,Liicken“ mit 
allen schwarzen Intervallen in Beziehung gesetzt sind. Es bleiben nur 
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Fig. 3. 
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die sekundiiren Punkte: jeder derselben bestimmt in eindeutiger Weise 
eine Reihe kleiner Quadrate, jedes in das vorangehende eingeschachtelt; 
diesen entsprechen weiBe Intervalle, auch jedes in das vorangehende ein- 
geschachtelt, und die Lange der Intervalle nimmt unbegrenzt mit der 
GréBe der entsprechenden Quadrate ab. Die weiBen Intervalle bestimmen 
also einen Punkt, welcher auBerer Punkt der schwarzen Intervalle ist und 
als solcher der Menge G angehért. Jedem solchen sekundiren Punkt L 
lassen wir nun den so bestimmten Punkt L’ entsprechen, dann ist die 
Korrespondenz zwischen dem Muster mitsamt den ,,Liicken“ und der 
Strecke (0,1) fertig. Die Korrespondenz ist nicht nur eineindeutig, sondern 
auch stetig, wie leicht zu sehen ist, denn die Punkte in jedem kleinen 
Quadrat entsprechen den Punkten eines entsprechend kleinen weifen 
Intervalles. 

Auf diese Weise wird das Muster mitsamt den ,,Liicken“ eineindeutig 
und stetig auf die gerade Linie bezogen, d. h.: das Muster mitsamt den 
»Laicken ist eine Jordansche Kurve. 

In dieser Korrespondenz entspricht das Muster der Menge G; es ist 
also das Muster eine auf einer Jordanschen Kurve nirgends dicht liegende 
perfekte Menge. . 


Géttingen, den 21. Januar 1905. 
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Bemerkung zu dem vorstehenden Aufsatz des Herrn Young. 


Von 


A. Scnoenruies in Kénigsberg i. Pr. 


Herr W. H. Young hat im vorstehenden auf ein Versehen hinge- 
wiesen, das in’ meinem Bericht iiber Mengenlehre enthalten ist und einen 
Satz des Herrn R. Baire betrifft.*) Hierzu darf ich bemerken, daB mich 
bereits vor lingerer Zeit Herr Baire selbst darauf aufmerksam gemacht 
hatte, indem er mir ebenfalls ein Beispiel angab, das meine Darstellung 
widerlegt, und das demjenigen des Herrn Young ganz ihnlich ist. 

Es war urspriinglich meine Absicht, diese und etwaige andere Be- 
richtigungen dem zweiten Teil meines Berichts hinzuzufiigen, der, wie ich 
hoffe, baldigst erscheinen wird. Nachdem aber Herr Young im vor- 
stehenden sein Beispiel mitgeteilt hat, erlaube ich mir, auch dasjenige 
Beispiel hierherzusetzen, das mir vor zwei Jahren von Herrn Baire mit- 
geteilt wurde. Es unterscheidet sich von dem vorstehenden einerseits 
darin, daB es mit der fortgesetzten Vierteilung eines Quadrates operiert, 
statt mit der Teilung in je neun Quadrate, und scheint mir andererseits 
noch einfacher definierbar zu sein. Die beziigliche Punktmenge Q wird 
nimlich folgendermaBen bestimmt. Nachdem man das Quadrat q in vier 
gleiche Quadrate geteilt hat, wihlt man von ihnen zwei aus, die von der- 
selben Diagonale durchzogen werden, und setzt fest, daB ihr Inneres keine 
Punkte von @Q enthalten soll. Die beiden andern Quadrate seien g, und q. 
Jedes von’ihnen wird ebenso behandelt wie q selbst. Es wird in vier 
gleiche Quadrate geteilt, und zwei von ihnen bleiben wieder von Punkten 
von @Q frei, und zwar so, daB die Diagonale, die diese Teilquadrate durch- 
zieht, zu der vorher benutzten Diagonale senkrecht verliuft. Die iibrigen 
beiden Quadrate seien 4,,, Gi: und G1, Yeo (Fig. 1). Diese Quadrate be- 
handele man analog und fahre so unbegrenzt fort. Betrachtet man nun 
alle Punkte, die innere Punkte simmtlicher Quadrate 


> Vir Vizo View ** 


*) a. a. O. S. 86 u. 87. 
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sind, so bestimmen sie nebst ihren saimtlichen Grenzpunkten die Punkt- 
menge Q. Es ist unmittelbar klar, daB @Q eine Menge der verlangten 
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Fig. 1. 


Art ist. Sie ist nirgends dicht und abgeschlossen, und auf jeder Quadrat- 
seite besteht ihre Projektion aus allen Punkten dieser Seite. 

Da Herr Young meint, es sei nicht ersichtlich, an welcher Stelle 
meines Berichts der TrugschluB steckt, so méchte ich hier darauf hin- 
weisen. Wie a. a. 0. bewiesen ist, bestimmt jede nirgends dichte ab- 
geschlossene ebene Menge @ eine abziihlbare Menge von Rechtecken in 
der Weise, daB jeder Punkt der Menge auf dem Umfang eines dieser 
Rechtecke liegt oder Grenzpunkt solcher Punkte ist. In dem vorliegen- 
den Fall enthalt jeder Rechteckumfang insbesondere eine nirgends dichte 
lineare Teilmenge von Q. Projiziert man diese Teilmenge auf eine Gerade g 
beliebiger Richtung, so wird jedes punktfreie Intervall, das dem Umfang 
eines Rechtecks angehért, auf g ebenfalls ein punktfreies Intervall erzeugen. 
Diese Intervalle werden aber im allgemeinen nicht mehr die Higenschaft 
haben, daB je zwei auBerhalb voneinander liegen, und deshalb kann nicht 
mehr behauptet werden, daB sie auf g eine nirgends dichte Menge be- 
stimmen. Das gleiche gilt fiir eine Quadratseite selbst, nur daB hier 
einzelne Intervalle sich in einen Punkt projizieren. 
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G. Faner. Potenzreihen mehrerer Veranderlicher. 


Uber die zusammengehérigen Konvergenzradien von Potenzreihen 
mehrerer Verianderlicher. 


Von 


GrorGc Faser in Karlsruhe. 


n positive Zahlen 7,,7,,---,7, nennt man bekanntlich zwsammen- 


gehorige (oder assoziierte) Konvergenzradien einer Potenzreihe 


(1) B (a, yj &_s***, L,) = > Tarts Ay, 99, +++, %y ap ay vee Uy", 
0 

wenn $(a,,%,-° +, x,) fiir 

(2) l4/<n, |e] <1, ++; [Xl <r, 

absolut konvergiert, wihrend absolute Divergenz stattfindet, sobald 

(3) [2 | >, |X| >, ++, |", (>, 


angenommen wird. 

Denkt man sich im Falle » = 2 in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
systeme die Punkte x =7,, y= 7), deren Koordinaten zusammengehirige 
Konvergenzradien sind, markiert, so erfiillen sie eine Kurve 


(4) (a, y) = 9. 

Die Stetigkeit derselben bewiesen zuerst die Herren A. Meyer und 
EK. Phragmén, neuerdings Herr F. Hartogs*), der daraus weitere in- 
teressante Folgerungen zog. Von einer anderen Begriindung dieses Stetig- 
keitssatzes ausgehend, beweise ich im folgenden auBerdem, daB die er- 
wihnte Kurve in jedem Punkte einen vorwirts und einen riickwirts 
genommenen Differentialquotienten besitzt, die voneinander verschieden 


*) Meyer, Stockholm. Ved. Ak. Férh. Ofv. 40 (1883), Nr. 9, p. 15. — Phragmén, 
ebenda Nr. 10, p. 17.— Hartogs, Beitriige zur elementaren Theorie der Potenzreihen 
und der eindeutigen analytischen Funktionen zweier Veranderlichen. Miinchner Inaugu- 
raldissert. Lpz. 1904. p. 8-11. — Wéahrend der Korrektur der vorliegenden Arbeit 
machte mich Herr Blumenthal in liebenswiirdiger Weise darauf aufmerksam, da6 
ein Teil der darin enthaltenen Resultate (im wesentlichen auch der Hauptsatz von 
p. 292) schon von Herrn Fabry (C. R. 1902, Bd. 184, p. 1190—1192) auf andere Weise 
gefunden wurden; daselbst spricht Herr Fabry auch den p. 316ff. erwihnten, spiiter 
von Herrn Hartogs wiedergefundenen und bewiesenen Satz aus. 
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sein kénnen (dann hat die Kurve (2, y) = 0 in dem betrachteten Punkte 
eine Ecke, die iibrigens zugleich Hiufungsstelle unendlich vieler benach- 
barter Ecker sein kann). 

Aus der bloBen Kenntnis einer Tangente ¢ im Punkte 7,, 7, libt 
sich dann in der xy-Ebene ein zweidimensionales Gebiet definieren, auBer- 
halb dessen kein Punkt der Kurve (a, y) = 0 liegen kann; dieses Kon- 
tinuum wird begrenzt von den beiden Koordinatenachsen und derjenigen 
Kurve der Form 2% y% = const., welche im Punkte r,,7, die Tangente 
t hat. Die so gefundene Beschrinkung im Verlaufe der Kurven g(a, y) = 0 
laBt sich auch in der Weise ausdriicken, daB diese Kurven Lésungen 
einer Differentialungleichung zweiter Ordnung sind. Umgekehrt zeigt sich, 
daB zu jeder Kurve (a, y) = 0, welche der betrefienden Differentialunglei- 
chung geniigt, unendlich viele Potenzreihen $§(x,, 2.) gehédren, fiir welche 
w(x,y)=0 Kurve der assoziierten Konvergenzradien ist, d. h. geniigen 
die Werte « =r,, y=, der Gleichung ¥(a, y) = 0, so ist r,,7, ein Paar 
zusammengehériger Konvergenzradien von $(2,, 2.) und umgekehrt. 

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit fiihre ich die Be- 
weise der soeben erwahnten Siitze aus; dieselben lassen sich simtlich unter 
Beibehaltung des eingeschlagenen Beweisganges auf Funktionen beliebig 
vieler Vertinderlicher ausdehnen. Bei der vorliegenden Untersuchung kann 
der Fall » = 3 als Typus des allgemeinen gelten; einerseits niimlich bietet 
der Fall » = 3 gegeniiber demjenigen n = 2 einiges neu Hinzukommende, 
das einer besonderen Erlaiuterung bedarf (s. § 2); andererseits aber 
diirfte dann der Weg zu weiteren Verallgemeinerungen geniigend vor- 
gezeichnet sein. 

Die folgenden reihentheoretischen Entwicklungen liefern zugleich einen 
Beitrag zu der noch wenig geklarten Frage iiber den Verlauf der Singu- 
larititen einer Funktion mehrerer Verinderlicher; einige diesbeziigliche 
Folgerungen werden am Ende der Arbeit (s. § 3) gezogen. 


§ 1. 
Es sei 7,, 7, irgend ein Paar zusammengehériger Konvergenzradien der 
Potenzreihe 
vd 


(5) B(x, 1) = Shera, xy 23; 

0 
die Annahme, da® eine der Zahlen r, oder r, gleich Null sei, ist fiir das 
Folgende ohne Bedeutung und wird daher ausgeschlossen; die oberen 
Grenzen der Zahlen r, und rv, sollen mit R, und R, bezeichnet werden und 
nach Herrn Hartogs*) die Maximalradien (der x,- bzw. x,-Ebene) heiBen. 


*) a. a. O., p. 14. 
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Zwischen ry, und r, besteht bekanntlich*) die charakteristische Be- 
ziehung: 
uty 
6) lim V|a,,| "473 = 1. 
utrv=@ 

Fiir das Folgende kommt es vor allem darauf an, jene a,, auszu- 
sondern, die fiir das Zustandekommen dieses oberen Limes ausschlaggebend 
sind. Ist #, irgend eine Zah] zwischen Null und 1 (mit EinschluB dieser 
Grenzen) und wird ein fiir alle Mal 1 — #,= @, gesetzt, so sind, falls 
man die Reihe betrachtet, welche aus $(2,, x.) entsteht, wenn man alle a,, 
gleich Null setzt mit Ausnahme derjenigen, deren Indizes der Ungleichung 


%—ox<s = » = + und also auch der Ungleichung 


a —es <4 +0 


v 
os ieee 
geniigen, folgende zwei Fiille denkbar: 
I. Fall: Es bleibt, wie klein auch die positive Zahl 9 sei, fiir die 


utr 


tibriggebliebenen a,, die Beziehung lim VY |a,,|r"73 = 1 bestehen. In 


utrse 
diesem Falle nenne ich die Zahlen #,, 4, zu den Konvergenzradien 7, 7, 
oder auch zum Punkte x = r,, y = 7, gehérig und umgekehrt diesen Punkt 
von den Zahlen @,, #, abhdngig. 
Il. Fall: Wenn die «,, durch die obigen Ungleichungen (7) be- 
schrinkt sind, so ist fiir ein gewisses 9 = g, und um so mehr fir alle 
kleineren @: 


S 
atr 


lim Y | a, |r“rx <1, also auch 
(8) epee wvi'1"? 
<t = N, 


wo 4 >0 ist. Es heiBen dann die Zahlen @,, , nicht zum Punkte 1,, 7, 
gehorig und letzterer. von @,, # wnabhiingig. 

Zunichst ist klar, da’ zu jedem Punkte r,,7, — unter r,,7, immer 
zusammengehérige Konvergenzradien verstanden — mindestens ein Zahlen- 
paar #,, 4, gehért; denn wegen (6) laéBt sich aus den a,, eine unendliche 
Folge so auswihlen, da8 fiir die ausgewihlten a,,, . 

uty 
lim Y |a,,|%Xrz = 1 ist; 
u+Vv=@ 
bildet man nun fiir alle diese a,, die Zahlen 0, = —“-- und 0, = —*— 
ute a+ 
und ist #,,, eine Hiufungsstelle der 0,,0,, so ist %,,#, ein zum 
Punkte 7,,7, gehériges Zahlenpaar. 


*) Lemoine, Bull. des Se. Math. 20 (1896), p. 286—292. 
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Dies vorausgesetzt, betrachte ich die sog. W-Kurve: 
(9) rhy% = rpirg, 
soweit sie in dem Quadranten verliuft, in welchem x und y beide positiv 
sind; ist #, = 0 oder #,=0, so hat man es mit einer Parallelen zur 
z- baw. yAchse zu tun; im iibrigen sind die hier zu betrachtenden 
W-Kurven iiberall (nach oben) konkav und haben die Koordinatenachsen 
zu Asymptoten. Ein Punkt «= s,, y=s, heiBt oberhalb der W-Kurve 
xny% = C gelegen, wenn s9:s%: > C ist. Es besteht dann folgender 
Hauptsatz: Liegt der Punkt «=s,, y=s, oberhalb der Kurve 
wry% = roids und gehirt das Zahlenpaar #,,%, zum Punkte r,,7., so 
kann s,, 8. kein Paar zusammengehiriger Konvergenzradien sein. 
be} 
"s 


D ist nach V t §,\)* 
enn es ist nach Voraussetzung @) -( ; 
0) > 0 geniigend klein gewihlt wird, wegen der Stetigkeit der Exponen- 


* > 1, also auch, wenn 


tialfunktion 
3 Ate Ss) Ineo 
(10) (>) (=) > 1, also auch | fiir 0 < Q> 
>lty | 
demnach 
So =: ; rr =e 
ai) im Vleet VTe,.18 (5) -(G) 
> 1 + 7, 
da ja, wenn die u,v durch die Ungleichungen: 
% esc" <% +0 
(7) es | (@ <e) 
%—eS-7.<%+0| 
& +r - 
beschrankt werden, einerseits lim Y | a, , |rr}=1 bleibt, andererseits nach (10) 
ut+r=@a@ 
. nen e oe ad . uty : 
(=) - (*) >1+7/ ist; weil aber lim Y a, ,»|s#st > 1 ausfallt, 
" "s pt+ene f 2 


kénnen s,, S, keine zusammengehérigen Konvergenzradien sein, und die 
Potenzreihe (x,, x) divergiert absolut fiir |x, | = s,, | a! = Sq. 

Gehéren zum Punkte 7,, 7, mehrere Zahlenpaare #,, # also auch 
mehrere W-Kurven, so kann s,,s, kein Paar zusammengehériger Kon- 
vergenzradien sein, wenn der Punkt s,,s, oberhalb auch nur einer dieser 
Kurven liegt. Aus den, eventuell unendlich vielen, zam Punkte r,, r, ge- 
hérigen W-Kurven lassen sich dann zwei, die extremen W-Kurven, aus- 
wiihlen, die fiir die AusschlieBung dasselbe leisten wie die Gesamtheit. 
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Um dieselben aufzufinden und dann weitere Schliisse zu ziehen, be- 
achte man zuniichst den folgenden 

I. Hilfssatz: Gehdrt das Zahlenpaar #,,%, nicht zum Punkte r,, 1, 
so gibt es eine positive Zahl 6, derart, daB auch die siimtlichen Paare 
3,+ 6, 0, Fo nicht zu r,,7r, gehiren, solange 6 < 6, ist. 

Mit anderen Worten: Die Menge der zu einem Punkte r,, r, ge- 
hérigen Zahlenpaare #,, @, ist abgeschlossen, d. h. sie enthalt ihre Hiiu- 
fungsstellen. 

Haben » und g <Q, die gleiche Bedeutung wie in (7) und (8), so 


geniigt es 6) = * zu wihlen, denn dann ist nach (8): 
wey 
(12) tim Vay, | rtm <1, 
Mtv=@ 


wenn uw und v den Ungleichungen 


(+9) —-e' S55 5G49)+0' 


(13) 
: , v ’ 
(8, F 6) —@ Spr Se FO) +e 
fir o<® und 9’ <™ geniigen. 

Wenn also #, die obere und , die untere Grenze der zum Punkte 
r;, % gehdrigen Zahlen @,, und @ = 1— 6, #=1— ®, die ent- 
sprechend fiir die Zahlen #, gebildeten GréBen sind, so sind auch die 
Paare @,, ®, und 4,, #, zum Punkte 1, %_ gehdrig. 

Die durch r,, 7, gehenden extremen W-Kurven sind nun die fol- 
genden: si s 
(13) eee 4 

wr yP2 = 7% 7% , 
und zwar gibt die erste fiir «>~v7,, die zweite fiir «<r, das genaueste 
Resultat, wenn man durch den Hauptsatz méglichst viele Punkte s,, s, 
ausschlieBen will. 

Die tibrigen zum Punkte r,,7, gehérigen W-Kurven verlaufen simt- 
lich ganz zwischen diesen beiden. Es ergibt sich dies daraus, da sich, 
wie leicht ersichtlich, zwei W-Kurven héchstens in einem Punkte (des 
allein in Betracht kommenden Quadranten) schneiden kénnen und daB die 
W-Kurven um so rascher der X- (bzw. Y-)Achse asymptotisch zustreben, 
je gréBer (bzw. je kleiner) das Verhiiltnis 1 ist. 

—_ 3 

Ist insbesondere #, = 1, also #,=0, so artet die eine zum Punkt 

ry, % gehérige extreme W-Kurve in die Gerade =r, aus und nach 
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dem Hauptsatze gibt es dann kein Paar zusammengehdériger Konvergenz- 
radien r,',7,', wo 7,’ > r, ware; r, ist somit Mazimalradius; dagegen ist 
Pg; tee 
(14) lim V|a,,|r¢7y" = 1 
k+v=@ F 
fiir jedes zwischen 0 und r, gelegene 7,'; da niamlich 
Sad * 
lim V ja,, [rere = 1 
utv=@ ‘ 
und r,’ <r, vorausgesetzt ist, kann der Grenzwert (14) nicht gréfer als 1 
sein; es gentigt daher zu zeigen, dab er auch nicht kleiner als 1 ist; wenn 
nun (wegen 4, = 0) 
' 
(15) au + ~ < é 
vorausgesetzt wird, so ist fiir ein bestimmtes endliches +,’ 


1-e<(2)<1 
uty at ; 


und es bleibt also lim V{4,,(9¢7" = lim Y |a,, | rr} ey: in den 

‘ Mtr=@ M+v=o 2 
Grenzen 1 — « und 1; da wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion 
é mit ¢ beliebig klein wird, so ergibt sich die Richtigkeit der Behaup- 
tung (14). 

Das Bestehen der Beziehung (14) besagt, daf siimtliche Punkte 
11,72, Wo O<r,’<r,, mithin das zwischen den Geraden y=0 und 
y=r, gelegene Stiick der Geraden «=r, zur Kurve g(z,y)=0 m 
rechnen ist. 

In analoger Weise ist eventuell das zwischen den Geraden x = 0 
und «=r, gelegene Stiick der Geraden y=r, der Kurve g(x,y) =0 
zuzuzihlen, wenn namlich zum Punkte «= 7,, y=r, und also zu jedem 
Punkte z<r,, y=r, das Zahlenpaar 0, 1 gehért. 

Es ist auch denkbar, daB die ganze Kurve (2, y) = 0 lediglich aus 
der Geraden x = R, besteht; dies ist dann der Fall, wenn fiir jedes « > 0 


und fiir die durch die Bedingung ee << beschrinkten a,, sowie fiir 
irgend einen endlichen Wert von 7, die Beziehung gilt: 


 . ae 
lim Ya, | Ber; = 1, 
utv=@ 
wahrend B(2,,2,) nach AnschluB jener a,, fiir |2,|< R, und jeden end- 
lichen Wert von x, absolut konvergiert. Beispiel: 
1 Y 
BP (a, %_) = R, —2, + G(2,, a3), 


x, 
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wo G(x,,2,) eine ganze transzendente Funktion von 2,, 2, ist. (Dagegen 
ist nach dem Hauptsatze nicht méglich, daB die Kurve g(x,y) = 0, ohne in 
eine Parallele zur y-Achse auszuarten, ganz im Gebiete « > ¢ > 0 verlaufe, 
da die nicht ausartenden W-Kurven die Y-Achse zur Asymptote haben.) 

Ist 7, nicht Maximalradius und daher vom Paare (1,0) unabhingig, 
so gibt es nur einen zu 7, assoziierten Konvergenzradius r,. Waren nam- 
lich 7,,7,° und r,, 7, zusammengehérige Konvergenzradien, r,” >,’ und 
ry, 7% vom Paare #,(< 1), &,(> 0) abhiingig, so wiire, wenn wieder die 
| Ungleichungen (7) in Kraft treten, einerseits 
) utr 

(16) lim Y | , fi rer” =1, andererseits 

M+Vv=@ 


¥ 
M+ “tr wines 
’ 


i “ een eb feet ty Mt 

. a, . / Fa ’ 

lim V|a,,|r¢ry = lim V\a,,|rgry - (5) 
(17) M+r=@ utr=@ 2 

. re’ \I2-9 

° ' = 4 2 a T 

> lim V{a,,! rir,” (=) ; 


M+tVv=@ 


(2,)""* ist aber gréBer als 1, wenn oe << @, gewiahlt ist, so daB wegen (16) 
2 

iil 
lim Y |a,,/r¥r;" > 1 ausfillt, was mit der Annabme, daB 1,, 7,” zusam- 


u+v=@ 


mengehérige Konvergenzradien sind, unvertraglich ist. 

Im Intervalle 0<«< R, gestattet daher die Funktion g(a, y) = 0 
die eindeutige Auflisung y = w(x), durch welche der zweite Konvergenz- 
radius als Funktion des ersten dargestellt wird. w(x) nimmt, wie un- 
mittelbar ersichtlich, mit wachsendem 2 monoton ab; es existieren daher 
die Grenzwerte w(r, +0) und (7, —0); um die Ubereinstimmung der- 
selben mit u(r,) und damit die Stetigkeit von w(x) nachzuweisen, ist es 
zweckmabig, folgenden fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit von w(x) 
ebenfalls nétigen II. Hilfssatz einzufiigen, der dem ersten analog ge- 
: bildet: ist. 

If. Hilfssatz: Jst der Punkt r,, 7, unabhingig vom Zahlenpaare 
3,, 8,, so gilt das gleiche fiir stimtliche Punkte einer gewissen Umgebung des 

Punktes r,, 7. 
; Nach Voraussetzung besteht Ungleichung (8), sobald die u,v durch 
(7) beschriinkt sind. yp, und p, sollen nun in solcher Nahe von 7, und r, 
gedacht werden, dab erstens fiir p, sowohl als fiir p, der Wert Null aus- 


geschlossen ist, zweitens A und Bs so nahe an | liegen, als nétig ist zum 
Bestehen folgender Ungleichung fiir 0 < Op: 

. Ate In F 
(18) (+) . (:) wae hit "» 


r "s 


w 


ef 


wo @, und y die gleichen Zahlen sind wie in (7), (8). 
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Dieser Bedingung kann wegen der fiir alle in Betracht kommenden 
Exponenten gleichmaBigen Stetigkeit der Potenz in der Nahe des Wertes 1 
der Basis immer geniigt werden; dann ist aber, wenn wieder die u,v durch 


(7) beschrinkt sind: 


uty uty 


a Wik. kaos ee OTe » (B\"*”, (ptt 
im Vie, [eee — im V1e,,/9%5 (2) (3) 
(19) ae 
< lim Y|a,,|r¢rz (1 + 9) (nach (18)) 
M+P=@ 
<1—*7*. (nach (8)) 


Diese Ungleichung besagt im Verein mit (7), dab p,,p, von den 
Zahlen #,, #, unabhingig ist. 

Zusatz: Aus dem Beweise folgt sofort, daB unter den gemachten 
Voraussetzungen der Punkt p,, p, auch von keinem der Zahlenpaare 
+, +0, Fe, wo @<@, abhaingen kann (wie sich auch aus dem 
I. Hilfssatze ergibt). 

Ware nun 0<7,< R, und y(r, — 0) — v(7,) eine von Null ver- 
schiedene und darum, wegen der Monotonie von w(x), eine positive GréBe, 
so miiBte das zu r,,7, gehdrige extreme Zahlenpaar #, = 1, #, = 0 sein; 


anderenfalls lagen nimlich wegen der Stetigkeit der nicht ausartenden 
W-Kurven Punkte 7, — ¢, w(r, — «) fiir beliebig kleines « oberhalb simt- 
licher zum Punkte r,,7, gehérigen W-Kurven, was nach dem Hauptsatze 
unméglich ist. Durch das zugehérige Zahlenpaar 1,0 ist aber 7, als 
Maximalradius FR, charakterisiert. 

Ahnlich ergibt sich ~(r, + 0) = ¥(r,), wenn 0 <r, < R, ist. Ware 
nimlich p(r, + 0) << ¥(7,), so miiBten zu Punkten r + ¢, (7, + ¢) Zahlen 
#, gehéren, deren oberer Limes fiir «0 von 1 nicht verschieden sein 
kénnte, weil sonst der Punkt 7,,7, oberhalb von zu Punkten r, + ¢, 
v(r, + €) gehérigen W-Kurven zu liegen kiime. Aber aus der Annahme, 
daB jener obere Limes gleich 1 sei, wiirde auf Grund des II. Hilfssatzes 
folgen, daB zum Punkte r,,7, selber das Paar (1,0) gehérte, daB also r, 
Maximalradius wire. 

Genau so zeigt man, daB der erste Konvergenzradius eine stetige 
Funktion des zweiten ist, solange dieser < R, bleibt. 

Um nunmehr die Differenzierbarkeit der Funktion y = y(x) in dem 
eingangs bezeichneten Umfange nachzuweisen, bezeichne man den Wert 
irgend eines und jedes beliebigen der zum Punkte z, y gehérigen Zahlen- 
paare #,,, in seiner Abhingigkeit von diesem Punkte mit #,(x), (x) 
und die eindeutig definierten Maximal- und Minimalwerte der eventuell 
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9, (x), so ergibt sich, daB jede Hiufungsstelle von Werten #,(x + @), 
wenn é der Null zustrebt, einen Wert @,(x) liefert; die gegenteilige An- 
nahme wiirde namlich sofort einen Widerspruch mit dem Zusatze zu dem 
Il. Hilfssatze ergeben; es ist also insbesondere 
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8, (a) < lim (a + &) < (2) und auch 
(20) ay vad 

,(x) < lim @,(# + &) < 4 (2) 

— e=0 


Diese Beziehung geniigt fiir das unmittelbar Folgende; eine prazisere 
wird spater abgeleitet werden. 
" Ich zeige nun, daf die Kurve p(x,y) = 0 in jedem Punkte x,y von 
den beiden zugehirigen extremen W-Kurven beriihrt wird; d. h. es ist 





: (21) (44) -- 9 (@)-y (4%) -- S.6)°9 


dx) + @(x)-a? \da/- 8, (@) +a 


Demnach fallen diese Tangenten dann und nur dann zusammen, wenn 
zum Punkte (x, y) nur ein Zahlenpaar @,, #, gehért. 


: Mit (52) und (2), werden, wie iiblich, der obere und untere vor- 
n dere Differentialquotient bezeichnet; dann gilt jedenfalls, da ja nach dem 
/- Hauptsatze oberhalb jeder zu (2, y) gehdriger W-Kurve keine Punkte von 
e («, y) = 0 liegen diirfen: 

i dy) - (@\) -—-8@-y 

(22) (iz), < Gz), See’ 
e 
“ und es ist zu zeigen, daB fiir einen beliebigen Punkt « =r,, y =r, hier 
. iiberall das Gleichheitszeichen gilt, daB also die Annahme 


(7) =a | 
8 2=r, | 
. yarn i 
\ = | 
auf einen Widerspruch fihrt. Der Fall #,=1, 4 =0,7,=—R, kann | 
e von vornherein als erledigt gelten; denn dann ist den drei in (22) auf- | 
tretenden GréBen der Wert — oo beizulegen; es ist also im folgenden 
n tiberall # > 0, r,< R, zu denken. Dann wiirde aber die Annahme | 
t ae | 
, (44) < Gane | 
) dx + #, (1). r, 
1 yar 


besagen, daB es auf der Kurve g(x,y)=0 unendlich viele Punkte 
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(r, + & %,—€-a(e)) gibt, fiir welche die positive Zahl ¢ der Null zu- 
strebt, wahrend stets 
(23) a(e) > 2%) -" (> 9) 


("i °% 
bleibt. Dabei muB wegen der bewiesenen Stetigkeit der Kurve y = (x) 
an der Stelle r,, 7: 
(24) lim é - a(e) = 0 
e=0 


sein. Nun kann nach dem Hauptsatze der Punkt r,,7, nicht oberhalb 
einer Kurve 21% +9). yi +9) = (r, + e)%™ +9 (7, — & - a(e))® (+9 liegen; 
es ist also 


(nr, + a2 t9- (ry — €- a@))B2OF9 Sr Bat rHlnt+) oder 


(1 + pen, (1 7 a 3 my 


Vs 


(25) 


oder wenn man die beiden Faktoren nach der binomischen Reihe ent- 
wickelt: 


(26) SAGA) _ se TY + fet] + [6 -ae)'1 20. 
1 2 - 


Die mit [s*] und [(¢- a(e))*] bezeichneten Restglieder kénnen wegen 
der fiir alle in Betracht kommenden (beliebig kleinen) Werte von «¢ gleich- 
maBigen Konvergenz der binomischen Reihe auf das Vorzeichen der linken 
Seite von (26) nur dann einen Einflu8 haben, wenn 

lim 
«=0 
ist; anderenfalls besagt (26), daB fiir ¢ < «’: 


thi te) & ae, + © >0 
“ “% 


(* A + @) Con a(e) ® (", + *)) — 
ry . 7 


"s 


ist, wobei die linke Seite noch durch die positive Zahl « dividiert werden 
darf; es ist also in jedem Falle 


(27) im %%+2 _ OR +9 > 9 
2 


aot 


und wegen (20) um so mehr 
: aaa oe Ee a. ) 
(28) fim S108) _ “WEED > 0, 
e=0 1 : 
d. h. 
in 1 (ts) “Ms 
(29) lim a(e) < 540", 


was in Widerspruch steht mit (23). 








he 
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Damit ist bewiesen, da8 fiir jeden Punkt x,y der Kurve p(x, y) =0 


; dy\ _  &@-y 
(30) “v) %,(@)@ 


ist; genau so zeigt man, was tibrigens auch aus (30) direkt durch Ver- 
tauschen der Buchstaben x und y folgt, daB 


#7) --22” 
(31) da) 3.) 2 
ist. 


Um weitere Schliisse tiber die Funktionen #,() und @,(2) und da- 
mit iiber die Tangenten von g(a,y)=0 zu ziehen, beachte man den 
folgenden 

Ill. Hilfssatz: Sind 2’, y° und x”, y” irgend zwei Punkte von 
g(a, y) = 90 und ist x” > x’, also y’ < y,, ist ferner ,', 8,’ irgend ein zum 
Punkte x,y’ und #,", 8,” irgend ein zum Punkte x”, y”’ gehiriges Zahlenpaar, so ist 
(32) 6," >%,', also ,”< @,’. 

Nach dem Hauptsatze muB niamlich gleichzeitig 
(33) a" y" 98 < a8 of 
und 
(34) 2 yf <a" y! 9 
sein. Durch Division der linken Seite von (33) durch die rechte von (34) 
und der rechten Seite von (33) durch die linke von (34) ergibt sich: 
(35) apn! 92" 5" Ba" gl", yD Hy" 

Setzt man @,’— 0,” = €, somit o,’— #,” = — £, so wird aus (35): 

(36) (=) <q) 

Da nach Voraussetzung ~ > 1, dagegen > <1 ist, so ist (36) nur még- 
lich, wenn § negativ oder Null ist, d.h. wenn, wie behauptet, #,” > @,’ ist. 

Die Funktion %,(~) nimmt also von einem Minimalwerte > 0 bis zu 
cinem Maximalwerte <1 monoton zu. 

Nun lasse man 2” sich dem 2’ unbegrenzt nahern; dann erhilt man 
#,(c +0) > @,(#) und insbesondere @,(a +0) > (x); durch den Zusatz 
zu — II ist aber hier das Zeichen > ausgeschlossen, so daB sich 
ergibt: 

8,( +0) = 8,(x), O(a+0)= #,(v) und zugleich 
9,(7—0) = 9,(2), 8, (a — 0) = 4, (2). 
Auf die Differentialquotienten (3%) und (34) angewandt, besagen 
diese Sitze folgendes : . ‘ 


(37) 





ee ee 


= ENE FR bE we BED tO 
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An jeder Vieldeutigkeits- und mithin Unstetigkeitsstelle von #, (2) 
sind die beiden Differentialquotienten voneinander verschieden; dagegen 


ist stets . ; . 
(‘a — 0) ly (ae —~ 
(‘ a7 ). +] ( = “) ma (52) 


(¢ et) ie (252%) = (2) 


dz dx ~ \da) + 


(38) 





Der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten von #,(z) ist <1; daraus folgt, 
daB auch der Gesamtbetrag der Unstetigkeiten eines der beiden Differen- 
tialquotienten in jedem endlichen Intervalle (z’, x”) ein endlicher ist; da- 
gegen kann derselbe mit wachsendem x” jede endliche Grenze iiberschreiten, 
da dann das in den Nennern von (21) befindliche , (x) méglicherweise 
der Null zustrebt. 


Weil nach Hilfssatz IL: =o en 2 (52) mit wachsendem x ab- 











@(@) ~ y \da), 
nimmt, so hat man fiir jedes h > 0: 
, ath dw (x-+h) d d(x) 
(39) wath) (C dx 5 - wo , (Se), S°, 
oder auch 
ea, 1 (eth ay(a+h) a jdy(a+th) 
(39') h (Soom , - “= >. ay seat i ),) + 
1 x dw(x +h) x sda) 
+ tbo° f=), amas) <0 
und fiir lim h = 0 (mit Benutzung von (38): (o>") = (32),): 
+ 
= (Sse) " (4s) 
(40 y d wx dz dz 
me Ay Oe <0, 
est), — (8) ia 
endlich, wenn man fiir lim + papa Si nt vita kiirzer (5 ) 
A=0 x + 
schreibt: 
d®y 1 /dy\2 1 (dy 
(41) GM. Soee. sees: 


Dieser Differentialungleichung geniigen also sémtliche Kurven ussoziierter 
Konvergenzradien und zwar, wegen der monotonen Abnahme von y = y(z), 
mit nirgends positivem (2), ; doch ist es nicht nétig, die Bedingung 


dx 
(32), <0 eigens hinzuzunehmen; es wird sich niamlich spiter ergeben, 


daB diese Ungleichung, wenn sie als Anfangsbedingung fiir einen Punkt 
x,y’ erfiillt ist, fiir alle Punkte x”, y”, wo x” > 2’ ist, vermége (41) von 
selber besteht. 














~_ - 2 fe 
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Auf Grund dessen, daB (41) eine notwendige Bedingung fir die 
Kurven (2, y)=0 ist, erkennt man, daB unzihlig viele monoton ab- 
nehmende, stetige und differenzierbare, ja durchweg analytische Kurven 
unmdglich die gegenseitige —— zweier Konvergenzradien dar- 
stellen kénnen. 

Beispiel: Fir die Funktion gue —1, wo a und n beliebige po- 
sitive Zahlen bedeuten sollen, erhalt man: 

d*y dy 1d 

- ion y (7 Ay + x2 7 at 
- a 2a 


a 
Pl 2nrer” ; 
, = ale n® + an(n+ 1)a"| — aint” _ an i 
e n 


u att? 
OF. dlainas 


)- und hieraus, indem man nach einigen Vereinfachungen statt des fiir alle 































a 


” 
an- e 


cave 
+ CE+ An) aa [E+ 36S) +I 


>0, 


x > 0 positven Ausdrucks kurz k schreibt: 


wihrend diese rechte Seite fiir Kurven zusammengehiriger Konvergenz- 
radien nach (41) stets <0 ausfiillt. Ein noch einfacheres Beispiel ist 
: 2 
=~+5° 
Im Grunde ist die Differentialungleichung (41) nichts anderes als 
eine durch den Beweis der Stetigkeit und Differenzierbarkeit vervollstiin- 
digte Umschreibung des Hauptsatzes; ich zeige niimlich, daB irgend eine 
mit den als notwendig erkannten Stetigkeitseigenschaften ausgestattete 
Kurve O(a, y) = 0, welche Lésung von (41) ist, unterhalb jeder sie in 


7 irgend einem Punkte beriihrenden W-Kurve verliuft (oder mit dieser 

W-Kurve ganz oder stiickweise zusammenfiallt), ferner, daB diese Eigen- 

schaft der Kurven (2, ) = 0 auch hinreichend ist, um die O(z, y) = 0 
» als Kurven zusammengehériger Konvergenzradien zu kennzeichnen, so dab | 
), also auch durch die zundchst nur als notwendig bestehend erkannte Differential- 

ungleichung (41) die betreffenden Kurven vollkommen charakterisiert sind. | 
8 (Deshalb ist auch die genau wie (41) abzuleitende Differentialungleichung, 
n, in der nur die vorwarts genommenen Differentialquotienten durch die } 
n riickwirts genommenen zu ersetzen sind, eine Folge von (41).) 
“ Es sei also nun eine im Gebiete 0 < a < R, stetige, mit nach rechts 


stetigen vorwirts genommenen Differentialquotienten (3%), versehene und 
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der Differentialungleichung (41) geniigende Kurve ®(x, y) = 0 oder y = ¥(«) 
vorgelegt; es soll gezeigt werden, daf diese Kurve nirgends oberhalb einer 
W-Kurve verlaiuft, mit der sie einen Punkt (2, y) und den zugehérigen 
Differentialquotienten (5°), gemein hat. 


Zu diesem Zwecke ist vor allem aus der nach Voraussetzung fiir 
y= (a) bestehenden Differentialungleichung (41) oder aus der damit 
gleichwertigen Ungleichung (40), indem man die p. 300 gemachten Schliisse 
riickwirts verfolgt, die Ungleichung (39) abzuleiten fiir 


O<a<crth< Rh —-W<R, 


(iiberall ist dabei w~ durch Y ersetzt zu denken). Ist ¢ eine gegebene 
positive Zahl, so folgt aus (40) unmittelbar nur die folgende Ungleichung: 


‘ 1/ §+ ja¥ (§ +-«@) avers) 
(42) x (eaRe ( dé ), ~weCos ),) + 


43 (-5 eres 5 (Sa) <5 


« \W(é) dé we)\ dé 
oder 
, Eta (d¥E+e)) §& (d¥E)\ - 
(43) vata (ae), ~9@ Cap), S 


fiir jeden Wert § des Intervalls 0 < § < R,—h’ und fir solche Werte «, 
die kleiner bleiben als eine bestimmte Zahl «.- Es aft sich dann nach 
dem bekannten Verfahren, durch welches man auch aus der Stetigkeit 
einer Funktion in jedem Punkte eines Intervalls die gleichmiaBige Stetig- 
keit derselben in dem Intervalle erschlieBt, zeigen, dab die Werte «, fiir 
alle oben genannten & iiber einer endlichen Grenze « bleiben. Teilt man 
daher das Intervall von x bis «+h in » gleiche Teilintervalle: 


Ly, Ly Bay ** %y Bn “ (7,=a2+h), 


von der Art, daB die Ausdehnung ” , jedes dieser Intervalle <@ ist, so 


gelten die Ungleichungen: 





wa,  (G&),-ve: GS), 2a°% 
(44) via’ Cas). #4 ag). Sn 


dx, W(a,) 








Ty, d¥ (x,) io Tn-1 oa V/ h 
¥(x,) S dz, ), ¥(a,- D (“aa 1) S n } *, 


durch deren Addition man findet: 


(45) een (de), ¥@ Cae), S48 


(2) 


dx dx 


Vath 








d 
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und da diese Schliisse fiir jedes positive ¢ gelten: 


2 x-+-h a¥ (w-+-h) zx /(d¥(x) 
(46) warm Cas), We Cae) =. 


Damit ist bewiesen, daB ; (3%), monoton abnimmt, wenn y eine Lésung 
der Ditferentialungleichung (41) ist; ist also der Differentialquotient (32) 


a} + 
fiir «=< negativ, so bleibt er es auch fiir gréBere Werte von x, und 
die Funktion y= Y¥(a#) nimmt von dem bezeichneten Punkte an mo- 
noton ab. 

Nun definiere man die Funktionen @,(a) und @,(«) durch die folgen- 
den Gleichungen : 


_ x (dy @, (: ay om 
(47) a) 2 (52), =— sa? b) @(«)= 1— (x); 


im Punkte 2’, y’ wird dann die Kurve y = ¥(a#) von der W-Kurve 


ai) y Pala’) = HI) y’ Pale) 
beriibrt- Nach dem soeben Bewiesenen nimmt @,(a) monoton zu, @,(2) 
monoton ab; ist daher x”, y” ein von 2’, y’ verschiedener Punkt der Kurve 


y = ¥(2) und etwa 2” >a’, so erhalt man aus (47a) durch Integration 
zwischen den Grenzen (2, y’) und (x”, y”): 


y" a” 
dy 4, (2) [dx ° 
J y=—-a@J) 2 ™ 
4 —" B 


" 


(48) 


" 


y aL 


dy a (@”) [dx 
dys, _ 9") se 
J 7” S_ * 


y 
und nach Ausfihrung der Integration und leicht ersichtlicher Umformung 
a"). yA) < oA). YH) sowie 


(49) WFa "> (y"' ” ’ 
a’ h(x"), y 22(2") : 4 ene"). Yy Fy (2 Pe 


d. h. von den beiden beliebigen Punkten (2’, y’) und (a, y”) liegt, wie au 
beweisen war, keiner oberhalb der im andern Punkte die Kurve y= ¥(2) 
beritihrenden W-Kurve. 

SchlieBlich ist jetzt noch zu zeigen, da es unendlich viele Potenz- 
reihen 3B(%,, 2%) gibt, fiir welche die vorgelegte Kurve O(a”, y) = 0 oder 
y = V(x) die gegenseitige Abhiingigkeit der beiden Konvergenzradien dar- 
stellt, sofern nur y= (a) die folgenden fiir die mit y = p(x) bezeichneten 
Kurven zusammengehiriger Konvergenzradien als notwendig erkannten Eigen- 
schaften besitat: 
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y= (x) ist positiv, stetig und monoton abnehmend im Gebiete 
O0O<a< R,, besitzt daselbst iiberall eine nach vorwirts genommene Tan- 
gente und verliuft nirgends oberhalb irgend einer W-Kurve, mit der 
y = (a) einen Punkt samt vorwirts genommener Tangente gemein hat. 
An Stelle der letzteren Eigenschaft kann auch die Erfillung der Differen- 
tialungleichung (41) verlangt werden. Ist fiir « — R, die Stetigkeit unter- 
brochen, so ist die Kurve ®(x, y) = 0 bis zur X-Achse durch die Gerade 
« = R, fortgesetzt zu denken. 

Der einfachste sich dem folgenden nicht ganz einfiigende Spezialfall, 
in welchem die Kurve (7, y)=0 eine W-Kurve x. y= ce ist, mége 
vorausbehandelt werden; man denke sich dann die Zahlen @,, #,, ob sie 
nun selber rational sind oder nicht, als Grenzwerte von Folgen rationaler 
Zahlen mit wachsenden Nennern: 


__ ; . = i 
(50) ete TBM ats 


(wo w und » ganze Zahlen sind) und setze a,,—0, wenn u + nicht 


als Nenner in (50) auftritt, sonst aber a,, = 1 ,, wo ¢ die Konstante der 


“ur ot +¥ 
vorgelegten W-Kurve ist. Wenn dann «=7,, y=r, irgend ein Punkt 
der letzteren ist, so ist auch 7,,7, ein Paar assoziierter Konvergenzradien 
a 


. ey . . . . 
der Potenzreihe $(x,, 2.) = > «,,,%4 2; es existiert nimlich der eigent- 
. 0 
liche Grenzwert: 


a v 





-_ - “ey . 1 7 ieee " 
(51) lim “Ya, r= — lim tt 
u+rv=% : 7 ut+rvre ss 
> Me ‘ 
] eal vo lim ee , . 
= & " ae der Stetigkeit der 


Exponentialfunktion) 
rit pe 
=" 1, 
wodurch 7,, 7, als Paar zusammengehériger Konvergenzradien der Potenz- 
reihe B(2,, 2,) charakterisiert ist. 

Zur Vorbereitung des Beweises fiir den allgemeinen Fall denke man 
sich die rationalen Zahlen zwischen Null und R, (mit AusschluB dieser 
(irenzen) nach einem beliebigen Abziihlungsverfahren in eine Reihe: 
2, Ly, %3,... gebracht und jeder Zahl 2, durch y = ¥(a) eine Zahl y; 


, ad a , = ! ; 
sowie durch (= a2), =— re oY =1— & ein Zahlenpaar 3), o 
; r=2; 4 
Y= 


zugeordnet. Die obere Grenze aller #/) werde mit #,, die untere mit @, 
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bezeichnet; da die Annahme, dab y= ¥(a) eine W-Kurve ist, schon er- 
ledigt ist, darf #, kleiner als @, gedacht werden; es ist also 


0< 8, <4 <1 und analog 
0< 8, <%<1. 


(52) 


Das Zahlenpaar 0), #9 gehért auber zum Punkte s=2,, y=y, 
midglicherweise noch zu mehreren oder unendlich vielen anderen Punkten 
2p Yi Vy Yjr**3 Allen diesen Punkten werden in einer uw, v-Ebene die- 
jenigen Gitterpunkte zugeordnet, deren (ganzzahlige) Koordinaten mu, v den 
folgenden Ungleichungen geniigen: 

PY. 1 

63) oe <p OP -sl<cb 

mit der folgenden (zum Teil nur durch die Anordnung des Beweises 
bedingten) Beschrinkung: 

Wenn #{” in der durch die Ungleichung 
(54) a —3,<e 


— 
vorgeschriebenen Niihe von @, liegt, wo ¢ > 0, aber <* = anzunehmen 
2 


ist, soll #0) — “ auBerdem positiv oder Null sein, so daB (53) tiber- 


geht in dee) 
(55) 0 < aM we + =< mat O< - 1, I< Pm 3 >? ! 
entsprechend soll, wenn @(!) der iene i 
(56) #,—IW<e | 
geniigt, 

(57) 05-2. -— <5 0<aw—  s <5 

sein. 


Daf jedenfalls der Zahl 9) unendlich viele Gitterpunkte zugeordnet 
werden, ist klar; wenn man uw +v auf die Nenner der Kettenbruchent- 


wicklung von @" beschrinkt, kann man +s auf den rechten Seiten von 


(53), (55), (57) sogar durch G =. ersetzen. 


Die gemachte Festsetzung liBt sich — abgesehen von einem unwesent- 
lichen Unterschiede — auch so formulieren: Auf den Geraden w+v=1, 
u+v=2,--- werden jedesmal diejenigen Gitterpunkte der Zahl  zu- 
geordnet, die von der Geraden 0) 4 — &v = 0 die geringste Entfernung 
haben, wozu unter gewissen Voraussetzungen |(54), (56)] noch die Be- 
dingung kommt, daB die zu wihlenden Gitterpunkte nicht links bezw. 
rechts der angegebenen Geraden liegen. 


Mathematische Annalen. LXI. 20 


pe a SS 
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Die der Zahl #° zugeordneten unendlich vielen Gitterpunkte lassen 
sich nun (in im iibrigen noch beliebiger Weise) so auf die Punkte 
Ly, Uy %,°°+, fir die oY = & = G© ist, verteilen, dab jedem dieser 
Punkte, z. B. 2,, noch unendlich viele Gitterpunkte u,, v, zugeordnet sind; 
jetzt bilde man die Gréfen a,, mit diesen w,, v, als Indizes und setze 


v 


- 1 
(58) Curvy, = rm *, , 
7 a) 


Befindet sich der Punkt 2, nicht unter den 2,, %,,---, ist demselben 
also ein Zahlenpaar 3(?), #Y) zugeordnet, das von #, #( verschieden ist, 
so lassen sich ihm von den noch nicht benutzten uw, » unendlich viele 
durch analoge Ungleichungen wie (53) beazw. (55), (57) zuweisen. 

Der Fortgang des Verfahrens ist klar; jeder rationalen Zahl x, zwi- 
schen 0 und RF, sind unendlich viele Koeffizienten 
(59) a,,= 

’ ®, Ys 
zugeordnet, deren Indizes w,, v, die Ungleichungen 
> |  *. Me | 1 P j Os a 1 
(60) ms n+, ~e+?,? * | ° Het, <n +>, 
befriedigen, die im Falle: #9 — @,< « durch 
, (s)__ ss ao : 
und im Falle: #,— #9 <« durch 
1 . 
Uy,’ 


v, , 1 
ew 
Uy + %, . e+” 


s 


’ 1 
| 
e s " Hs + vs « ul, + vs 


Ms 
iy + Vs 
zu ersetzen sind. 

Ist der Gitterpunkt u,v keiner der rationalen Zahlen x, zugeordnet, 
so werde a,,— 0 gesetzt. 


“ey 


Dies vorausgeschickt, bilde ich die Potenzreihe 


(62) 0< — H< 


0 
und behaupte, daB die vorgelegte Kurve ®(x, y) = 0 Kurve der zusammen- 
gehérigen Konvergenzradien fiir diese Reihe ist; nur wenn (a, y) = 
teilweise aus der Geraden x = R, besteht, ist zu der rechten Seite von (63) 


noch die Reihe (Ft )"= x ;, oder irgend eine andere Potenzreihe 
1 "os 
0 


von z, mit dem Konvergenzradius R, zu addieren. 
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von y= ¥(x) und wegen der 
bewiesenen Stetigkeit von y= w(x) ist jede der beiden Kurven durch 
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unendlich viele Punkte x, y, deren 2-Koordinaten eine iiberall dichte 
Menge bilden, vollig -bestimmt; es geniigt daher die Ubereinstimmung der 
heiden fiir die zuvor benutzten Punkte 2,, y; (wo die x, rational sind) 
nachzuweisen. 

%;, y; Sind aber zusammengehérige Konvergenzradien, wenn 


(64) lim 'V\a,,| ay? = 1 
uUt+r=@ , 
ist. 
Fiir unendlich viele Indizes u,v ist a,, = rat also “*V/\a,,|a¥y} =1, 
daher bleibt nur zu zeigen, daB der obere Limes (64) nicht gréer als 1 


ist. Es ist aber, wenn man aus (59) a 


ay durch ae , Wobei s jede ganze 
Zahl sein kann, ersetzt und auf Grund von (60) bezw. (61), (62) 


Ho) + ne 5 oa — —*“" an Stelle von —* 


v 
+2? “2 a+r uty? ute 
positive oder negative Zahl mit einem absoluten Betrage < 1 ist: 


schreibt, wo ¢,, eine 


“ v 


(65) j Va, oy? = (2). (x)"*" 
‘uy Pee 
2 x; of” Y; of 2; “ute Y; uty 
are a: 
Das Produkt der ersten beiden Faktoren bleibt stets <1, da nach 
Voraussetzung der Punkt 2;,y; nicht oberhalb der W-Kurve 


of, a" at. 
er. yt = wr. yy’ 


liegen darf. Solange jede der Zahlen x,,y, gréBer als Null und unter 
einer endlichen Schranke bleibt, strebt das Produkt der beiden letzten 


% <— Fs 
Faktoren, weil lim —“* 
M+Vv=@ + 


nach dem Verhalten dieser Faktoren offen fiir solche Zahlen z,, y,, die 
fiir lim w+v=oco den Grenzwert 0 oder oo besitzen. Da aber nach dem 
p. 295 Bemerkten das Unendlichwerden einer Koordinate das Verschwinden 
der anderen nach sich zieht, so sind nur mehr die beiden Méglichkeiten 

lim z,= 0 und lim y,=0 ins Auge zu fassen und wegen der vollkom- 


u+r=@ Mtr=@ 

menen Symmetrie in den beiden Variabeln geniigt es, die beiden letzten 
Faktoren von (65) fiir soleche Werte von «z, weiter zu betrachten, die 
kleiner als 2; sind und der Null zustreben. Dann ist auch y,> y,; und also 





== 0 ist, der Zahl 1 zu; es bleibt nur die Frage 


a; Ys 
aK 
Zu den hier allein in Betracht kommenden hinreichend kleinen Werten 


von a, gehéren Zahlenpaare 3), {, die den Ungleichungen geniigen: 
(67) G9) — A, <8; 8—W<e; 


(66) 


20* 
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(denn lim #) = @, wegen der bewiesenen monotonen Zunahme von @,(z) 


vgl. p. 299). Die zugehérigen Zahlen ¢,, sind daher wegen (62) durch- 


weg negativ oder Null und das Produkt der beiden letzten Faktoren auf 


fay 


der rechten Seite von (66): (= . ay ist immer kleiner als 1, héchstens 
gleich 1 (vgl. (66)). he 

Die Identitét der Kurven O(7, y)=0, die stetige und nach vor- 
warts stetig differenzierbare Lésungen der Differentialungleichung (41) 
sind, mit den Kurven zusammengehériger Konvergenzradien g(a, y) = 0 
ist damit bewiesen. 

§ 2. 

Die folgenden sich auf den Fall von » Variabeln beziehenden, aber 
nur fiir »=3 ausgesprochenen Resultate werden, soweit sie sich auf 
gleiche Weise wie im Falle » = 2 beweisen lassen, ohne Beweis ange- 
geben; auch wird von geometrischen Vorstellungen ausgiebiger Gebrauch 
gemacht, doch nur von solchen, die sich ohne Schwierigkeit in die Sprache 
der Analysis iibersetzen lassen, wenn auch diese Ubertragung nicht immer 
bis ins einzelne durchgefiihrt wird. 

Ist eine Potenzreihe dreier Verinderlicher 
(1) P(a,, Iq, y) =>» Gy vg Xf LEX 

0 
vorgelegt, so sind zusammengehérige Konvergenzradien r,, r,, 7, durch 
die Beziehung 
(2) lim 


“ +1+9= « 


utrv+o —_—_— 
‘ / Ye? — 
V Gu vel 73" = 1 


charakterisiert. Die Gesamtheit der Punkte =7,, y=7,, 2 =r, miége 
als Fliche (a, y,z)=0 oder z = y(x,y) bezeichnet werden; zu jedem 
Punkte P = (r,,7,,7;) derselben werden analog wie p. 291 die zugehérigen 
Zahlen #,, ,, 4, definiert, zwischen denen die Identitiit 


(3) @,+9+9,=1 


besteht, und die W-Flichen x: y%z% = r?ir9:r2s gebildet; der Punkt P 
heiBt dann von jedem der zugehérigen Zahlentripel abhiingig. Es empfiehlt 
sich %,, #,,, als homogene Dreieckskoordinaten zu deuten und zwar als 
nach dem Innern des Dreiecks positiv gerechnete Abstiinde von den Seiten 
28 
3 
Untersuchung kommen nur positive Werte von 4,, #,, #, in Betracht; die 
Punkte mit diesen Koordinaten erfiillen nach den gemacliten Festsetzungen 


eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenliinge Fiir die vorliegende 
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das Innere und die Begrenzung des Koordinatendreiecks. Auf die Ab- 
leitung der vielen projektiven Eigenschaften der W-Flichen, die sich aus 
dieser Darstellung ergeben, gehe ich nicht ein, da dieselben den Zielen 
dieser Arbeit zu fern liegen und zum gréBten Teil bekannt sein diirften. 

Die zu einem Punkte 1,,7,, 7, gehorigen Zahlentripel bilden eine end- 
liche oder eine abgeschlossen unendliche Punktmenge, was man genau so 
erschlieBt, wie p. 293 geschehen (I. Hilfssatz). 

Auch gilt in gleicher Weise wie bei zwei Verinderlichen der Satz 
(IL. Hilfssatz): 

Gehért das Tripel #,, ,, 0, nicht zum Punkte 7,,7,,7;, so ist auch 
eine gewisse Umgebung dieses Punktes von @,, 8, 0, wnabhiingig. 

SehlieBlich besteht auch jetzt wieder der Hauptsatz: 

Kein Punkt von (a, y,2)=0 kann oberhalb irgend einer zu einem 
anderen Punkt gehorigen W-Fliche liegen. 

Aus dem Bisherigen folgt dann, daB in der Umgebung irgend eines 
Punktes r,, 72, 7; jeder der drei Konvergenzradien eine stetige Funktion der 
beiden anderen ist, wenn nur keine Koordinate der zu 1,,7,, 7, gehdrigen 
Punkte #,, #,, #, den Wert Null hat, d. h. wenn kein zu 7, 7,, 7, gehdriger 
Punkt @,, #,, #, auf der Begrenzung des Koordinatendreiecks liegt. Ist 
dagegen beispielsweise #, = 0 (#, + 4, = 1), so liegt die vom Punkt 17, r,, 75 
auf die xy-Ebene gefillte Senkrechte bis zu ihrem Schnittpunkt mit 
dieser Ebene ganz auf der Fliche (2, y,z)=0; ist auch noch #,=0 
(#, = 1, ,, ,, #, ein Eckpunkt des Koordinatendreiecks), so gehért der 
Fliche der zusammengehérigen Konvergenzradien das ganze in der Ebene 
x =r, gelegene von den Schnittgeraden mit den Ebenen y=0, y = 7, 
z=0, =r, begrenzte Rechteck an. 

Wiihrend die Ubertragung der Stetigkeitseigenschaften der Kurven 


p(x, y) = 0 eine fast unmittelbare war, findet das gleiche bei den Tan-. 


gentialeigenschaften nicht mehr statt. Die Fortschreitungsrichtungen von 
einem Punkte der Kurve (2, y)=0 aus wurden durch die beiden zu- 
gehérigen extremen, d. bh. mit den Maximal- und Minimalwerten von @,, #, 
gebildeten W-Kurven angezeigt. Wenn also nunmehr zu einem Punkte P 
der Fliche g(x, y,z)=0 mehr als eine W-Flache gehért, so handelt es 
sich um die Frage: Welche von diesen W-Fliichen sind als extreme zu 
bezeichnen ? 

Gehért zum Punkte P nur ein Zahlentripel @,, #,, 4, so leuchtet 
auf Grund ahnlicher Schliisse, wie sie p. 297ff. gemacht wurden, ein, daB 
die Flache (z, y, 2) = 0 im Punkte r,, 7,7, die naémliche Tangentialebene 
besitzt wie die W-Fliche: 


/ a a ae eee 
(4) H+ yes gm Hr. rr. r9s, 









310 G. Faner. 


namlich die Ebene 
(5) “@—n) +} *(y—r) +" = (@—13) = 0. 


Dieser durch 1, 72, 7; sali Ebene soll ebenso gut wie der 
W-Flache (4) in der #-Ebene der Punkt 4,, #,, #, zugeordnet werden; 
ebenso werde jede andere den Punkt P enthaltende Ebene durch Ver- 
mittelung der W-Flache, deren Tangentialebene sie ist, durch einen Punkt 
der #-Ebene reprisentiert. Diese gegenseitige Zuordnung ist eine projek- 
tive; einer Punktreihe der @-Ebene entspricht ein dazu projektives Ebenen- 
biischel, dessen Achse durch den Punkt r,, 7,, 7, hindurchgeht. Den in 
der vorliegenden Untersuchung allein eine Rolle spielenden Punkten im 
Innern des Koordinatendreiecks entsprechen solche Ebenen, welche die 
z-, y- und z-Achse in Punkten mit nur positiven Reesdiontuh schneiden. 

Gehéren zum Punkte r,, 7,, 7, zwei W-Flaichen, so hat die Flache 
(x, y, 2) = 9 in P eine Kante und wird von den beiden W-Flichen be- 
riihrt. Die letzteren durchsetzen einander lings einer sich ins Unendliche 
erstreckenden Kurve, und es kann von jeder der beiden W-Flichen das 
Stiick als nicht existierend betrachtet werden, das ganz oberhalb der 
anderen verlauft. 

Durch die gemeinsame Schnittkurve der zwei W-Flachen 


Fs go) git) Ps — pi), oi), 9h? 
(6) err. yy"? . 28 roi. res. 2s 
und 

gi?) gi?) ot _ Cy ’ 9?) 912) 
(7) wri .y"? - 2 - rev. 792. 78s 


3 


gehen noch unzihlig viele andere W-Flachen, deren Exponenten #, #9), 0¢ 
bestimmt sind durch 

Hv 4 192 
(8) oo = Ee (i=1,2,3; —rwo <A<+on). 


Man zeigt — indem man die Gleichung (6) in die Potenz mit dem 
=a mn Tt} die Gleichung (7) in die Potenz mit dem Exponenten 
; a z erhebt und dann die beiden Gleichungen multipliziert. 


Die durch (8) definierten Punkte #0), 0, 9° erfiillen die durch 
a), 3, 2 und 4, &), #2) gehende Gerade; den Schnittpunkten der 
letzteren mit den Seiten des Koordinatendreiecks entsprechen in Zylinder 
ausartende W-Flachen, deren senkrechte ebene Schnitte W-Kurven sind. 
Kine dritte zum Punkte r,, 7,, 7, gehérige W-Fliache, deren reprisentie- 
render Punkt auf der endlichen Strecke zwischen #), 00), 0 und 
#?), #2), #2) liegt, verlauft auch stets (von der gemeinsamen Schnittkurve 
abgesehen) zwischen den W-Flichen (6) und (7), d.h. oberhalb der einen 
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und unterhalb der anderen, wie aus der Stetigkeit der benutzten projek- 
tiven Beziehung folgt, kann also keine extreme sein. 

Es ist daher erlaubt, ohne daB die extremen W- Fliichen des Punktes 
Vy V9 "5 ~verdindert wiirden, dem leteteren, auBer den ohnehin zugehdrigen 
Tripeln %,, #, %, auch alle jene Punkte der &-Ebene zuzuordnen, die 
durch geradlinige Verbindung zweier von vornherein zugehiriger oder schon 
neu zugeordneter Punkte entstehen. (Im Falle zweier Variabler findet dies 
sein Analogon darin, da® als zum Punkte 7,, r, gehérig alle zwischen 
#,(7,), %(r,) und #,(r,), 4,(r,) gelegenen Wertepaare betrachtet werden 
diirfen.) ' / 

Gehéren z. B. zum Punkte 7,,7,,7; drei Punkte: 0, #D, #0; ©), 32), 2); 
o, 2, #9, welche ein Dreieck bilden, so sind zuerst die Seiten dieses 
Dreiecks, sodann aber auch alle inneren Punkte hinzuzunehmen. 

Um nun den allgemeinen Fall ins Auge zu fassen, denke ich mir 
die Menge der zu 17,,7,,7, gehérigen Punkte #,, 8, #, (die zunichst 
irgend eine abgeschlossene Menge sein kann) auf die bezeichnete Weise 
erginzt und die so erhaltene perfekt zusammenhiingende Menge mit M 
bezeichnet. Ich zeige dann: 

Die Menge M besteht aus dem Innern einer geschlossenen, nirgends 
konkaven, stetigen, differenzierbaren Kurve C, sowie aus den Punkten von C selbst. 

Die Punkte von C sind die Repriisentanten der zum Punkte r,, 1, 1 
gehirigen extremen W-Fliichen oder — worauf es bei der Untersuchung 
der Umgebung des Punktes *,, 7,7; hauptsichlich ankommt — der Tan- 
gentialebenen jener W-F lichen. 

Diese Ebenen bilden einen Kegel, der im Punkte r,, rz, r, die Flache 
p(x, y, 2) = 0 beriihrt. 

Schneidet man diesen Kegel durch eine Ebene, welche nicht durch 
Ys)", “2 hindurchgeht und, wenn sie parallel zu sich selbst bis zum Punkte 
Ys) ) "3 Verschoben wiirde, den Kegel in keiner reellen Geraden schneiden 
wiirde — eine Ebene, wie die letztere, wird durch einen im Innern von C 
gelegenen Punkt repriisentirt —, so entsteht eine Schnittkurve C', die der 
Kurve C dualistisch projektiv ist und daher alle oben erwiihnten Eigen- 
schaften derselben besitzet (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Konvexitat). 

Um vor allem die behaupteten Eigenschaften der Kurve C nachzu- — 
weisen, setze man voraus, daB nicht alle zu 7,,7,,7; gehdrigen Zahlen- 
tripel eine Gerade erfiillen, da ja diese Méglichkeit schon besprochen ist; 
es existieren also jedenfalls drei zu M gehérige Punkte G, H, K, die 
ein Dreieck bilden, von welchem dann samtliche Punkte der Menge MW 
zuzuzihlen sind. Ein beliebiger innerer Punkt O dieses Dreiecks werde 
zam Mittelpunkt eines Polarkoordinatensystems r, # gemacht; der Strahl 
@=0 kann noch beliebig gewihlt werden, ebenso die Richtung der 
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wachsenden #, letztere etwa so, daB der sich drehende Strahl iiber H 
und K nach G gelangt. Auf jedem Strahle @=« gibt es einen ent- 
ferntesten Punkt A, der Menge M, dessen Entfernung vom Punkte O 
durch die Funktion r(#) dargestellt werde; um die Stetigkeit der Kurve C 
nachzuweisen, ist nach den bisherigen Festsetzungen nur zu zeigen, dab 
lim r(e) = r(0) oder, anders ausgedriickt, daB lim A,= A, ist. Es darf 
#=0 0 


dabei noch angenommen werden, da8 der Strahl #= 0 nicht durch ein 
Eck des Dreiecks geht, sondern etwa die Seite GH in einem von G 
und H verschiedenen Punkte trifft. Andernfalls lieBe sich dies durch er- 
laubte Abanderung (Verkleinerung) des Dreiecks erreichen. Auch darf 
& > 0 vorausgesetzt werden, da das Beweisverfahren fiir «<0 das gleiche 
bleibt. 

Ware dann lim r(e) > 7(0), so giibe es Punkte 4,, so daB A, ganz 

e=0 


innerhalb des Dreiecks GA,O zu liegen kiime; alle Punkte dieses Drei- 

ecks waren aber der Menge M zuzuzihlen und der Punkt A, wiire ent- 

gegen der Voraussetzung nicht der iiuBerste des Strahles #=0. Wire 

aber lim' r(e) << r(0), so giibe es Punkte A, innerhalb des Dreiecks A, HO, 
#=0 ; 


die ebenfalls entgegen der Voraussetzung nicht duferste der zugehérigen 
Strahlen # = sein kénnten. 


. . dr dr 
Um nun auch die Existenz von ( q 3). und (e)_ 


man, daB der Strahl A,A, mit A,O immer gréBere Winkel bildet, wenn 
die positive Zahl « der Null zustrebt (es folgt dies daraus, daB jeder 
Punkt des Dreiecks A,A,O der Menge M angehért); andererseits bleibt 
der Winkel A,A,O stets kleiner als x, so daB also der Strahl A,d, einer 
bestimmten Grenzlage zustrebt, in welcher er die Kurve C beriihrt. Eine 
zweite Tangente findet man in gleicher Weise, wenn man von negativen « 
ausgeht. 

Die beiden Tangenten kénnen eine Gerade bilden; wenn nicht, ist 
die Summe der Winkel, die sie mit A,O bilden, kleiner als x. Andern- 
falls nimlich wiirde die Gerade OA, die Seite A,A_,, eines Dreiecks 
A,A,A_,, in einem Punkte B treffen, der von O eine gréBere Entfernung 
als A, hatte, woraus wieder folgen wiirde, daB A, nicht der iuBerste 
Punkt des Strahles # = 0 wiire. 

Da das Innere jedes innerhalb C gelegenen Dreiecks der Menge M 
angehért, so gilt das gleiche von allen innerhalb C gelegenen Punkten. 

Fallen die beiden Tangenten in einem Punkte A von C nicht zu- 
sammen und bilden sie also einen Winkel < zx, so empfiehlt es sich, alle 
durch A gehenden Geraden, die mit der Menge M nur den Punkt A ge- 
mein haben, auch als Tangenten der Kurve C im Punkte A zu betrachten. 
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Dann sind von jedem Punkte auBerhalb C an C zwei Tangenten méglich, 
welche die Geraden, die C in zwei Punkten schneiden, von jenen trennen, 
die C gar nicht schneiden. 

Die Ausfiihrung des Beweises, daB der erwihnte der Kurve C pro- 
jektive Kegel mit der Spitze im Punkte 7,,7,,7, die Flaiche g(a, y,z)=0 
beriihrt, diirfte nicht angebracht sein, da einerseits dem gleichen Gedanken- 
gang, wie er im Falle zweier Verinderlicher eingeschlagen wurde, keine 
wesentlichen Hindernisse mehr entgegenstehen, andererseits aber die Durch- 
fiihrung desselben ohne weitliufige Entwicklungen nicht méglich ist, 
die zu den durchsichtigen geometrischen Betrachtungen in keinem Ver- 
haltnis stehen. 

Die nahere Diskussion des Tangentenkegels gestaltet sich am ein- 
fachsten unter Zugrundelegung der oben erwihnten geschlossenen nirgends 
konkaven stetigen und differenzierbaren Schnittkurve C’, die der Kurve C 
dualistisch projektiv ist. Einer Ecke von C entspricht ein geradliniges 
Stiick von C’ und umgekehrt. Den Punkten innerhalb C entsprechen die 
Geraden, die C’ nicht schneiden, den Punkten auBerhalb C die Geraden, 
die mit C’ zwei Punkte gemein haben, den Tangenten von jenen Punkten 
aus an C die Schnittpunkte dieser Geraden mit C’. Ist insbesondere C 
n** Ordnung, so ist C’ n** Klasse und umgekehrt. 

Nachdem so das Verhalten der Fliche (x, y,z)=0 in der Umgebung 
eines beliebigen Punktes klargestellt ist, handelt es sich darum, iiber den 
Verlauf dieser Flache im ganzen einiges zu sagen. Das Wesentliche hier- 
iiber ist in der Aussage des Hauptsatzes p. 309 enthalten und es kann sich 
nur um eine genauere Analyse oder wenigstens um eine Umschreibung 
desselben handeln, analog der im vorigen Paragraphen bewiesenen Aussage 
der monotonen Abnahme von @,(z). Aus dem Hauptsatze ergibt sich sofort: 

Ein innerer Punkt der zum Punkte P gehirigen Menge M kann nicht 
Element einer zu einem andern Punkte P’ von g(a, y, 2) =0 gehdrigen 
Menge M’ sein. 

Von dem Punkte P der Fliche g(a, y, 2) = 0 geht man zu unendlich 
benachbarten Punkten P, iiber, indem man um unendlich kleine Stiicke 
auf einer bestimmten Erzeugenden des Tangentialkegels oder — was das 
gleiche ist — auf der zugehérigen Schnittkurve zweier extremer benach- 
barter W-Flaichen fortschreitet. Diese Schnittkurve ist durch die Tan- 
gente ¢ der Kurve C in einem Punkte A reprisentiert. Die Mengen ¥,, 
welche zu Punkten P, gehéren, die in der gewiahlten Richtung dem 
Punkte P benachbart sind, liegen, wie aus dem soeben erwihnten Satze 
hervorgeht, auf der andern Seite der Tangente ¢ als C. Riickt der 
Punkt P, gegen P, so konvergieren die zugehérigen Mengen M, gegen A 
(nach dem II. Hilfssatz). 
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Wiahrend im ersten Paragraphen das einfachste und in analytischer 
Hinsicht auch erschépfende (wenn auch nicht direkt anschauliche) Bild 
der gegenseitigen Abhangigkeit der beiden Konvergenzradien durch die 
beliebige monoton zunehmende Funktion @,(a) vermittelt wurde, die véllig 
geniigt zur Bestimmung von g(2z, y)=0, wenn von dieser Kurve nur 
noch ein Punkt gegeben ist, entsprechen dem hier die den einzelnen 
Punkten von g(x#,y,2)=0 zugeordneten nirgends konkaven einander 
ausschlieBenden, zum Teil auf Punkte zusammenschrumpfenden Kurven C. 

Ob sich trotzdem die gefundenen Stetigkeits- und Tangentialeigen- 
schaften der Flichen g(x, y,2z)=0 samt der durch den Hauptsatz aus- 
gedriickten Eigenschaft in ahnlicher einfacher Weise analytisch formulieren 
lassen, wie es bei den Kurven g(2,y)=0 durch die Differentialunglei- 
chung (41) geschah, bleibt ununtersucht. 

Jedenfalls aber lassen sich zu jeder Fliche ®(x, y, 2) = 0, welche 
diese fiir die Fliichen der zusammengehérigen Konvergenzradien als not- 
wendig erkannten Eigenschaften besitzt, auch jetzt wieder unzihlig viele 
Potenzreihen $(2,, 7,, 2) konstruieren, fiir welche (x, y, z) = 0 Flache 
der zusammengehérigen Konvergenzradien ist. Um dies auszufiihren, leite 
man aus der Kenntnis des Tangentenkegels in jedem Punkte 7,, r,, 7, die 
zagehérige Menge M ab, dann bringe man die Punkte r,, 7, der 2y-Ebene 
mit rationalen Koordinaten in eine Reihe mit Ausnahme derer, die von 
Begrenzungspunkten des Koordinatendreiecks in der #-Ebene abhingen, 
und ordne jedem dieser Punkte den eindeutig bestimmten zugehérigen 
Wert von 7, sowie eimen willkiirlichen Punkt #,, #, #, der zugehdrigen 
Menge M zu. Der Fortgang des Verfahrens ist dann dem am Ende des 
vorigen Paragraphen auseinandergesetzten voéllig entsprechend. 


§ 3. 

Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen die gegenseitige 
Abhingigkeit der zusammengehérigen Konvergenzradien klargestellt wurde, 
besteht nunmehr die Aufgabe, aus den gefundenen reihentheoretischen 
Siitzen Schliisse zu ziehen iiber die Gesetze, die zwischen den Singulari- 
titen von Funktionen mehrerer Verinderlicher bestehen. Alle Ausfiih- 
rungen, die sich in dieser Beziehung machen lassen, sind schlieBlich eine 
Folge des folgenden bekannten Fundamentalsatzes, den ich, wie alle Aus- 
sagen dieses Paragraphen, nur fiir zwei Veranderliche ausspreche: 

Sind r,,7, cin Paar zusammengehiriger Konvergenzradien der Reihe 
B(x, , 2), so verhilt sich die durch letztere definierte analytische Funktion 
F(a,, %_) reguliir im Gebiete |x, <1,, |\%,|<1,, hat aber mindestens eine 
singulére Stelle Z,, Z,, fiir welche |%,|=1,, |\Z| =r, ist. 
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Es kann sich im folgenden nur darum handeln, auf Grund dieses 
Satzes, des Prinzips der analytischen Fortsetzung und der Entwicklungen 
der vorhergehenden Paragraphen sowie unter besonderen Voraussetzungen 
iiber die Kurve g(a, y)=0 genauere Beziehungen zwischen den Singu- 
laritiiten zu finden. 

Zuvor aber soll gezeigt werden, dab stets — wie auch die Kurve 
p(x, y) =0 unter Befriedigung der im ersten Paragraphen als notwendig 
und hinreichend erkannten Bedingungen gewiahlt sein mag — _ sémdiliche 
Punkte 2, =r, (cos gy,+ésing,), v=, (cosg,+ isin g,) singuliire Punkte 
von F’(x,,#,) sein kénnen, wofern nur 1,,/, irgend zwei zusammengehérige 
Konvergenzradien und g, sowie g, beliebige reelle Zahlen sind. Die 
Funktion F'(7,, 2) gestattet dann iiberhaupt keine Fortsetzung iiber einen 
Punkt der Kreise mit den Radien r,,7, hieraus und wird durch B(2,, 2) 
vollstaindig dargestellt. 

Im Interesse der Kiirze des Ausdrucks nenne ich in diesem Falle die 
Kurve (2, y) = 0 eine natiirliche Grenze der Funktion F'(,2,). 

Um den Nachweis jener Méglichkeit zu fiihren, beweise ich zuniichst 
folgenden Hilfssatz: 

Die nach Diagonalen geordnete und in jeder Diagonale hichstens einen 
von Null verschiedenen Koeffizienten aufweisende Potenzreihe: 

(1) P(x, %) = D>* Ay, 0} %y, +vu=n, 
0 


hat die zugehirige Kurve p(x, y) = zur natiirlichen Grenze, wenn 
(2) lim eet Me >iza>o 

: k=@ n, on 
ist; d. h. also: sind r,,7, zusammengehérige Konvergenzradien und q,, 9, 
zwei beliebige reelle Zahlen und wird 

%, =7,(cosg, + ising,), % —7,(cosg, + isin g,) 

gesetzt, so ist zu zeigen, daB der Punkt Z,, Z singulirer Punkt von $(2,, 7.) 
ist. Es darf und soll ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daB %,=1, %,=1 ist; ist dies von vornherein nicht der Fall, 


+ . . : x Xe | ° 
so laBt es sich durch die Transformation =" 4,; = a, erreichen ; setzt 
“s 21 
man dann 


ry = > (By + Bett) 
(3) “er 
ty = % (ES + St"), 


so entsteht aus B(x,, x.) eine fiir | & + Em+!| < 2, | EP + ER+t| < 2 regu- 
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lare analytische Funktion von £,,&, die also jedenfalls fiir |& |< 1, 
|&| <1 in eine Potenzreihe 


a 


(4) Bi (ES) = Dur Aur St 83 
0 
entwickelt werden kann. 


Konvergiert diese Potenzreihe nicht auch fiir ein Wertepaar &,, & 
absolut, fiir welches |£,|>1, |&|>1 ist, so sind folgende 4 Fille 
denkbar: | 

1. &, =e”', & =e, wo weder g, noch g, ein Multiplum von 22 
ist, ist ein singuliérer Punkt von §, (é,, &). Dann wiire auch der Punkt 
£,,%,, wo %,= ; (em + Em +1), z, = : (Es + &+1), ein singulirer fiir 
P(x,, #7); dies ist aber nicht méglich, da sich |%,|<1, | %|< 1 ergibt. 
Mithin kann dieser erste Fall iiberhaupt nicht eintreten. 

2. &, =1, & =e ist singulir (p, kein Multiplum von 22). Dann 
hat die Funktion $(2,, 2.) eine singulire Stelle Z,, Z,, fiir welche 

|Z,|= 1, |¥,|<1 
ist; nach einem weiter unten (p. 320) nochmals zu benutzenden und bei 
der Gelegenheit samt Beweis anzufiihrenden Satze des Herrn Hartogs sind 
dann simtliche Punkte x, = 1, |2,|< 1 und als Hiaufungsstelle insbeson- 
dere auch der Punkt 2, = 1, 2 = 1 singular. 

3. & en’ (9, +2kx), §—1 ist ein singulirer Punkt von 
8, (E,, &); dann schlieBt man wie unter Nr. 2, daB 2, =—1, x, =—1 ein 
singulérer Punkt von $(2,, 2) ist. 

4. & =1, & —1 ist singular; damm ist fiir B(2,, 2): 


my Gt ya Ay Gt+he)=1 
singular. 
Aus der Aufzihlung dieser vier Fille ersieht man folgendes: 
Soll der Punkt z, = 1, x =1 fiir $(#,,2,) kein singulirer sein, so 
muB 8, (&,,&) noch fiir Werte §,,& absolut konvergieren, fiir welche 
\&,|>1, |&|>1 ist; es muB dann also 


uty 


(5) lim Y| A,,| <1 
t+v=@ ; 
sein. ' 


Gelingt es daher nachzuweisen, daB dieser obere Limes fiir die aus 
(1) abgeleitete Reihe $,(&,, &) gleich 1 ist, so ist damit gezeigt, daB 
2, =1, 2, =1 ein singulirer Punkt von $(z,, 2.) ist und damit zugleich, 
daB die der Bedingung (2) geniigende Reihe (1) die zugehérige Kurve 
9 (x,y) = 9 zur natiirlichen Grenze hat. 
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Den Koeffizienten Aj y erhalt man als Funktion der a,., indem man 


uw? 
Buy ( "" (Er + Er +ty« (Em + Ee +!)” nach Potenzen von £ und § ent- 
wickelt und die Potenzen mit gleichen Exponenten durch Addition ver 


einigt; man sieht sofort, daB Amy nur von jenen a,, abhiingt, deren In- 
dizes u,v den beiden gaaage 


M 
a) 74S" SsS 
1 =. 
(6) mi m 
b) = a <p $= 
gentigen; setzt man wieder w+ v—m,, a,,=4,,, 80 folgt aus den beiden 
Ungleichungen (6) durch Addition 
M M4N See, 
(7) = 1 <n nS 
Hiingt also Awy von a, und eras ab, so ist jedenfalls 
u _M+N M+N M4+N 
(8) 11 —- %S —m  m+ti m(m+4) 


und mit Benutzung von (7) erhilt man 


i n = 1 
(8’) k+l ke 
: w, ai. 


Wahit man nun m> ; , so stehen die Ungleichungen (2) und (8’) 


miteinander in Widerspruch; es kann danach Ajy hichstens von einem 
Koeffizienten a, abhiingen und muB somit von der Form C-a, sein, 


uty 


wo die positive Konstante C von den a, unabhiingig ist. lim VY! A,, 


hat daher den gleichen Wert, ob man von der Reihe 


L 


> a, vy (m=—E+Y) 


0 
oder von derjenigen ausgeht, in welcher alle a, durch ihre absoluten 


Betrage ersetzt sind; die durch letztere Reihe dargestellte Funktion hat 
bekanntlich*) sicher die singulire Stelle z,=1, z,=1, mithin die aus 
ihr durch die Transformation (3) abgeleitete die singulire Stelle —, — 1, 


uwvr 


&,=1: es ist also lim V A,, =1 und nicht <1. 


“rr=s 
Nachdem somit der Hilfssatz**) bewiesen ist, bleibt nur zu zigen, 
*) Biermann, Math. Ann. 48 (1897). 
™), Die Kurve g(z,y) = 0 ist sogar dann schon natiirliche Grenze, wenn nur 
lim *, .,—", = 90 ist und in noch allgemeineren Fallen: e# aft «ich dies, wenn 


‘== 
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daB zu jeder méglichen Kurve zusammengehériger Konvergenzradien 


(x,y) =O (unendlich viele) Potenzreihen 8(x,, x) = > a, Ui %y exi- 
stieren, fiir die m= u-+v und 0 
n am 0 
®) age 
k 
ist (zur Verminderung der Unbestimmtheit ist 4 = 1 gesetzt). 

In der uv-Ebene denke man sich die Geraden g, mit den Glei- 
chungen w+ v=2° (6 = 1, 2,3,---) gezogen und bezeichne das von 
Yor Jox, Wd den Koordinatenachsen begrenzte Trapez mit 7,. Am Ende 
des § 1 wurden der dort mit #) bezeichneten Zahl unendlich viele 
Gitterpunkte u,v zugeordnet, deren Koordinaten den Ungleichungen (53), 
bezw. (55), (57) unterworfen wurden. Man erhiilt immer noch wnendlich 
viele za #9 gehérige a,, — und hierauf kommt es allein an — wenn 
man jene Gitterpunkte noch weiter dadurch beschrankt, daB man verlangt, 
sie sollen nur in solchen Trapezen 7’, liegen, fiir die 6 = 2 (mod. 4) ist, 
und zwar soll in jedes Trapez héchstens ein Gitterpunkt zu liegen 
kommen. Von den Trapezen 7, wo 6 =0 (mod. 4) also 6 = 46, ist, 
weise man den zu #@) gehérigen Gitterpunkten diejenigen zu, fiir welche 
6, ungerade ist, und es darf wieder wie auch im folgenden von jedem 
Trapez héchstens ein Punkt u,v benutzt werden. Der Zahl 4°) werden 
von den iibrig gebliebenen Trapezen diejenigen zugewiesen, fiir die 
6=8o, und 6, ungerade ist, wahrend die mit geradem o, fiir die 
8 9)... zu reservieren sind, und zwar in Fortgang des Verfahrens so, 
daB jedem #) unendlich viele Trapeze zugewiesen sind. Die sodann 
nach der am Ende des ersten Paragraphen auseinandergesetzten Methode 
gebildete Potenzreihe }8(«,, 2), fiir welche die vorgelegte Kurve g(a, y) = 0 
den Zusammenhang der Konvergenzradien darstellt, hat diese Kurve zur 


natiirlichen Grenze. Denn schreibt man — wie erlaubt ist, da in jeder 
Diagonale héchstens ein Koeffizient vorhanden ist — 
a 
B(x, 2) = D* A, Vf Ly (ut+v=n,), 
0 


und liegt irgend ein Index », zwischen 2° und 2°+?, so ist m,,, > 2°+? 


weil die Trapeze mit ungeraden Indizes ganz ausgelassen wurden, so daf 


n == $8 git2_ get 
k+1 =. =] 


n o+1 


wird. 


man von dem bewiesenen Hilfssatze ausgeht, auf dieselbe Weise beweisen, wie ich 
es Miinch. Ber. 34 (1904), p. 63—74 fiir eine Variable getan habe. 
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Nach dem Hilfssatze ist daher g(a, y)=0 natiirliche Grenze von 
B(x, 42). 

Wenn (a, y) = 0 natiirliche Grenze von $(2,, 2.) und &,, & irgend 
ein Punkt reguliren Verhaltens dieser Funktion ist, so erhalt man die zu 
der aus $(a,, a) abgeleiteten Potenzreihe B(x, — &, x, — §&) gehdrige 
Kurve der zusammengehérigen Konvergenzradien als dasjenige Stiick von 
p(2, y) = 0, das im Gebiete « >| § |, y>|&,| liegt. 

Ist dagegen eine analytische Fortsetzung von $(x,,2,) méglich und 
hetrachtet man alle Punkte 7,, 7., fiir welche |, | = | & |, | | =| &| ist, 
so kénnen die Kurven zusammengehériger Konvergenzradien der aus 
P(x,, x) abgeleiteten Potenzreihen B(x, — y,, 2, — yg) nicht durchweg aus 
dem bezeichneten Stiicke der Kurve g(a, y) = 0 bestehen, sondern miissen 
teilweise oberhalb (natiirlich nirgends unterhalb) dieses Kurvenstiickes ver- 
laufen. Die den unendlich vielen Kombinationen von %,, 7, entsprechen- 
den Kurven haben, wie leicht ersichtlich, jenes Stiick von (a, y) = 0 zur 
Enveloppe, so daB das letztere in jedem Punkte von mindestens einer der 
erwahnten Kurven beriihrt wird. 

Nur im Falle, daB die Kurve (a, y) = 0 ganz oder teilweise aus einer 
W-Kurve besteht, gelingt es mir das vollstiindige funktionentheoretische 
Aquivalent dieser geometrischen Tatsache durch folgendes Theorem aus- 
zudriicken: 

Besteht die Kurve p(a,y) = 0 fiir r\OP <a <r), MO >y> rl) aus der 
W-Kurve xy” = w(t) 92 py (= yoy" r(2)"2) und ist r®), rQ) irgend ein von 
r, 7 und r@,rQ verschiedener Punkt dieser Kurve und 


=,=r®) (cosy, +ising,), # = 1% (cos, + isin gp.) 
cin (nach dem Fundamentalsatze sicher existierender) singulérer Punkt der 


durch SB(a,, 2») definierten analytischen Funktion F'(a,, 2%), so sind auch 
stimtliche %,, 7, die der Ungleichung 


(10) 4) > [Hy > 9 
und der Gleichung 
( 11 ) %. oan a} ; 


wo 4 =a gesetat ist, geniigen, singulire Punkte dieser Funktion. 


Pir ausartende }W-Kurven, d. h. fiir Gerade « = const. oder y = const. 
hat schon Herr Hartogs*) den Satz bewiesen; auf den Hartogsschen 
Satz ist p. 316 bezug genommen worden und auf ihn wird sich auch der 
Beweis des soeben ausgesprochenen allgemeineren Satzes stiitzen; es sei 


*) Inauguraldissert. p. 59. 
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daher gestattet, den Hartogsschen Satz samt einem etwas abgeiinderten 
Beweise hier anzufiihren: 

Besteht die Kurve (a, y) = 0 zwischen den Geraden y= 0 und y= 1, 
aus der Geraden x = R, und besitzt B(ax,, x.) die singulire Stelle %,, %,, fiir 
welche |Z,| = R,, | Z| <r, ist, so sind auch séimtliche Stellen Z,,%,, fiir 
welche |\%,|< rz, %, = &, ist, singulére. 

Beweis: In der 2-Ebene konstruiere man einen Kreis K,, der inner- 
halb des Kreises |z,|—=— R, liegt und letzteren im Punkte 2, = Z, be- 
rihrt. Ist & der Mittelpunkt dieses Kreises, so konvergiert die aus 
¥(x,, x.) abgeleitete Potenzreihe B, (a, — §,, x) absolut fiir 

[% —- 8, /<R, —|6 |, |al<r 
und divergiert absolut (wegen des singuliren Punktes Z,, %,) fiir alle 
Ly, 2, die den Ungleichungen 
|v, —§& |>R,—|8 |, |e) >| 2! 
geniigen. 

Die zu $,(#, —&,, x,) gehérige Kurve der zusammengehérigen Konver- 
genzradien y = (x) erleidet daher an der Stelle « = R, —|&,| eine Un- 
stetigkeit, besteht demnach zwischen y= (0 und y=7, aus der Geraden 
«= R,—|§|. Aus dem Fundamentalsatze folgt dann, daB es singulire 
Punkte Z%,, Z gibt, fiir welche 7, — &| = R, —|&,| ist, wihrend | 2%, | 
noch jeden Wert <7, haben kann; fiir alle diese singuliiren Punkte mub 
aber 7, = Z, sein, da jeder von Z, verschiedene Punkt des Kreises X,, 
mit jedem Punkte 2, dessen absoluter Betrag unterhalb r, liegt, zu- 
sammengenommen, innerhalb des Konvergenzgebietes der urspriinglichen 
Reihe $(z,, 2) liegt. Insbesondere folgt, daB der Punkt Z,,0 ein singu- 
lirer Punkt ist. 

Jede aus $(«,—£,) abgeleitete Potenzreihe $(«, — §,, x, — &), wo 


|&| = = —ée und 0<e< = ist, konvergiert absolut fiir 
a, —§ |< R, —|&l, |t3—-&|< 3 +e, 


divergiert aber absolut (wegen der singuliiren Stelle Z,, 0) fiir alle z,, 2,, 
welche den Ungleichungen 
. 


|a,—§, | > R, — '&|, 4, —§|> gq & 


geniigen. 

Die zu B(x,—§,, x —&) gehérige Kurve y = (x) erleidet demnach 
an der Stelle « = R, — |&,| eine Unstetigkeit, was nur méglich ist, wenn 
sie zum Teil aus der Geraden « = R, — ‘&,| besteht. Wie oben beziiglich 
des Punktes Z,, 0 schlieBt man hier, dab #,, & ein singulirer Punkt 
ist, wobei von & nur vorausgesetzt wurde, daB es dem absoluten Betrage 
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nach < 2 ist. Durch wiederholte Anwendung des gleichen SchluBver- 


fahrens lift sich diese Voraussetzung nacheinander auf 
Wbal< PT, bal <3, +++» [al << ,--. 

endlich auf |&,| <r, ausdehnen, womit der Hartogssche Satz bewiesen ist. 

Es sei nun eine Potenzreihe %(2,,2,) vorgelegt, fiir welche die Kurve 
der zusammengehérigen Konvergenzradien im Gebiete ri) < «< 1, 
r>y>re) aus der W-Kurve ay = ri) % 7) (— 72)"'7@"2) hesteht, 
und fiir welche Z,, Z, ein singulirer Punkt ist, wobei 

#, =r) (cosy, + ising,), Z, =r? (cosg, + isin g,) 
ist und der Punkt « = r(), y=) auf dem angegebenen W-Kurvenstiicke 
liegt. Es soll gezeigt werden, daB siamtliche Punkte Z,, Z%,, welche die 
Ungleichung 
> |%| > 

und die Gleichung 


mpme 

— 

i,= 
Xy% 


befriedigen (« = 3), singulire Punkte fiir $(2,, 2.) sind. 
2 


Zum Beweise mache ich die Transformation: 


g, = 44x53 
12 
(12) nll 
welche aufgelést ergibt: 
(13) : 2 fs os 
o” we" 
Danach geht 
P(X, Ly) = Der Ay yh Wy 
0 
tiber in 
(14) . S(é, , &) = “ay Gn ohh Er or. 


0 


Zu der Reihe auf der rechten Seite von (14) gehért in der ry-Ebene 
ein Gebiet S von der Art, daB (14) fiir |&|— 2, |&|—y absolut kon- 
vergiert, wenn z,y in S liegt. Die Begrenzung von S entsteht, wie man 
sich leicht tiberzeugt, aus der Kurve g(z,y)=0 durch die Transfor- 
mation: zy*|z,y|y. Zur Begrenzung von S gehért daher u. a. das Stiick 
der Geraden a = r()r0*(=1rQ*), soweit es zwischen den Geraden 
y=r2) und y=r liegt. Die Funktion 6(&,, &) ist — wie sich durch 
Anwendung des Weierstra8schen Doppelreihensatzes ergibt — regular 


Mathematische Annalen. LXI. 21 
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(aber wegen der méglicherweise nicht ganzzahligen Potenzen von &, nicht 
notwendig eindeutig) im Gebiete: | £, |< rr", re >|&|>7). Ferner 
hat diese Funktion die singuliren Stellen & = %,Z%, & = Z, (wobei zu 
den méglicherweise verschiedenen und bei irrationalem @ sogar unend- 
lich vielen Werten von &, jedesmal ein Wert & gehért, der in einem 
anderen Blatte der tiber der &-Ebene ausgebreiteten Riemannschen 
Flache der Funktion & zu denken ist 

Denn es gilt allgemein der Hilfssatz: 

Abgesehen von den Null- und Unendlichkeitswerten von 2,, 7; &,, && 
entspricht jedem reguliren Punkte x,, 2, von $(«,,2,) ein regulirer Punkt 
£., & der transformierten Funktion ©(é,, &), einem singuliren wieder ein 
singularer und umgekehrt. 

Entsprechen einander nimlich die Wertepaare x,', x,’ und &,’, &,’(=2,’) 
und ist keine dieser vier Zahlen Null oder ov, so ist 7, — 2,’ eine in einem 
gewissen Bereiche konvergente Potenzreihe von £, — &,’, & — &’ ohne kon- 
stantes Glied, ebenso §, — &,’ = B(x, — 2,', a, —2,’). LaBt sich also an 
der betrachteten Stelle eine Funktion nach Potenzen von x, —2,', %— 2,’ 
entwickeln, so gestattet die transformierte Funktion eine Entwicklung nach 
Potenzen von & — &’, & — &° und umgekehrt. 


Es sei nun &,’ eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage sae 


und es sei &,’ auBerdem so gewahlt, daB die zusammen mit £, = Z,#%*) 
einen singuliren Punkt von (14) darstellende Zahl § im Innern des 
= + liegt. Die Funktion 
S(é,, &) laBt sich in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen von &, 
und £,—§&,’ entwickeln; dieselbe konvergiert absolut fiir | &, |< rr" =|E,|, 
—r 


(1) 
lé&—&' |< 5 
Koordinaten diesen Ungleichungen geniigen, saimtlich regulir sind; andrer- 


Kreises K, mit der Gleichung: |& —&,’| = 








, da nach dem oben Bemerkten die Punkte &,, &, deren 


seits aber ist, wie schon hervorgehoben wurde, & = a = g, ein singu- 


larer Punkt und fiir denselben ist \é,| = rr, |, < t— v daher 


sind nach dem Hartogsschen Satze simtliche Punkte &,, & singuliire, 
wenn nur § innerhalb K, liegt, wobei von dem Kreise K, nur voraus- 
zusetzen war, daB er im Gebiete 7) > |&| > r@ liegt und den Punkt &, 
in seinem Innern enthalt. Irgend ein anderer innerer Punkt von K, kann 


nun an Stelle von &, treten, und man findet so fortschlieBend, indem man 





*) Ist w nicht ganzzahlig, so verstehe man unter £, irgend einen Wert der 
rechten Seite. 
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das ganze Gebiet rf) > §| >rQ mit Kreisen iiberdeckt, da8 simtliche 


Punkte £,, & singulire sind, wenn nur & in dem bezeichneten Gebiete 
liegt. Nach dem Hilfssatze (p. 322) sind dann auch alle Punkte Z,, Z, 
singulire, wenn sie den Beziehungen: 





— = ¢ z. ae 
W>\%\>r, = (i —) 


geniigen. 
Ist @ gleich dem irreduzibelen Bruche 2 , 80 gehéren zu jeder Zahl 2,, 


deren absoluter Betrag zwischen 72) und r{) liegt, mindestens g Zahlen 7, 
von gleichem absoluten Betrag, mit denen zusammen Z, einen singuliéren 
Punkt bildet, wihrend in gleicher Weise jeder Zahl 7,, fiir welche 
ri) <|z,| <1 ist, p Werte Z, entsprechen. 

Ist aber das Verhiltnis #,:%, irrational, so entsprechen jeder der 
obigen Zahlen Z, unendlich viele Z,, die auf einem Kreise der 2,-Ebene 
iiberall dicht liegen, und umgekehrt. Die Reihe §(z,, x.) ist daher tiber 
die Kreise |7,|=7,, |%,| =, nicht fortsetzbar, wenn der Punkt 1,, 7, 
auf dem mehrfach erwaihnten W-Kurvenstiick liegt. Man hat somit den 
Satz: 

Die Kurve g(a, y)=0 ist stets natiirliche Grenze der zugehdrigen 
Potenzreihe B(x,, x), soweit sie aus einer W-Kurve x*%:y% = const. mit 
irrationalem Verhiiltnis @,: &, besteht. 

Legt man statt einer nach Potenzen von 2,, x, eine nach Potenzen 
gewisser Funktionen von 2,, 2, fortschreitende Reihe zugrunde, beispiels- 
weise eine Potenzreihe $(x,+x,, ?— 2) und konvergiert diese fiir 


|% +2,|< 2, ai — 33 | <y¥ 
aber nicht fir gréBere x, y absolut, solange x,y den folgenden Glei- 
chungen und Ungleichungen geniigen: 
ay® = Or = rP"> WO <a<rP; MP >y>ry, 
so gibt es mindestens ein Zahlenpaar %,, Z, der Art, da® simtliche 


Punkte Z,, Z, welche die Relationen 


(@, +2) @— =)" 
@—a" 





> \q-—al>oP; at+a= 


erfiillen, singulire Punkte der durch $(«,+2,, 23]—23) dargestellten 
analytischen Funktion sind. 
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Durch die vorhergehenden Untersuchungen ist in rethentheoretischer 
Hinsicht die gegenseitige Abhingigkeit der zusammengehérigen Konvergenz- 
radien vollig klargelegt, womit zugleich saimtliche Kontinua gefunden sind, 
die als Gebiete absoluter Konvergenz von Potenzreihen méglich sind; 
dagegen sind die erhaltenen spezielleren funktionentheoretischen Resultate 
von der Art der im vorhergehenden abgeleiteten nur vereinzelt und eine 
Menge interessanter hier ankniipfender Fragen bleibt noch zu erledigen; 
z. B.: 

Gehéren zu jeder analytischen Kurve (x,y) =0 analytische Funk- 
tionen ®(x,, 7,) = 0, derart daB eine analytische Funktion, deren singulire 
Stellen x,, 2, der Gleichung (2, , z,) = 0 geniigen, die Kurve (a, y) = 0 
zur Kurve der zusammengehdérigen Konvergenzradien hat? In besonderen 
Fallen ist dies klar: Der Annahme (, y) = x + y— 1, entsprechen die 
Funktionen (2,, 7) = 2, + % —1, O(a,, 7) = 2, — a, —1 ete. 

Es kann andrerseits vorkommen, daB ein Stiick einer solchen ana- 
lytischen Kurve der Kurve g(x,y) =0 angehért, ohne daB der Schlub 
auf die Existenz einer Singularititengleichung (2z,,z,) = 0 fiir die zu- 
gehérige Potenzreihe erlaubt wire: Unterdriickt man z. B. in der Potenz- 


- 1 
reihe fiir I—@, +4) 


die Kurve (z,y) =0 fir 0<z <= aus der Geraden «+ y=1, setzt 
sich dagegen fiir x > - in der Hyperbel zy = ; fort. Es fragt sich, ob 


in diesem Falle die Gerade und die Hyperbel (oder die Gerade allein) 
natiirliche Grenzen sind. 

Endlich: Ist die Kurve g(x, y)=0 eine natiirliche Grenze, wenn 
sie nicht analytisch ist? 


alle Terme a,» 23, fiir welche u> vy ist, so besteht 


Traunstein und Wirzburg, im Oktober und November 1904. 
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Zur Theorie der automorphen Funktionen von beliebig vielen 
Variabeln. 


Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


In der Theorie der automorphen Funktionen einer komplexen Variabeln, 
wie sie in den klassischen Untersuchungen von Klein und Poincaré*) 
vorliegt, ist bekanntlich der Begriff des Fundamentalbereiches von grund- 
legender Bedeutung. Der Fundamentalbereich spielt in dieser Theorie 
dieselbe Rolle, welche in der Theorie der elliptischen Funktionen dem 
Periodenparallelogramm zukommt. 

Derselbe Begriff findet sich in der Theorie der automorphen Funk- 
tionen mehrerer Variabeln wieder und tritt auch in den beziiglichen alteren 
Untersuchungen von Picard und den neueren von Wirtinger und 
Blumenthal**) hervor. 

Als ich mich gegen Ende des Jahres 1900 mit den automorphen 
Funktionen beschiftigte, stellte ich mir unter anderem die Aufgabe, eine 
allgemeine Methode zur Konstruktion des Fundamentalbereiches einer ge- 
gebenen Gruppe aufzustellen. Indem ich meine damaligen Untersuchungen 
in den folgenden Zeilen darlege, hoffe ich fiir diesen wichtigen Punkt der 
allgemeinen Theorie der automorphen Funktionen eine einfache und sichere 
Grundlage zu liefern.***). 





*) Eine zusammenhiingende, in vielen wesentlichen Punkten von Herrn R. Fricke 
ergiinzte Darstellung der Theorie enthilt das umfangreiche Werk: ,,Vorlesungen iiber 
die Theorie der automorphen Funktionen“ von R. Fricke und F. Klein. (Leipzig 1897.) 

**) Die beziiglichen Arbeiten von Picard finden sich in den Acta mathematica, 
Bdde. I, Il, V. 

W. Wirtinger, Zur Theorie der automorphen Funktionen von nm Verinder- 
lichen, Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
Ba. 108 (1899). 

0. Blumenthal, Uber Modulfunktionen von mehreren Veriinderlichen. Diese 
Annalen, Bdde. 56, 58. 

***) Die Resultate der vorliegenden Arbeit habe ich in einem Vortrage, datiert 
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§ 1. 
Bezeichnungen. 


Zunichst stelle ich hier einige abkiirzende Bezeichnungen zusammen, 
deren ich mich in der Folge bediene. 

Ein System von » in bestimmter Reihenfolge gegebenen endlichen 
Werten 
(1) U1, Uqy* °°, Uy 
werde ein (analytischer) Punkt genannt. Die Werte selbst heiBen die 
Koordinaten des Punktes. Unter einem ,,reellen“ Punkte soll ein solcher 
verstanden werden, dessen » Koordinaten reelle Werte besitzen. Die Ge- 
samtheit aller Punkte (1) bildet den ,,Rawm [n]“. Den Teilbereich dieses 
Raumes, welcher durch die reellen Punkte (1) gebildet wird, werde ich 
meistens mit %t[n] bezeichnen und denselben auch spiiter ais_,,reellen“ 
Raum %i[n] charakterisieren. Der Raum [1] ist also nichts anderes als 
die komplexe Zahlenebene, der reelle Raum [1] die in der Zahlenebene 
liegende Achse der reellen Zahlen. 

Bezeichnet S ein quadratisches Schema von n* GréBen 


Si1y Sigy °°") Sin 
(2) S= | : 


Snir Saar ** "> San 
oder kiirzer 


(2’) S= (Sa) (a, b=1,2,--., n) 
so soll die symbolische Gleichung 
(3) y = Sx 


bedeuten, daB die Koordinaten y,, y,,---,y, des Punktes y mit den Ko- 
ordinaten 2,, %,,---,, des Punktes x durch die Gleichungen 

(4) Yo = Sq %y TF Syg%q +++ + Syy%p (a= 1,2,---,m) 
verbunden sind. Die eine Gleichung (3) steht also fiir die m Gleichungen (4), 
welche bei festgehaltenen Werten der Koeffizienten s,, und variabel ge- 
dachten Werten von 2,, 2,,---, 2%, eine homogene lineare Substitution 
definieren. Diese Substitution werde ebenfalls mit S bezeichnet. Ubrigens 
verwende ich die in der Theorie der linearen Substitutionen allgemein 


vom 8. August 1904, dem internationalen Mathematiker-KongreB in Heidelberg ein- 
gesandt. Der Vortrag wurde jedoch nicht in die KongreBverhandlungen aufgenom- 
men, da ich verhindert war, persénlich an dem KongreB teilzunehmen. Auf die 
Untersuchungen der vorliegenden Arbeit bezieht sich auch das Zitat p. 344 meines 
Aufsatzes vom September 1903 iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 
diese Annalen Bd. 58. 
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tiblichen Bezeichnungen. Sind beispielsweise X und Y ebenso wie S 
lineare Substitutionen, so bedeutet die Gleichung 
(5) Y= 8X, 
daB Y durch Zusammensetzung aus S und X entsteht. Die Gleichung (5) 
vertritt n® Gleichungen, welche ihrerseits offenbar eine lineare Substitution 
bei »® Variabeln darstellen, wenn man die n* Koeffizienten von S als fest, 
die n® Koeffizienten von X als variabel ansieht. Diese Auffassung der 
Gleichung (5) spielt im folgenden eine hervorragende Rolle. Deshalb 
mége hier eine nihere Betrachtung der n? in Rede stehenden Gleichungen 
Platz finden. 

Das in der a" Horizontal- und der f*" Vertikalreihe von X stehende 
Element heiBe z,;, so daB 


(6) X= (23) (a, B=1,2,--., n) 

ist. Entsprechend sei 

(7) Y= (Yas) (a, B= 1,2,-+-,m). 

Man hat dann vermége (5) 

(8) Yap = Sa1%13 + Sae%gt*** F+ San %qp (a, B= 1, 2,--+,m). 


Betrachtet man daher fiir einen festen Wert von f die GréBen 


99 Ter * ty Tye eZ Yrs, Yaar’ **r Yap 
als Koordinaten eines Punktes x) bez. y®), so ist die Gleichung (5) gleich- 
bedeutend mit den » Gleichungen 
(9) y) = Sxi, y® = Sx, ney y” = Sx), 
Wenn man also von der auf » Variable beziiglichen Substitution (3) zu 
der auf n? Variable beziiglichen Substitution (5) tibergeht, so bedeutet 
dieses, daB man die Substitution (3) auf » simultan betrachtete Punkte 
2), 2, ..., a” anwendet. 

Die n® Koeffizienten einer Substitution S denke ich mir in eine be- 
liebige, aber fest gewihlte Reihenfolge gebracht. Sie bilden dann die 
Koordinaten eines bestimmten Punktes im Raume [m*]. Diesen Punkt 
bezeichne ich stets mit demselben Buchstaben, wie die betreffende Sub- 
stitution. Ferner nenne ich den Raum [n*], sofern seine Punkte zur 
Darstellung der Substitutionen S dienen, den Substitutionenraum. In diesem 
Raume sind zwei algebraische Gebilde besonders zu beachten, denen ich 
die Namen ,,Grundgebilde“ bez. ,,singulires Gebilde“ gebe. 

Das Grundgebilde ist der Ort derjenigen Punkte, welche die unimodu- 
laren Substitutionen, d. h. die Substitutionen von der Determinante 1, 
darstellen. Auf ihm liegt insbesondere der ,,inheitspunkt“, welcher der 
identischen Substitution 1 entspricht, d. i. derjenigen Substitution 


(10) (9.,)s 
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deren Elemente die Werte 


9,¢=1, 9,,=9 (a verschieden von A) 


besitzen. 


Das singuliire Gebilde ist der Ort derjenigen Punkte, welche die Sub- 
stitutionen von der Determinante Null reprisentieren. Zu jedem Punkte S, 
der nicht auf dem singuliaren Gebilde liegt, gehért ein bestimmter Punkt S-', 
der Repriisentant der zu S inversen Substitution. 

Die Darstellung der Substitutionen S durch die Punkte des Raumes [n?] 
dient vor allem zur Erleichterung der Ausdrucksweise. Sie erhilt aber 
zugleich auch die fiir meine Untersuchungen wesentliche Vorstellung 
wach, daB man sich bei der Betrachtung der linearen homogenen Sub- 
stitutionen in einem Gebiete von m*? unabhingig verinderlichen Gréfen 
bewegt. 

Mit den groBen griechischen Buchstaben werde ich Gruppen linearer 
Substitutionen bezeichnen. Von den Substitutionen einer solchen Gruppe [ 
setze ich stets, wenn ich nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerke, voraus, 
daB sie ganz, homogen und unimodular sind. Die hierin liegende Be- 
schrinkung ist insofern unwesentlich, als sich das Studium jeder Gruppe, 
deren Elemente beliebige ganze oder gebrochene, homogene oder inhomogene 
lineare Substitutionen sind, auf das einer Gruppe von der genannten be- 
sonderen Beschaffenheit zuriickfiihren 1aBt. 

Liegt eine Gruppe [ bei x Variabeln vor, so kann man in mannig- 
faltiger Weise eine Gruppe [’ bei ’ Variabeln konstruieren, die zu [ 
isomorph ist. Eine jede solche Gruppe [’ heife eine ,,Darstellung“ der 
Gruppe [ bei »’ Variabeln oder auch im Raume [n’]. 

Ordnet man z. B. jeder Substitution (3) bei » Variabeln die Sub- 
stitution (5) bei »* Variabeln zu und durchliuft die Substitution (3) alle 
Elemente einer Gruppe [, so durchliuft die Substitution (5) alle Elemente 
einer Gruppe [’, die eine Darstellung von [ im Substitutionenraume 
vorstellt.*) 

Was den Begriff der ,,infinitesimalen“ Substitution betrifft, so werde 
ich denselben in folgendem Sinne gebrauchen. Von einem unendlichen 
Systeme von linearen homogenen Substitutionen (2) soll gesagt werden, 
es enthalte infinitesimale Substitutionen, wenn sich in demselben solche 
von der identischen verschiedene Substitutionen befinden, deren Koef- 
fizienten sich von denen der identischen Substitution um beliebig wenig 
unterscheiden. Infinitesimale Substitutionen sind also dann und nur dann 





*) Mannigfaltige Beispiele sind meiner Arbeit ,,Zur Invariantentheorie“, diese 
Annalen Bd. 45, zu entnehmen. 
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vorhanden, wenn sich innerhalb des unendlichen Systemes von Substitu- 
tionen die n*? Ungleichungen 


lSaa—9aal <é (a, B = 1, 2,-++,m) 
befriedigen lassen, ohne daB durchgiingig s,,—40,, ist. Dabei bezeichnet « 
eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl. 


§ 2. 
Positive quadratische Formen. 


Um den Gang der Untersuchung spiiter nicht unterbrechen zu miissen, 
schicke ich in diesem und dem folgenden Paragraphen einige Hilfssiitze 
voraus. Die Siitze des gegenwirtigen Paragraphen sind zwar wohlbekannt. 
Trotzdem méchte ich dieselben hier anfiihren, teils der Vollstindigkeit 
wegen, teils um ihnen diejenige Form zu geben, in welcher ich sie weiter- 
hin verwende. 

Der Punkt x mit den Koordinaten 2,, 2, «++, %. 
Raume i[] frei verinderlich. Ferner sei 
(1) H(«) = 54,54, Ls (a, B=1,2,--+, m3 G3 = 430) 
eine quadratische Form der Koordinaten von x mit reellen Koeffizienten a, ,. 

Fiir den Punkt =0, d. h. fiir denjenigen Punkt, dessen Koordi- 
naten samtlich Null sind, hat die quadratische Form den Wert Null. 
Wenn nun fiir jeden andern Punkt x der zugehérige Wert H(x) positiv 
ist, so heiBt die quadratische Form bekanntlich positiv. 

Eine positive Form H(z) laBt sich stets, und zwar nur auf eine 
Weise, in die Jacobische Gestalt 


sei in dem reellen 


(2) H(x) = py (%, + hy%, + b5%, +--+ +4,,2,)° 
+ Dy (tq + bys Zs + typ %, +--+ 6,7,)° 
+ Pus (Tas +t wager 
+ p,% 


bringen. Dabei bedeuten die p, positive, die ¢,, reelle Zahlen. 

Nimmt man umgekehrt die Zahlen p, als beliebige positive, die 
Zahlen ¢,, als beliebige reelle Zahlen an, und bildet mit ihnen nach 
Gleichung (2) die Form H(z), so ist letatere eine positive Form. 

Ich denke mir nun die positive quadratische Form (1) beliebig aber 
bestimmt angenommen und bezeichne dann zur Abkiirzung den Wert 
H(z), welchen die Form in dem Punkt x des Raumes R[n] besitzt, als 
die ,,Hihe* des Punktes x, die Form H(x) selbst aber als ,Hohenform*. 
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Die Héhe verschwindet im Punkte x = 0, hat aber fiir jeden andern Punkt 
einen positiven Wert. 

Soll nun der Punkt x eine Héhe besitzen, welche kleiner ist als eine 
fest gegebene positive Zahl G, so mu, wie die Gleichung (2) erkennen 
liBt, der absolute Betrag jeder einzelnen Koordinate des Punktes x unter 
einer bestimmten positiven Grenze liegen, die sich aus G leicht berechnen 
lat. Um diese Tatsache bequem aussprechen zu kénnen, fiihre ich folgende 
Redewendung ein: Es liege ein bestimmtes System von Punkten in dem 
Raume [nm] (oder auch im Raume [m]) vor. Das Punktsystem heiBe 
dann ,ganz im Endlichen liegend“, wenn fiir jeden Punkt des Systems der 
absolute Betrag jeder einzelnen Koordinate unterhalb einer festen positiven 
Zahl liegt. 

Demnach gilt der Satz: 

Diejenigen Punkte x des Rauwmes Ri[n], deren Hohen unterhalb einer 
gegebenen positiven Zahl G liegen, die also der Bedingung 

H(«2)<G 
geniigen, bilden ein ganz im Endlichen liegendes Punktsystem.*) 

Die Umkehrung dieses Satzes ist evident: 

Liegt ein Punktsystem des Rawmes Ri[n] ganz im Endlichen, so gibt es 
eine positive Zahl G von der Eigenschaft, dap die Ungleichung 

H(2)<G 
fiir jeden Punkt x des Punktsystems gilt. 

Die a Koeffizienten a,, einer quadratischen Form (1) bilden — 
in eine beliebige, aber bestimmte Reihenfolge gebracht — die Koordinaten 
eines Punktes im Raume et}. Diesen Raum nenne ich, sofern seine 


Punkte zur Darstellung der quadratischen Formen dienen, den ,,Raum 
der quadratischen Formen“. 


Der Teilbereich dieses Raumes, welcher die reellen quadratischen 
Formen darstellt, ist nach friiheren Festsetzungen mit a[net | mi be- 
zeichnen. Innerhalb des letzteren bilden wieder diejenigen Punkte, welche 
den positiven quadratischen Formen entsprechen, einen Teilbereich, welchen 
ich mit p(t] bezeichnen und den ,,Raum der positiven quadratischen 


Formen“ nennen will. Die in der Gleichung (2) auftretenden Zahlen 





*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des folgenden: Die Punkte 2, deren Ko- 
ordinaten einer reellen algebraischen Ungleichung 9(a,, 2,,---,%,) <0 geniigen, 
bilden ein ganz im Endlichen liegendes Punktsystem, wenn die Glieder héchster 
Dimension auf der linken Seite der Ungleichung eine positive Form der Variabeln 
%,, %y,°++,%, bilden. Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse t. 1, pag. 304 (Paris 1893). 
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(3) Py» Pay’ * *> Pay te, 7 oe Ste 
sind die Koordinaten eines bestimmten Punktes im Raume atl : 
Vermige der Darstellung (2) der positiven quadratischen Formen (1) wird 


daher der Raum psere| eindeutig umkehrbar und stetig auf den- 


jenigen Teil des Raumes a[ety] abgebildet, welcher durch die Un- 
gleichungen 

P, > 9, Py > 9, +++, P, > O 
bestimmt ist. Diese Abbildung wird, beiliufig bemerkt, von Wichtigkeit 
fiir die Untersuchung der Konvergenz der auf den Fall beliebig vieler 
Variabeln verallgemeinerten Poincaréschen Reihen. Hierbei sind nimlich 


gewisse auf den Raum piety) auszudehnende vielfache Integrale zu 


betrachten, deren Berechnung durch die in Rede stehende Abbildung leicht 
ausgefiihrt werden kann. 

Sind H(z) und H’(x) zwei positive Formen, so ist auch 4.H(x)+ 4’ H’ (x) 
eine positive Form, wenn 4 und 4’ irgend zwei positive Zahlen bezeichnen. 
Betrachtet man daher irgend zwei Punkte (a.;) und (a23) im Raume 


po"), so wird auch jeder Punkt 


(4) (ta + (1—t)ae,) (t=0--- 1) 
diesem Raume angehéren. Die Gesamtheit der Punkte (4) bildet die ,,Ver- 
bindungsstrecke* der Punkte (4.3) und (@¢,), und diese liegt also ganz in 


dem Raume pier”). 


Den Begriff der Héhe, den ich oben fiir die Punkte des reellen 
Raumes [mn] eingefiihrt habe, definiere ich nun auch fiir die Punkte des 
Raumes [”]. Sei x irgend ein Punkt dieses Raumes, so sind seine Ko- 
ordinaten 2,, %,---, £, irgend welche komplexe Zahlen. 

Als Héhe des Punktes kénnte man nun den Wert einer beliebig 
fixierten positiven quadratischen Form der 2m reellen Komponenten der 
Koordinaten definieren. Indessen ist es zweckmiBiger den Begriff etwas 
enger zu fassen, indem man nur spezielle quadratische Formen benutzt, 
nimlich diejenigen, die unter dem Namen der Hermiteschen Formen 
bekannt sind. 

Zur Abkiirzung der Schreibweise setze ich fest, daB, wenn eine Zahl 
durch einen bestimmten Buchstaben bezeichnet worden ist, die konjugierte 
Zahl durch denselben Buchstaben mit Anhingung des oberen Index ° 
angedeutet werden soll. 

Die allgemeine Gestalt einer Hermiteschen Form der Koordinaten des 
Punktes z ist dann 
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(5) H(z) =2 Ag 3% Xp; (a, B = 1, 2,---, n) 
wobei die n* Koeffizienten a,, der Bedingung unterworfen sind, daB Gap 
konjugiert zu a,,, also 
(6) %,™ aap (a, B= 1, 2,---, m) 
sein soll. Infolge dieser Bedingung besitzt die Form H(z) ausschlieBlich 
reelle Werte. 

Thr Wert verschwindet fiir den Punkt = 0. Ist fiir jeden anderen 
Punkt der Wert von H(z) positiv, so heiBt H(x) selbst eine _,,positive 


Form“. Eine positive Hermitesche Form (5) laBt sich, und zwar nur 
auf eine Weise, in die Gestalt 


(7) RN tot bn, Hy) (a2 + Head + +--+ Rath) 
+ Pa(%_ + bg %s + - 4 tanta) # 7 an + +++ Baan) 
+ Py_1(Bq_1 + t,_ 1,n a) (at -1+ e. 1, va!) 
+ DyXqyTr 
bringen, unter p,, p,, --:, p, reelle positive, unter ¢,,,---, ¢,_,,, bestimmte 


komplexe Zahlen verstanden. Nimmt man umgekehrt p,, p,,---, p, reell 
und positiv, t,,---,¢,_1,, aber als irgend welche komplexe Zablen be- 
liebig an und bildet dann nach Gleichung (7) die Hermitesche Form 
H(x), so ist letztere stets eine positive Form. 

Nachdem nun eine positive Hermitesche Form H(x) beliebig fixiert 
ist, will ich den Wert, welchen diese Form in irgend einem Punkte z 
des Raumes [n] besitzt, als die ,,Hdhe“ dieses Punktes, die Form H(z) 
selbst als ,,Héhenform* bezeichnen. Es gelten dann wieder die Sitze: 

Diejenigen Punkte x des Raumes [n|, deren Hohen unterhalb einer ge- 
gebenen positiven Zahl G liegen, die also der Bedingung 

H(z) <G 
geniigen, bilden ein ganz im Endlichen liegendes Punktsystem. 

Liegt ein Punktsystem des Raumes [n] ganz im Endlichen, so gibt es 

eine positive Zahl G von der Beschaffenheit, daB die Ungleichung 
H(z) <G 
fiir jeden Punkt x des Punktsystems gilt. 

Die n? Koeffizienten a,, einer Hermiteschen Form (5) bilden — in 
eine beliebige, aber bestimmte Reihenfolge gebracht — die Koordinaten 
eines Punktes im Raume [n*]. Wegen der Bedingungen (6) macht aber 
die Gesamtheit der allen Hermiteschen Formen entsprechenden Punkte 
nur einen Teilbereich des Raumes [n*] aus. Dieser Teilbereich heiBt der 
»ftaum der Hermiteschen Formen“. Innerhalb desselben bilden diejenigen 
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Punkte, welche die positiven Hermiteschen Formen darstellen, ihrerseits 
einen Teilbereich, welchen ich mit $§[n*] bezeichnen und den ,,Rawm der 
positiven Hermiteschen Formen“ nennen will. . Vermége der Darstellung (7) 
der positiven Hermiteschen Formen ist der Raum $[n*] eindeutig um- 
kehrbar und stetig auf diejenigen Punkte 


Pry Poy ***y Day bigs °° *y Sean 
eines Raumes ee | abgebildet, deren erste » Koordinaten p,, p,,---, p, 


reell und positiv sind. 

Der soeben eingefiihrten Darstellung der Hermiteschen Formen durch 
die Punkte des Raumes [n*] ist fiir manche Zwecke eine andere durch die 
Punkte des reellen Raumes [mn] vorzuziehen. Diese erhalt man folgen- 
dermaBen: 

Man setze, unter a und 6 >a zwei Indizes der Reihe 1, 2,---, » 
verstanden, 


(8) Gee +. bas + iCa as 
wobei 6,, und c,, reell sind. Die Hermitesche Form (5) ist dann, ver- 


mége der Bedingungen (6), vollkommen bestimmt durch die mn? reellen 
Zahlen 


(9) 39° **y Anny Dig, Cig, Oyg, Cg, °° *, Ries Cn—1,n° 

Diese bilden die Koordinaten eines bestimmten Punktes des reellen 
Raumes ®i[n?], welcher Punkt als Reprisentant der Form (5) angenommen 
werden kann. 

Wenn in dieser Weise der Raum §[m*] zur Darstellung der Her- 
miteschen Formen benutzt wird, so bilden diejenigen Punkte dieses 
Raumes, welche die positiven Hermiteschen Formen darstellen, einen Teil- 
bereich von der Eigenschaft, daB die Verbindungsstrecke irgend zweier 
seiner Punkte ganz in ihm enthalten ist. Dies folgt wieder einfach aus 
der Tatsache, daB mit H(~) und H’(#) auch AH(x) + d4’H’(a) eine positive 
Hermitesche Form ist, unter 4 und 4’ irgend zwei positive Zahlen ver- 
standen. 


§ 3. 
Ein Hilfssatz iiber Systeme algebraischer Gleichungen. 

Der Punkt « mit den Koordinaten 2,, 7,,---, 2, werde auf den 
reellen Raum [mn] eingeschrinkt. Die Gesamtheit derjenigen Punkte, 
deren Koordinaten einer Gleichung der Gestalt 

P(%,, Ly +++) %) =O 
geniigen, bildet eine ,,reelle algebraische Fliche“, wenn (a, 2, --+, %) 
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eine ganze rationale Funktion bezeichnet, die nicht identisch Null ist und 
reelle Koeffizienten besitzt. Ich beweise nun folgenden Satz: 

Im Raume Ri[n] sei eine abzdhlbare Menge von reellen algebraischen 
Fliichen gegeben. Dann findet sich in jeder noch so kleinen Umgebung eines 
beliebig fixierten Punktes a sicher ein von a verschiedener Punkt a’, durch 
welchen keine einzige jener Flichen hindurchgeht. 

Seien 
(1) P(X, Xy°°*, %,)=9 (= 1, 2, 3, ---) 
die gegebenen Flachen und a,, a, ---, a, die Koordinaten eines im Raume 
R[n] beliebig fixierten Punktes a. Dann ist zu zeigen, daB die reellen 
Zahlen ¢,, &,---+, €&, 80 bestimmt werden kénnen, da sie erstens nicht 
simtlich Null sind, daB zweitens jede derselben absolut genommen kleiner 
als eine beliebig vorgeschriebene positive GréBe « ist, und daB drittens 
fiir jeden Index : 

Pil, + Ey Uy + f° ++, & + &) 
von Null verschieden ist. 

Man iiberzeugt sich sofort, daB im Falle » =1 der zu beweisende 
Satz richtig ist, da sich in jedem Intervalle a,<2,<a,+e Zahlen a, + «, 
befinden, die einer gegebenen abzaihlbaren Zahlenmenge nicht angehéren. 
Beim Beweise des allgemeinen Satzes darf daher vorausgesetzt werden, 
daB »>1 und der Satz fiir weniger als » Variable schon bewiesen sei. 
Ich setze nun 


Pi (py Lay ++ +> Ly) = (Ly — Hy)" Y (Hy, Lg, -- +, Ly), 
indem ich mit (%,—a,)"* die héchste Potenz von x, — a, bezeichne, die 
in 9, (%,, %,-**, v,) aufgeht. 
Unter den Funktionen 
(4, Ty, °**y @,) 
der »—1 Variabeln 2,, ---, x, ist dann keine identisch Null. Folg- 
lich kénnen die Zahlen «,, ---, ¢, so bestimmt werden, daB jede derselben 
absolut genommen kleiner als « ist und daB fiir jeden Index i 
(ay, Gy + &, +++, @, + &) 
von Null verschieden ist. Es werden dann 


Pi(Lyy My + Egy ++ *y Gy + Ey) = (@y — A) (Hy, Oy + &, ++, a, + &,) 
Funktionen der einen Variabeln 2, sein, von welchen keine einzige iden- 
tisch Null ist. Daher kann man ¢, von Null verschieden und absolut ge- 
nommen kleiner als ¢ so wiiblen, daB fiir jeden Index 7 

Pi(Gy + &, Oy + &, +++) M+ &) 
von Null verschieden ist. Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. 
Unmittelbare Folgerungen aus diesem Satze sind die nachstehenden: 
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1) Im reellen Raume Ri[n] sei eine abziilbare Menge von reellen alge- 
braischen Fliichen gegeben. Dann erfiillen diejenigen Punkte, durch welche 
keine einzige dieser Fliichen hindurchgeht, den Raum R{n] tiberall dicht: 
2) Wenn keine einzige der reellen ganzen rationalen Funktionen 


Pi(%py Lgy yy Vpgay t*y ) (6 = 1, 2,3, --+) 
identisch Null ist, so kann man einem Teil der Variabeln, z. B. den Varia- 
beln 2,44, °**y %_ Solche reelle Werte b,,,, +++, b, beilegen, dap keine einzige 
der dadurch entstehenden Funktionen 
Pi(%y, Vey °° *y Lpy Ogi, sty b,) (G1, 2, 3,--+) 
der Variabeln x,, x, +++, 2, identisch Null ist. 
Hat man nimlich ¢,, &,---, &, so bestimmt, daB fiir jeden Index 7 
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P(A + &, My + &, +++, &, + &) 
von Null verschieden ist, so geniigt es offenbar 


by a1 = O41 + ns © ae by = 4, + &, 
zu nehmen. Man sieht zugleich, daB man die speziellen Werte b,,,,-- -, b, 


so dicht bei beliebig gewihlten Werten a,,,,---, a, annehmen kann, wie 
man will. 


§ 4. 
Das Punktsystem einer Gruppe. 


Es sei nunmehr [ eine Gruppe, gebildet aus unendlich vielen uni- 
modularen homogenen linearen Substitutionen bei » Variabeln. 

Das Punktsystem im Substitutionenraum [n?], welches die Substitu- 
tionen der Gruppe darstellt, bezeichne ich ebenfalls mit [. Da die Sub- 
stitutionen unimodular sind, so liegen die Punkte von [ siimtlich auf dem 
Grundgebilde (§ 1) und unter ihnen findet sich insbesondere der Einheits- 
punkt. 

Nun gilt beziiglich des Punktsystems [ der folgende Satz: 

Besitzt das Punktsystem 1 eine Héiufwngsstelle im Endlichen, so ist das 
Punktsystem ,in sich dicht“, d. h. jeder seiner Punkte ist Héufungsstelle. 

In der Tat: sei P eine Hiufungsstelle von [, die im Endlichen liegt. 
Dann kann man aus dem Punktsystem [ eine Reihe von Punkten 


(1) S,, 8, — S,, as 


herausheben, welche die eine Hiufungsstelle P besitzen, was durch die 


Gleichung a iad 
Lim S; = 


angedeutet werden kann. Da die Punkte (1) simtlich auf dem Grund- 
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gebilde liegen, so gilt dasselbe vom Punkte P. Es ist daher P-' ein 
bestimmter im Endlichen liegender Punkt. Die zu (1) ,,inverse“ Reihe 
(2) S*; S~*; des S>', a 

besitzt offenbar die eine Hiufungsstelle P-'. Aus dem Begriff der Gruppe 
folgt nun, daB mit den Punkten P und Q auch gleichzeitig der Punkt 
PQ Hiufungsstelle des Punktsystems [ ist und daB gleichzeitig mit P 
auch SP Hiaufungsstelle von [ ist, unter S eine beliebige Substitution 
der Gruppe [ verstanden. 

Demnach ist gleichzeitig mit P auch P P-'=1 und folglich auch 
S-1=S, d. h. jeder beliebige Punkt des Punktsystems [, Hiiufungsstelle 
dieses Punktsystems, w. z. b. w. 

Weil nun die Gruppe [ stets und nur dann infinitesimale Substitu- 
tionen enthilt, wenn das entsprechende Punktsystem [ den Einheitspunkt 
zur Hiufungsstelle hat, so folgt: 

Eine Gruppe T ist dann und nur dann ohne infinitesimale Substitu- 
tionen, wenn das entsprechende Punktsystem ( keine im Endlichen liegende 
Héiufungsstelle besitzt. 

Ein Punktsystem, welches im Endlichen keine Hiufungsstelle besitzt, 
ist bekanntlich abzihlbar. Bezeichnet nimlich Q die Summe aus den 
Quadraten der absoluten Betriige der Koordinaten des einzelnen Punktes, 
so gibt es in dem Punktsystem nur endlich viele Punkte, deren Q unter 
einer gegebenen positiven GréBe liegt. (Offenbar ist Q ein spezieller Fall 
des in § 2 eingefiihrten Héhenbegriffes.) Demnach lassen sich die Punkte 
des Systems nach steigenden Werten der GréBe @Q in eine einfach ge- 
ordnete Reihe bringen. Diese Tatsache ergibt in Verbindung mit dem 
soeben bewiesenen Satze das Resultat: 

Die Substitutionen einer Gruppe T ohne infinitesimale Substitutionen 
bilden stets eine abzihlbare Menge. 


§ 5. 
Aquivalente Punkte und reduzierte Punkte im Substitutionenraum. 
Es seien nun 
(1) S,=1, S,, S,, 8,--- 
die Substitutionen einer Gruppe [ ohne infinitesimale Substitutionen. 


Wenn dann X ein verinderlich gedachter Punkt des Substitutionen- 
raumes ist, so geben die Gleichungen 


(2) Y=8,X (¢=0, 1, 2, 3, -+*) 
eine Darstellung der Gruppe [ bei n* Variabeln. 
Zwei Punkte X und Y, fiir welche eine der Gleichungen (2) besteht, 
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heiBen ,,diquivalent*. Von zwei iquivalenten Punkten ist jeder oder keiner 
auf dem singuliiren Gebilde gelegen. 

Ich werde nun in der Folge, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil be- 
merkt wird, stets stillschweigend voraussetzen, dab die in Betracht gezogenen 
Punkte des Substitutionenraumes nicht auf dem singuléren Gebilde liegen. 

Ist X ein Punkt des Substitutionenraumes, so mége das System der 
ihm iquivalenten Punkte 


(3) §,X = X, 8X, &X, &X,-:- 


zur Abkiirzung mit [(X) bezeichnet werden. Ein solches System heiBt 
ein ,,vollstiindiges System dquivalenter Punkie“. Das System [ (1) ist mit 
dem Punktsystem [ (§ 4) identisch. Ein Punktsystem [(X) hat folgende 
wichtigen EHigenschaften: 

1) Keine zwei Punkte des Systems 1(X) fallen zusammen. 

Denn aus S,X = S,X folgt durch Multiplikation mit X-', daB S, = S, 
sein mub. 

2) Das Punktsystem 1(X) hat keine Hiiufungsstelle im Endlichen. 

Denn wiire P eine solche Hiufungsstelle des Punkisystems (3), so 
wiirde PX~-' eine im Endlichen liegende Hiufungsstelle des Punktsystems 


ul ul y Y 
So» S,, S., Ss, ee 


sein, wahrend doch nach § 4 eine Hiufungsstelle nicht existiert. 

Es soll sich nun zunichst darum handeln, aus einem vollstandigen 
System iiquivalenter Punkte nach eindeutigem Gesetze einen oder doch 
eine endliche Anzahl als ,,Repriisentanten“ des Systems auszuscheiden, 
gerade so wie man aus einem Systeme iiquivalenter quadratischer Formen 
eine ,,reduzierte* Form ausscheidet. 

Zu diesem Zwecke nehme ich die Héhenform H(X) beliebig aber be- 
stimmt an. (Es bedeutet also H(X) eine positive Hermitesche Form der 
n® Koordinaten des Punktes X.) Nun bilden nach § 2 diejenigen Punkte, 
deren Héhen unter einer gegebenen positiven Zahl liegen, einen ganz im 
Endlichen liegenden Bereich. Diesem Bereiche kénnen nur endlich viele 
Punkte eines vollstiindigen Systems (3) iiquivalenter Punkte angehéren, 
weil anderenfalls fiir dieses System eine Hiufungsstelle im Endlichen vor- 
handen wire. Man kann daher die Punkte des vollstindigen Systems (3) 
nach steigender Héhe anordnen und ist sicher, da ein und derselbe 
Hihenwert stets nur bei endlich vielen Punkten des Systems auftreten 
kann. Insbesondere gibt es in dem Systeme [(X) eine endliche Zahl von 
Punkten von kleinster Hohe. 

Eiinen jeden Punkt des Systems [(X), dem innerhalb dieses Systems 
eine kleinste Hohe zukommt, will ich ,veduziert* nennen. 
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In jedem vollstiindigen Systeme fquivalenter Punkte gibt es also eine 
endliche Anzahl von reduzierten Punkten. 

Damit ein bestimmter Punkt X unter allen ihm aquivalenten Punkten 
‘eine minimale Héhe besitzt, ist notwendig und hinreichend, da die Un- 
gleichungen 
(4) H(X) SH(S,X) (é = 1, 2,3, - +) 

‘erfiillt sind. Durch die Ungleichungen (4) sind daher die reduzierten Punkte 
volistiindig charakterisiert. 

Hierzu ist nun noch folgendes zu bemerken. Uber die Natur der 
Koeffizienten in den Substitutionen der Gruppe habe ich bislang keine 
Voraussetzung gemacht; sie konnten reelle oder komplexe Werte besitzen. 
Jetzt will ich nun den besonderen Fall noch naher betrachten, in welchem 
die Substitutionen der Gruppe [ ausschlieBlich reelle Koeffizienten auf- 
weisen, oder, wie man kiirzer sagen kann, den Fall, in welchem die 
Gruppe [ ,,reell“ ist. Dann kann man statt aller Punkte des Substitu- 
tionenraumes auch nur die reellen Punkte desselben in Betracht ziehen, so 
daB man sich ausschlieBlich in dem reellen Substitutionenraume R[x] 
bewegt. Zugleich darf man die Héhenform H(X) als eine positive qua- 
dratische Form der n* reellen Koordinaten des Punktes X annehmen. 
Die reduzierten Punkte sind dann alle Punkte X des reellen Substitutionen- 
raumes, welche die Ungleichungen (4) befriedigen. 

Das Ziel der nun folgenden Betrachtungen wird eine niihere Unter- 
suchung desjenigen Bereiches F' sein, welcher durch die Gesamtheit aller 
reduzierten Punkte gebildet wird. Im allgemeinen Falle ist F’ ein Bereich 
des Substitutionenraumes [n*|, im Falle einer reellen Gruppe ist J’ ein 
Bereich des Raumes §[n*]. 


§ 6. 
Die Untergruppe der Hohenform. 

Die Héhenform H(X) wird der identischen Gleichung 
(1) H(X) = H(SX) 
selbstverstiindlich geniigen, wenn fiir S die identische Substitution S, ge- 
nommen wird. Méglicherweise besteht aber die identische Gleichung (1) 
auch noch fiir andere der Gruppe [ angehérende Substitutionen S. Jeden- 
falls wird die Anzahl dieser Substitutionen eine endliche sein, da sonst in 
einem jeden vollstiindigen Systeme fquivalenter Punkte ein und derselbe 
Héhenwert unendlich oft auftreten wiirde, was nach § 5 nicht der Fall 
sein kann. 

Diejenigen unter den Substitutionen der Gruppe [, fiir welche die 
identische Gleichung (1) besteht, bezeichne ich mit 








»s =: ae - ft oe ee 6a 
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(2) T= 1, T;, Y Ty_15 
so daB also die Gleichungen 
3) H(X)=H(Z,X)  (§=0,1,2,---, h—1) 


identisch, d. h. fiir jede Wahl des Punktes X im Substitutionenraum [n*], 
bestehen, und da8 umgekehrt jede Substitution S der Gruppe [, fiir 
welche: die Gleichung (1) identisch gilt, notwendig unter den Substitu- 
tionen' (2) vorkommt. 

Diese Substitutionen (2) bilden offenbar eine Untergruppe der Gruppe I. 
Diese Untergruppe ist eine endliche Gruppe von der Ordnung h. Ich be- 
zeichne sie mit [, und nenne sie die ,,Untergruppe der Héhenform W(X)*. 

Die Gesamtheit der Substitutionen von [ ordne ich in bekannter 
Weise nach den Substitutionen der Untergruppe [, in h Reihen 

S = 1, Si, Ss, Ss,°°° 
(4) 1,55, Tq, S, 7, Ss, 7,83; _ 
T, 1 5p) T,_15,; 7,183, T, 183, ra 
an. Dabei habe ich, wie man sieht, die Bezeichnung der Substitutionen 
von Ff etwas modifiziert: wiihrend bisher S,, S,, S,,--- die séimtlichen 
Substitutionen von [ bezeichneten, bilden sie von jetzt ab im allgemeinen 
nur einen Zeil der Substitutionen von [. Die séimélichen Substitutionen 
von Ff sind jetzt in der Form 
(5) 7,8, 
enthalten, wo 7 die ganzen Zahlen von 0 bis h— 1 und, unabhingig da- 
von, k alle ganzen Zahlen von 0 ab durchlaufen mub. Die Substitution 
(5) gibt jede Substitution von [, aber jede auch nur ein Mal, d. h. die 
Gleichheit 7S, = TS, 


besteht nur, wenn i = i’, k =k’, wenn also 7; mit T, und zugleich S, mit 
S, zusammenfiallt. 
Das vollstindige System der zu einem beliebig gewahlten Punkte X 
iiquivalenten Punkte zerlegt sich in Gruppen von je h Punkten: 
(6) SX, 7,8,X,---, T,_,5,X, 
so daB stets den h Punkten derselben Gruppe die ndmliche Hohe zukommt. 
Behalt man von den / Punkten einer solechen Punktgruppe nur den 
ersten bei, so entsteht das Punktsystem 
(7) S,X = X, S,X, SX, S,X,---, 
welches ich das ,gereinigteé System der zu X iquivalenten Punkte nenne. 
Die h Punkte (6) bilden ein vollstindiges System beztiglich der 
Untergruppe [, aiquivalenter Punkte, und aus dem Punktsystem (7) ent- 
22* 
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steht das vollstindige System [(X) der zu X beziiglich der Gruppe [ 
iiquivalenten Punkte, indem man zu jedem Punkte S,X die ihm beziiglich 
der Gruppe [,, aquivalenten Punkte hinzufiigt. 

Die Gruppe [, hingt von der Wahl der Héhenform H(X) ab. Fiir 
den Fall, wo die Substitution 
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? 
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der Gruppe [ angehért, wird aber diese Substitution, gleichgiiltig wie 
die Héhenform H(X) gewihlt wurde, auch in der Gruppe [, vorkommen. 
Die Ordnung dieser Gruppe wird daher dann stets eine gerade Zahl h = 2h’ 
sein, und die Substitutionen (2) von [, lassen sich dann in zwei Reihen 
(8) | T,= 1, T;; T,, (ee Pye) 

| —,, ie —T,, a —Ty_; 
zerlegen. Es gelten nun folgende Siatze: 

Wenn die Gruppe ° die Substitution —1 nicht enthilt, so lipt sich 
die Hohenform H(X) stets so wiihlen, dap ihre Untergruppe aus der einen 
identischen Substitution besteht. 

Wenn die Gruppe T die Substitution —1 enthdlt, so lift sich die 
Hohenform H(X) stets so wiihlen, dap thre Untergruppe aus der identischen 
Substitution und der Substitution — 1 besteht. 

Es geniige, den Beweis dieser Sitze fiir den Fall einer reellen 
Gruppe [, in welchem die Héhenform H(X) als positive quadratische 
Form der Koordinaten x,, des Punktes X angenommen wird, zu fiihren. 
Zuniichst betrachte ich eine reelle quadratische Form 
(9) H(X) -> Ca, a 8 Mes Ve 39 (Cas, a 3 = Cw x, a3) 
in welcher ich nicht nur die »* Zahlen x,,, sondern auch die simtlichen 
Koeffizienten c,,,., als frei veriinderliche reelle-GréBen ansehe. Unter S 
eine reelle Substitution verstanden, untersuche ich, wann die Gleichung 
(10) H(X) = H(SX) 
identisch in den Variabeln c¢,,..,%,, besteht. Soll dies der Fall sein, 
so muB identisch ms 


2A agep os Uy pt ies 2 “apep You 3 Yar 
sein, wobei y.s die Koordinaten des Punktes SX sind, welche sich als 


lineare homogene Funktionen der Variabeln x,, darstellen. Aus vor- 
stehender Gleichung folgt 
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Yas Yu's! = Lay Lea's’ 


und hieraus leicht 

Yas = EX a 34 (a, 6=1,2,--., n) 
wo ¢ entweder den Wert + 1 oder den Wert — 1 bezeichnet. Demnach 
besteht die Gleichung (10) nur dann identisch, wenn S=1 oder S=—1 ist. 

Nunmehr bilde ich das System von Gleichungen 
(11) H(X) — H(SX), 
indem ich fiir S der Reihe nach alle Substitutionen der Gruppe [ nehme, 
mit AusschluB der Substitution S=1 und auch der Substitution S=— 1, 
wenn dieselbe in der Gruppe [ vorkommen sollte. Keine einzige dieser 
Gleichungen (11) ist in den Variabeln ¢.3,«'9, Yes identisch erfiillt. Daher 
kann man nach dem letzten Satze des § 3 den Variabeln ¢.3,«'3 solche 
bestimmten Werte beilegen, daB H(X) eine positive quadratische Form der 
Variabeln x,, wird und daB zugleich keine einzige der Gleichungen (11) 
in den Variabeln x,, identisch besteht. 

Die so bestimmte Form H(X) hat dann offenbar die Eigenschaft, 
daB die ihr entsprechende Gruppe [, keine anderen Substitutionen als die 
Substitution 1 und —1 enthalten kann. Eine Héhenform, deren Unter- 
gruppe nur die absolut notwendig vorhandenen Substitutionen 1 resp. 
1 und —1 enthilt, nenne ich eine ,,allgemeine“ Héhenform der Gruppe [. 


§ 7. 
Fundamentalbereiche im Substitutionenraum. 

Indem ich die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen beibehalte, be- 
trachte ich das System der Gleichungen 
(1) H (S,X) = H(S, X) 
unter ¢ und i irgend zwei verschiedene Indizes der Reihe 0, 1, 2,--- 
verstanden. 

Keine einzige dieser Gleichungen ist in den Koordinaten x,, des 
Punktes X identisch erfiillt. Denn wire fiir zwei bestimmte Indizes i 
und i identisch 

H(S,X) = H(S8,X), 
H(X) = H(S,8-" X), 
8,S-' = T,, 


S, = TS, = T,S,, 
also endlich S, = S, sein. 
Im Falle einer reellen Gruppe F stellt jede der Gleichungen (1) eine 


so wiirde auch identisch 
folglich 


und 
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reelle Gleichung zweiten Grades zwischen den Koordinaten x, vor; im 
Falle einer beliebigen Gruppe [ kann man jede der Gleichungen (1) an- 
sehen als eine reelle Gleichung zweiten Grades zwischen den 2n? reellen 
Komponenten der Koordinaten «, ;. 

Da nun keine einzige der Gleichungen (1) identisch besteht, so gibt 
es nach § 3 Punkte X des Substitutionenraumes, welche keiner einzigen 
der Gleichungen (1) geniigen, und zwar erfiillen diese Punkte den Sub- 
stitutionenraum iiberall dicht. 

Jeden derartigen Punkt X will ich ,reguldr“ nennen. Ist X ein 
regulirer Punkt, so werden in dem gereinigten System der zu X iqui- 
valenten Punkte 
(2) S,X=—X, SX, SX, S,X,--- 


eo? 
keine zwei vorhanden sein, welche dieselbe Héhe besitzen, und durch diese 
Eigenschaft sind die reguliéren Punkte auch véllig charakterisiert. 

Wenn X ein regulirer Punkt ist, so ist, wie leicht zu zeigen, auch 
SX ein reguliirer Punkt, unter S eine beliebige Substitution der Gruppe [ 
verstanden. In einem vollstiindigen System aquivalenter Punkte ist daher 
entweder jeder oder kein Punkt regulir. 

Ein vollstindiges System ‘quivalenter Punkte der ersten Art, in 
welchem also ein und folglich jeder Punkt regular ist, heibe ein ,reguldres“ 
System. Dieselbe Bezeichnung verwende ich auch fiir die gereinigten 
Systeme fquivalenter Punkte. 

Nach § 5 ist ein reduzierter Punkt durch die Ungleichungen 
(3) H(X) < H(S,X) (¢= 1, 2,3,---) 
charakterisiert; denn das Bestehen dieser Ungleichungen ist notwendig 
und hinreichend, damit dem Punkte X unter allen ihm Aquivalenten 
Punkten eine minimale Héhe zukommt. Der durch (3) bestimmte Bereich 
aller reduzierten Punkte ist der Bereich F des Substitutionenraumes, 
welcher naher untersucht werden soll. 

Er heiBe der zur Héhenform H(X) gehérende Fundamentalbereich 
der Gruppe [ im Substitutionenraum, oder auch, wenn kein Mifverstindnis 
zu befiirchten ist, kurz ,,.Fundamentalbereich der Gruppe (“. 

Bezeichnet X einen beliebigen Punkt des Substitutionenraumes, so 
sind unter den ihm fquivalenten Punkten eine endliche Zahl von redu- 
zierten vorhanden. D. h.: 

yJeder Punkt X ist einer endlichen Zahl von Punkten des Fundamental- 
bereiches F' diquivalent.“ 

Wenn X ein reduzierter Punkt ist, so sind auch die Punkte 7, X= X, 
T,X,---, T,_,X reduziert, da ihnen die gleiche Héhe, wie dem Punkte X 
zukommt. D. h. 
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Die Punkte des Fundamentalbereiches F ordnen sich zu je h einander 
beziiglich der Gruppe T,, also auch beziiglich der Gruppe 1, dquivalenten an. 

Der bequemeren Ausdrucksweise wegen werde ich solche h Punkte, 
die beztiglich [, einander aquivalent sind, als nicht wesentlich verschieden 
bezeichnen. 

Ich fiihre nun weiter denjenigen Teilbereich F’’ des Fundamental- 
bereiches F' in die Betrachtung ein, welcher durch die Ungleichungen 
(4) H(X)<H(S,X)  @=1,2,8,--) 
charakterisiert wird. 

Jedes gereinigte System fquivalenter Punkte, welches regular ist, 
enthilt sicher einen, und zwar nur einen Punkt, der dem Bereiche F’ 
angehért. Denn da die Héhen der Punkte eines solchen Systems alle 
untereinander verschieden sind, so gibt es nur einen reduzierten Punkt 
unter ihnen und die Héhe dieses reduzierten Punktes ist kleiner als die 
Hohe jedes andern Punktes des Systems. 

Zwei Punkte des Fundamentalbereiches, von denen wenigstens einer dem 
Bereiche F’ angehirt, sind nur dann einander dquivalent, wenn sie nicht 
wesentlich verschieden sind. 

Seien nimlich X und Y Punkte des Fundamentalbereiches, von 
denen etwa X dem Bereiche F” angehért, seien ferner Y und X iiqui- 
valent, also 

Y = 7,8,X, 
unter & einen Index der Reihe 0, 1,---, h— 1, unter ¢ einen Index der 
Reihe 0,1, 2,--+ verstanden. Ich behaupte, es muB i=0, also Y= 7,X, 
d.h. Y und X nicht wesentlich verschiedene Punkte sein. Wire niam- 
lich i nicht Null, so hatte man 
H(X) < H(S;X) = H(7,S,X) = H(Y). 
Andererseits aber, da Y dem Bereiche F’ angehért, also als reduzierter 
Punkt nicht gréBere Hohe hat als irgend ein ihm iquivalenter Punkt, 
H(Y) <H(X), 
was im Widerspruch mit der vorhergehenden Ungleichung H(X) < H(Y) 
steht. Eine der wesentlichsten Eigenschaften des Bereiches F’’ ist 
nun diese: 

Der Bereich F’’ besteht ausschlieBlich aus inneren Punkten, d. h. be- 
zeichnet X irgend einen Punkt des Bereiches F’, so gehiren alle Punkte 
des Substitutionenraumes, die sich in einer geniigend klein um X abgegrenzten 
Umgebung befinden, ebenfalls dem Bereiche F’ an. 

In der Tat: sei X ein Punkt von F’. Wenn nun keine Umgebung 
von X vorhanden wiire, die ganz dem Bereiche F’ angehért, so wiirde 
eine Reihe von Punkten 
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(5) X,, X;, ae X;, a 
existieren, von denen keiner dem Bereiche F’ angehért und welche den 
Punkt X als einzige Haufungsstelle besitzen. DaS die Punkte (5) F” 
nicht angehéren, driickt sich durch die Ungleichungen 
(6) H(X,) = H(S; X;), H(X,) = H(S,, X2), sel H(X;) = H(S,,X;), pies 
aus, in welchen j,, ¢,,---,%;,--- passend zu wiiblende Indizes der Reihe 
1,2,--- bedeuten. Da die Punkte (5) den Punkt X als einzige Hiufungs- 
stelle besitzen, so bilden sie ein Punktsystem, das ganz im Endlichen 
liegt. Die Héhen dieser Punkte bleiben daher unter einer festen positiven 
Grenze und nach (6) gilt das Niamliche fiir die Héhen der Punkte 
(7) SX, SX, ---, 8,,Xj,--> 
Folglich bilden diese Punkte (7) ebenfalls ein ganz im Endlichen liegendes 
Punktsystem. Weil nun Gleiches fiir die Punkte 
Ts ey *** ae eo 
gilt, welche die eine Haufungsstelle X~’ besitzen, so werden auch die 
Punkte 
(8) S, = (S;, X;) Xr", S,, = (S,, Xe) X,',--- 
ein ganz im Endlichen liegendes Punktsystem bilden. Daher kénnen 
unter diesen Punkten nur endlich viele verschiedene vorhanden sein, weil 
sie sonst, im Widerspruch mit § 4, eine Hiiufungsstelle im Endlichen 
besitzen wiirden. Es kommt also unter den Punkten (8) sicher ein 
Punkt — etwa S, — unendlich oft vor. Die Punkte (7) besitzen dann die 
Haufungsstelle S,X und fiir diese folgt aus den Ungleichungen (6) 
H(X) >H(S,X), 

entgegen der Voraussetzung, daB X dem Gebiete F’ angehért, also den 
Ungleichungen (4) geniigt. Somit ist die Annahme, der aufgestellte Satz 
sei nicht richtig, unzulissig. 

Jeder Punkt des Bereiches F’, also jeder reduzierte Punkt, gehirt dem 
Bereiche F’ oder seiner Begrenzwng an. 

Um dieses zu beweisen, betrachte ich einen beliebigen Punkt P des 
Substitutionenraumes und eine Reihe von reguliren Punkten 


(9) P,, Py ++, Py, +++, 

die P als Grenzlage haben. Die Indizes ¢,, i,, ---, i,,--- aus der Reihe 
0, 1, 2,--- wihle ich so, dab 

(10) X, = 8, P,, X, = 8, Py, oe X,= 8, P,, “es 


reduzierte Punkte sind. Diese reduzierten Punkte liegen, da sie regular 
sind, simtlich im Bereiche F'’. Fiir jeden Index & gilt 


(11) H(X,) <H(P), di H(S,P,) <H(B). 











U 
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Die Punkte (9) bilden ein ganz im Endlichen seen Punktsystem und 
ebenso die zu (9) ,,inversen“ Punkte P,*, Ps ',---, Py ',---. Hieraus 
und aus den Ungleichungen (11) folgert maa, daB auch die Punkte 
S,,P, und also auch die Punkte S, = S, P, P,;* ein ganz im Endlichen 
liegendes Punktsystem bilden. Ks muB folglich unter den Indizes 


i, tgp *) Gy *** notwendig einer — er heiBe i — unendlich oft auftreten. 
Demnach gilt fiir unendlich viele Indizes k 
(12) X,=8,P,, H(X,) SH(SX,), 


wobei S eine beliebig gewihlte Substitution von [ bezeichnet. LaBt 
man k iiber alle Grenzen wachsen, so nihern sich die Punkte S,P, der 
Grenzlage 


(13) X = S;P, 
und fiir diese gilt nach der Ungleichung (12) 
(14) H(X) < H(SX). 


Der Punkt X ist nach (14) reduzierter Punkt und nach (13) dem _ be- 
liebig gewahlten Punkt P aquivalent; er ist also ein beliebiger reduzierter 
Punkt. Da er ferner Grenzlage der Punkte X, ist, so liegt er im Innern 
oder an der Begrenzung von F’. Der aufgestellte Sutz ist damit bewiesen. 

Jeder Punkt der Begrenzung von F’, der im Endlichen liegt und nicht 
dem singuldren Gebilde angehért, ist reduzierter Punkt. 

Denn ist X ein im Endlichen liegender Punkt der Begrenzung von 
I’, so sei derselbe etwa Grenzlage der Reihe von Punkten 

} a we Tee 
die dem Bereiche F’ angehéren. Fiir den Punkt X, gilt 
H(X;) < H(S,X;) (@ = 1,2,--+) 
und hieraus, indem man /& unendlich wachsen 1|aBt, 
(15) H(X) < H(S;X) (¢=1,2,---). 

Ist X auBerdem ein Punkt, der nicht auf dem singulairen Gebilde 
liegt, so ist demnach X ein reduzierter Punkt, w. z. b. w. 

Aus den letzten beiden Siatzen geht hervor, daB der Fundamental- 
bereich F' aus den Punkten des Bereiches J” und denjenigen Punkten 
der Begrenzung von F’ besteht, die im Endlichen und nicht auf dem 
singularen Gebilde liegen. Die Punkte von F” sind die inneren Punkte 
von F’, die an der Begrenzung von J” liegenden Punkte die ,,Rand- 
punkte* von F. Bezeichnet X einen Punkt von F, der an der Be- 


grenzung von F” liegt, so muB in den Ungleichungen (3) mindestens fiir 
cinen Index i das Gleichheitszeichen gelten, weil sonst X dem Bereiche F”’ 
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selbst angehéren wiirde. Jeder Randpunkt von J’ befindet sich also auf 
einer der Flichen 
(16) H(X) = H(S,X) (¢= 1, 2,3,---). 

Um fiir einen bestimmten Randpunkt X die zugehdérigen Fliachen (16), 
auf denen er liegt, zu bestimmen, hat man das zu X gehérige gereinigte 
System aquivalenter Punkte nach aufsteigender Hihe zu ordnen. Ergibt 
sich dabei etwa 
(17) H(X) =H(S, X) = H(S,X) = H(S,X) << H(S,,, X)<---, 
so sind die i=1,2,---,r entsprechenden Flaichen (16) diejenigen, auf 
welchen der betrachtete Randpunkt X liegt. Die Anzahl r dieser Flachen 
ist den Eigenschaften der Héhe zufolge stets eine endliche. Man be- 
trachte nun eine Reihe von Punkten des Bereiches F’’ 

(18) X., Mey***) Tes ** 
welche den Randpunkt X als Grenzlage besitzen. In dem zu X, ge- 
hérenden gereinigten System dquivalenter Punkte sei S, X, derjenige oder 
einer derjenigen, welchen das zweite Héhenminimum zukommt, so daB also 
(19) H(X,) <H(S,X,) <H(S,X,) (i= 1, 2,3, --9). 

Ich behaupte nun, daB von einem geniigend groB gewihlten Index i 
ab die Indizes i, simtlich der Reihe 1,2,---,r angehdrend vorausgesetzt 
werden diirfen. Andernfalls bestainden namlich fiir unendlich viele Indizes /: 
die Ungleichungen 
(20) H(X,) < H(S, X;) < H(S; X,) Q = 1,2, ‘<7 
wobei die Indizes ¢, simtlich gréBer als r sind. Durch eine schon wieder- 
holt angewandte SchluBweise wiirde hieraus folgen, daB unter den Indizes i, 
ein and derselbe Index ¢ unendlich oft auftreten miiBte. Indem man 
sodann / unendlich wachsen lift, wiirde aus (20) folgen, daB 

H(S, X) < H(S,X) (jg =1,2,---,r) 
wire, was den Ungleichungen (17) widerstreitet. 

Hieraus geht hervor, daB die Flachen (16), auf denen sich die Rand- 
punkte von F finden, jedenfalls unter denjenigen Flachen zu suchen sind, 
die auf folgende Weise erhalten werden. Man fixiere einen Punkt — 
er heiBe X, — im Bereiche F’ und ordne das ihm entsprechende ge- 
reinigte System aquivalenter Punkte nach steigender Hohe. Dabei mége 
sich herausstellen, daB den Punkten S, X,, S,,X,,---, Ss X_ das zweite 
Héhenminimum entspricht, so daB 


~ H(X,) < H(S,X,) = H(S,Xp) = ++» = H(Sya X) < + - 
ist. Endlich bilde man die Flaichen 


"? 


(21) H(X)=H(S,X), H(X) =H(S,X), ---, H(X) = H(SwX). 








aan a ~~ ww ~*,. 








auf 


L6), 
gte 
ribt 


auf 
len 


be- 


re- 
ler 
sO 


k 
zt 
k 








Automorphe Funktionen von* ibeliebig vielen Variabeln. 347 


Unter den so fiir alle méglichen Li @@ von X, entstehenden Flichen 
(21) befinden sich dann sicher auch die, ‘enigen, welche die Randpunkte 
des Fundamentalbereiches F' tragen. 

Jeder beliebige (nicht auf dem singulire ¥ “ebilde liegende) Punkt P 
des Substitutionenraumes ist entweder gen % / untereinander nicht 
wesentlich verschiedenen Punkten des Bereiches +’ ‘iquivalent, oder aber 
er ist gewissen in endlicher Anzahl vorhandenen .Punkten der Begrenzung 
von F” iiquivalent. Diese Tatsache laBt sich noc: t im anderer, anschau- 
licherer Weise ausdriicken. Dabei will ich einen Punkt P erster oder 
zweiter Art nennen, je nachdem er einem Punkte ,Yon F’’ oder einem 
Punkte der Begrenzung von F” aquivalent ist. 

Wenn der Punkt X, jede mégliche Lage in dem B'ereiche F” erhilt 
und i irgend einen Index der Reihe 0,1,2,--- bedeut et, so wird der 
Punkt S,X, einen gewissen Bereich beschreiben, den ich mit SF” be- 
zeichnen will. Der Bereich S,F’ ist mit F’’ identisch. Die Bereiche 
(22) S,F’ =F’, SF’, 8,F’,--- 
haben nun die Kigenschaft, daB jeder Punkt erster Art eine m und nur 
einem dieser Bereiche angehért, und daB umgekehrt jeder L’umkt, der 
einem der Bereiche (22) angehért, ein Punkt erster Art ist. Keine 
zwei dieser Bereiche haben einen gemeinsamen Punkt. Jeder Punkt 
zweiter Art gehért der Begrenzung von mindestens zwei, stets aber sicher 
von einer endlichen Anzahl der Bereiche (22) an, und umgekehrt ist jeder 
Punkt P, der der Begrenzung eines der Bereiche (22) angehért, von der 
zweiten Art. 

Die Bereiche (22) geben also eine einfache und liickenlose Eimteilu'ng 
des Substitutionenraumes, wobei, wie immer, die auf dem simgularen 
Gebilde liegenden Punkte von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben. 


§ &. 

Darstellung der reellen Gruppen im Raume der positiven 

quadratischen Formen. 

Ich werde nun den Fall einer reellen Gruppe naher betrachten und 
die bisherigen, dann auf den reellen Substitutionenraum R[n*] beziiglichen, 
Ergebnisse in gewisser Weise auf den Raum der positiven quadratischen 
Formen iibertragen. Hierbei bediene ich mich folgender abkiirzenden 
Bezeichnungen. Ist 


(1) P ->) Bag Wats («, B, =1,2,-++,n; 3 = Ws «) 
a, p 


, so soll 


eine reelle quadratische Form von » Variabeln w,, u,,---, U, 
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der Buchstabe P nicht nur zur Bezeichnung der Form, sondern ebenso 
zur Bezeichnung des die Form reprisentierenden Punktes im Raume 


n 1 P r " " 
af” at ‘1, sowie zur Bezeichnung der aus den Koeffizienten der Form 


gebildeten Substitution 


Giy, °° *» Ny 


(2) 

Gnir***y Onn 
verwendet werden. Bezeichnet ferner X eine beliebige Substitution mit 
reellen oder komplexen Koeffizienten, so will ich, in Ubereinstimmung 
mit einer friiheren Festsetzung, mit X° diejenige Substitution bezeichnen, 
deren Koeffizienten zu den entsprechenden Koeffizienten von X konjugiert 
sind (so daB X°= X, wenn X reelle Koeffizienten hat), und mit X’ die- 
jenige Substitution, die aus X° durch Vertauschung der Horizontal- mit 
den Vertikalreihen entsteht. Im Falle einer reellen Substitution X geht 
X’ direkt aus X durch Vertauschung der Horizontal- mit den Vertikal- 
reihen hervor. Die reellen Substitutionen (2), die den reellen quadratischen 
Formen (1) entsprechen, sind durch die Gleichung 

P’=P 

charakterisiert. 

Die Punkte des reellen Substitutionenraumes fi[{n*], die nicht auf 
dem singularen Gebilde liegen*), setze ich nun folgendermafen in Be- 
ziehung zu den Punkten des Raumes z |" oe] 
tischen Formen: 


Dem Punkte 


V3y V2, °* "> Von 
(3) X={: 


Fair Uae *y & 


der positiven quadra- 


an 


des Raumes ¥|n?] soll die quadratische Form 


(4) P -> (ay 5 My + Hy zy +--+ + 4, Uy)? 
i=1 
und damit auch der Punkt P des Raumes der positiven quadratischen 
Formen zugeordnet werden. 
Die Koeffizienten der Form P lauten 


(9) Gon = Gor % 31 + Hes X32 ey Van" sn (a, B mai l, 2, a m) 


*) Diesen Zusatz werde ich weiterhin unterdriicken, indem ich an der schon 
oben getroffenen Bestimmung festhalte, daB unter einem Punkte des Substitutionen- 
raumes ohne weiteren Zusatz stets ein solcher verstanden werden soll, der nicht 
auf dem singuliren Gebilde liegt. 
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und die aus diesen Koeffizienten gebildete Substitution (2) wird daher 
(6) P= XX". 

Hiernach entspricht nun jedem Punkte X des Raumes R[n*] ein vollig 
bestimmter Punkt P des Raumes z/" e+ ”}; Da jede positive quadra- 


tische Form auf unendlich viele Weisen als Summe von Quadraten 
reeller Linearformen darstellbar ist, so werden umgekehrt einem beliebig 
fixierten Punkte P des Raumes der positiven quadratischen Formen un- 
endlich viele Punkte des Raumes t[»?] entsprechen. Bezeichnet X einen 
bestimmten dieser Punkte, so sind alle P entsprechenden Punkte des 
Raumes R[n?] in der Form 
(7) XT 
enthalten, unter 7’ jede orthogonale reelle Substitution verstanden. 

Sei nun S irgend eine reelle Substitution von nicht verschwindender 
Determinante, X ein variabler Punkt des Raumes ¥i[n?]. Der Punkt Y 
werde von X abhiingig gemacht durch die Gleichung 
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(2) Y= 8X. 
Den Punkten X und Y entsprechen bez. die Punkte 
(9) P=XX', Q=YY' 


des Raumes der positiven Formen. Da nun aus (8) 

y’= X'S’, YY'=SX- X'S’ 
folgt, so ist der Punkt Q@ vom Punkte P abhingig vermége der Gleichung 
(10) Q = SPS’. 


n(n 


Diese Gleichung ergibt die “s » Koordinaten des Punktes Q als lineare 


homogene Funktionen derjenigen des Punktes P. Wihrend also die 
Gleichung (8) eine durch die Substitution S bestimmte Substitution bei 
n® Variabeln vorstellt, stellt die Gleichung (10) eine durch S bestimmte 


Substitution bei = > Variabeln dar. 


Zuniichst erhebt sich nun die Frage, unter welcher Bedingung zwei 
Substitutionen S und S die nimliche Substitution (10) entspricht. Dies 
wird dann und nur dann der Fall sein, wenn identisch in den Koordi- 
naten von P die Gleichung 

SPS’ =S PSs’ 
gilt. Setzt man jetzt 
(11) SiS=T oder S=ST, S’=T’'S’, 
so geht vorstehende Gleichung tiber in 
P=TPT’. 
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Nimant maw hierin P = 1, so kommt 77 = 1, also aueh 7’ 2=1' wna’ 
(12) PT — TP, 
d. i. 
(13) ugh + gates t+ + Gentes = bys + bees +++ + beg Mns 

(a, B =1,2,---,m), 
wen ¢,, die Koeffizienten der Substitution 7’ und a,, die der Sub- 
stitation P bedeuten. Die Gleichungen (13) miissen identisch in den 


i ) Gréfen a,, erfillt sein. Sind nun die Indizes « und B ver- 
schieden, so enthalten die beiden Reihen 


Gory Gags ***y Gg, und Ay gy Wg 39°* "> Uns, 
nur das eime gemeinsame Glied a,, und die betreffende Gleichung (13) 
ergibt daher 
ty3=teay t3=0, wenn y verschieden von £. 
Da ferner 7'7’=1 sein muB, so folgt 
T=+1 
und nach (11) - 
S=+58. 

Demnach vntspricht zwei Substitutionen S und S dann und nur dann 
dieselbe Substiti tion (10), wenn entweder S mit S oder mit —S zu- 
sammenfiillt. 

SchlieBlich sei noch auf folgende bekannte Tatsache hingewiesen, 
welche die Gle‘ichung (10) bequem zu bilden gestattet: 

Betrachtet man die Formen 
(14) P= 24, ;%,%,, Q=3'b,1%%, 
so bedeutet die Gleichung (10) nichts anderes, als daB die Form P durch 
die Substitutiom 
(15) u=S'v 
in die Form @ tbergeht. Die Gleichung (15) ist in demselben Sinne 
zu verstehen, wie die Gleichung (3) im § 1. 

Nun mégen die Substitutionen unserer Gruppe [, die wir als reell 
voraussetzen, zuniichsi' wie folgt bezeichnet werden. Wenn die Gruppe [ 
die Substitution — 1 nicht enthiilt, so seien 
(16) S,= , S,, Ss, Ss, a 
die siimtlichen Substitutionen von [. Wenn aber [ die Substitution — 1 
enthilt, so sollen die Swbstitutionen (16) so gewihlt sein, daB sie zu- 
sammen mit den Substitutionen 
(16) —S,=—1, — 8, —&,, — 8,.--- 
die simtlichen Substitutionen von [ vorstellen. 


a, 
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LaBt man in der Gleichung (8) an die Stelle von S nach und nach 
die Substitutionen (16) bez. die Substitutionen (16) und (16’) treten, so 
geben die entstehenden Gleichungen die Darstellung der Gruppe [ im 
Substitutionenraum *[n?]. 

LaBt man ebenso in der Gleichung (10) an die Stelle von S die 
Substitutionen von [ treten, so ist zu beachten, daB zwei verschiedene 
Substitutionen von [ dann und nur dann dieselbe Gleichung (10) liefern, 
wenn sie ein Paar (S;, —S,) bilden. Die aus der Gleichung (10) ent- 
stehenden Gleichungen stellen demnach eine zu [ holoedrisch isomorphe 


Gruppe von linearen Substitutionen bei = ” Variabeln vor, wenn [ 
die Substitution —1 nicht enthiilt. 
Wenn dagegen [ die Substitution —1 enthialt, so geben die Sub- 
stitutionen (16°) dieselben Gleichungen (10), wie die Substitutionen (16). 
In diesem Falle ist also die durch die Gleichungen 
(17) Q = 8,PS; (i =0,1,2,---) 


definierte Gruppe bei was Variabeln in der Weise auf die Gruppe [ 


isomorph bezogen, daB jeder Substitution von [ freilich eine einzige Sub- 
stitution (17), aber umgekehrt jeder Substitution (17) zwei, durch das Vor- 
zeichen verschiedene Substitutionen [ entsprechen. 

In den Gleichungen (17) denke ich mir die Verinderlichkeit von P 
(und also auch die von Q) auf den Raum der positiven quadratischen 
Formen eingeschriinkt, und die durch diese Gleichungen definierte Gruppe — 
sie heiBe [’ — will ich in jedem Falle, also gleichgiiltig ob [ die Sub- 
stitution —1 enthilt oder nicht, als ,,Darstellung der Gruppe [ im Raume 
der positiven quadratischen Formen“ oder kiirzer als ,,Darstellung von T 


im Raume % pee = bezeichnen. 


Betrachtet man einen Punkt X des Substitutionenraumes R[»*], so 
bilden die Punkte 


(18) S,X = X, §,X, S,X,--- 
mit eventueller Hinzunahme der Punkte 
(18’) —S,X, — 8,X, — S8,X,--- 


ein volistindiges System iiquivalenter Punkte im Substitutionenraume. 
Nimmt man nun die diesen Punkten entsprechenden Punkte des 


Raumes $$ (My ”|, so erhilt man, wenn X X’ = P gesetzt wird, die Punkte 
(19) S,PS, = P, 8, PS,', 8, PS,', -- 

Die letzteren bilden ein ,,vollstindiges System <dquivalenter Punkte“ des 
Raumes z|" ot). Das auf diese Weise erzeugte System (19) ist das 
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allgemeinste, welches denkbar ist, da durch geeignete Wahl des Punktes X 
bewirkt werden kann, daB P= XX’ mit einem beliebig fixierten Punkte 
des Raumes der positiven Formen zusammenfiallt. Aus dem Systeme 
aiquivalenter Punkte (18) bez. (18) und (18’) erhiilt man jedes andere, 
das zu demselben Punktsystem (19) AnlaB gibt, indem man an die Stelle 
des Punktes X den Punkt X7' setzt, unter 7’ eine beliebige orthogonale 
Substitution verstanden. 

Wihrend im Substitutionenraum ein vollstindiges System iiquivalenter 
Punkte stets aus lauter getrennten Punkten besteht, ist dies im Raume 
der positiven Formen nicht mehr der Fall. Von den Punkten (19) werden 
die Punkte S,PS/ und S,PS,’ zusammenfallen, wenn 


(20) S,PS; = 8,PS8, 
ist. Setzt man nun 

(21) S; = 8,7, 

so geht (20) tiber in 

(22) TPT’ = P, 


d. h. 7 ist eine solche Substitution der Gruppe, fiir welche 7’, auf die 
quadratische Form P angewandt, diese Form in sich iiberfiihrt. Immer 
also, wenn der Punkt P so gewahlt ist, daB die Gleichung (22) durch 
eine Substitution 7, die von +1 verschieden ist und der Gruppe [ an- 
gehért, befriedigt werden kann, wird das Punktsystem (19) nicht aus 
lauter getrennten Punkten bestehen. Es laBt sich leicht zeigen, daB die 
Anzahl der Substitutionen 7’ fiir einen gegebenen Punkt P stets eine 
endliche ist, und daB jeder in der Reihe (19) auftretende Punkt ebenso oft 
in der Reihe vorkommt wie jeder andere; doch ist ein niheres Eingehen 
auf diese Verhiiltnisse hier nicht nétig. Da keine der Gleichungen (20), 
die allen méglichen Kombinationen der Indizes i und k& entsprechen, 
identisch in den Koordinaten von P besteht, so erfiillen jedenfalls die- 
jenigen Punkte P, fiir welche das Punktsystem (19) aug lauter verschie- 
denen Punkten besteht, den Raum der positiven quadratischen Formen 
iiberall dicht. 


§ 9. 
Hohe und reduzierte Punkte im Raume der positiven quadratischen 
Formen. 


Die Héhenform H(X) wiihle ich nun so, da ihr Wert nur abhiingig 
ist von den Koordinaten a,, des Punktes P= XX’, der dem Punkte X 


des Raumes %i[n?] im Raume per] entspricht. Dies geschieht, 
indem ich 
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(1) HX) = Pep, ap 9-5 nr) HY Cres Lag 9° yXyg) be FY (Hs ny Leno» %an) 

setze, unter 

(2) ou) = ¥(G, %, +++, 4) = ap Ma us (a, B=1, 2,---,n; Coa= Cpa) 

eine positive quadratische Form der Variabeln u,, wu, ---, u, verstanden. 
In der Tat ergibt sich aus (1) und (2) und Gleichung (5) des vorigen 

Paragraphen 


(3) H(X) = >, “ap Car%or t+ Lqe%39+*** + Lan%n) = D6 pMap: 

a, a, 
wobei die a,, die Koordinaten des Punktes P= XX’ des Raumes der 
positiven quadratischen Formen bezeichnen. 

Den Wert S¢q3%q3 nenne ich die Hohe“ des Punktes P des Raumes 
plot ”) und bezeichne ihn dementsprechend auch mit H(P). 

Ks gilt dann nach (3) der Satz: 

Die Hohe H(X) eines Punktes X des Rawmes Ri[n*| ist stets dieselbe, 
wie die Hohe H(P) des entsprechenden Punktes P= XX’ des Raumes 
,fn(n-+1) 

a 
: _ 5 n(n-+-1) ee 

HeiBt ferner ein Punkt P des Raumes z|" y ] »reduziert*, wenn 
ihm unter allen ihm ifquivalenten Punkten (vgl. (19) § 8) ein minimaler 
Wert der Héhe zukommt, so folgt: 

Zwei einander entsprechende Punkte X des Rawmes R[n*| und P= XX’ 
des Rawmes p[" as ”) sind stets gleichzeitig reduziert oder nicht reduziert. 
n(n-+ 1) 
se 
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In jedem vollstiindigen System dquivalenter Punkte des Raumes | 


gibt es einen oder mehrere, stets aber nur endlich viele reduzierte Punkte. 
Uber die Untergruppe der Héhenform (1) ist folgendes zu bemerken. 
Nach § 6 umfaBt diese Untergruppe alle diejenigen Substitutionen S der 
Gruppe IT, fiir welche die Identitit 
A(X) = H(SX) 
besteht. Beriicksichtigt man, daB nach § 1 die Gleichung (5) daselbst mit 
den dortigen Gleichungen (9) gleichbedeutend sind, so erkennt man: 
»Die Untergruppe der Hohenform (1) umfapt alle diejenigen Substitu- 
tionen S der Gruppe T, welche die quadratische Form (2) ungedndert lassen, 
die also der identischen Gleichung 


(4) v(Su) = v(u) 
geniigen 

Die Substitutionen dieser Untergruppe [, mégen, wie in § 6, mit 
(5) T,=1, T,, T,°+ +, Ty 4 
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bezeichnet und nunmehr, ebenso wie dort, die Substitutionen von [ in 


die h Reihen 


S =1, 8,, 8, &,--- 


(6) T, S), T, S,, T, 83, T, Ss,-°° 


T4189, Ty18,, 1,152, T1535: 
angeordnet werden. 

Da die Gleichung (4) identisch in den Koeffizienten c,, und den 
Variabeln u,, u,,---,4, der Form y nur dann bestehen kann, wenn 
S=+1 ist, so ergibt sich durch eine oben angewandte Schlubweise, 
daB die Form ~ und damit die Héhenform (1) stets so gewahlt werden 
kann, daB die Untergruppe [, nur die absolut notwendig vorhandenen 
Substitutionen: 1, wenn [ die Substitution —1 nicht enthalt, und 1 und 
—1, wenn f die Substitution —1 enthilt, umfaBt. Bei so getroffener 
Wahl der Héhenform ist dann also h = 1 bez. h = 2. 

Im allgemeinen Falle hatte ich ein Punktsystem 
(7) SX = X, 8, X, S,X,--- 
als ein ,gereinigtes System ‘quivalenter Punkte“ und je h beziiglich [, 
aquivalenter Punkte 
(8) T,X = X, T,X, T,X, ---, T,_,X 
als ,nicht wesentlich verschieden“ bezeichnet. 

Diese Bezeichnungen iibertrage ich auf den Raum p(t] und 


nenne also in diesem Raume ein Punktsystem 


(9) S,PS, = P, 8, PS,', 8, PS,',--- 
ein ,gereinigtes System iquivalenter Punkte“ und bezeichne die Punkte 
(10) TPT, = P, T,PT,),-- +, Tr-1PT-1 


als ,nicht wesentlich verschieden“. Nicht wesentlich verschiedene Punkte 
haben stets dieselbe Héhe. Wenn die Gruppe [ die Substitution — 1 
nicht enthalt, so besteht eine Gruppe (10) nicht wesentlich verschiedener 
Punkte im allgemeinen aus / getrennten Punkten, im andern Falle aber 


1 
nur aus > h. 


Wenn also die Héhenform so gewiahlt ist, daB h=1 bez. h=2 wird, 
so enthalt die Gruppe (10) nur einen einzigen Punkt P und das ge- 
reinigte System (9) ist dann immer zugleich ein vollstiindiges System 
aiquivalenter Punkte. 














in 


n 
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§ 10. 
Fundamentalbereiche im Raume der positiven quadratischen Formen. 


Der Bereich D aller reduzierten Punkte P im Raume g(r] ist 
volistiindig durch das System von Ungleichungen 


H(P)SH(S,PS/)  — (@= 1,2, 3,---) 


(1) > Cp bag < Dd cap ais (¢=1,2,3,---) 
a, 
charakterisiert, wobei die ay’; die Koordinaten des Punktes S;PS, be- 
zeichnen. Diese Koordinaten sind lineare homogene Funktionen der 
Koordinaten a,, des Punktes P. 
Der Bereich D heiBe F'undamentalbereich der Gruppe T im Raume 


ip ae *)] ‘ 


Derselbe ist vollstindig bestimmt, sobald die Héhenform oder also 
die Form 


(2) ¥(u,, Ug," ** U,) = Dea Ug Us 


festgelegt worden ist, und mége daher, wenn erforderlich, als zu der 
Form (2) gehérig bezeichnet werden. 

Der Fundamentalbereich D ist durch ein System von lauter linearen 
homogenen Ungleichungen (1) charakterisiert. 

Hieraus folgt, daB mit den Punkten (a,.;) und (a,3) auch jeder Punkt 
(Adas +4 ae), unter 4 und 2’ positive Zahlen verstanden, dem Bereiche D 
angehért und daB also inshesondere der Bereich DP aus einem einzigen 
Stiick besteht. 

Dieselbe Eigenschaft kommt auch dem Bereiche D’ zu, welcher durch 
die linearen Ungleichungen 


(3) Py Gee 3 < Sees Wes (i= 1, 2,3,- +) 
definiert ist. 

Ubrigens entsprechen die Bereiche D und D’ beziiglich den Bereichen 
F und F’ des Substitutionenraumes Ri[n?], nimlich: wenn X und P= XX’ 


zwei entsprechende Punkte im Raume Ri[n*] bez. im Raume pnt | 


bedeuten, so liegt P im Bereiche D (D’), wenn X im Bereiche F' (F”) 
liegt und umgekehrt: es liegt X im Bereiche F (F’), wenn P im Be- 
reiche D (D’) liegt. Infolgedessen iibertragen sich die Kigenschaften der 
Bereiche F' und F” (vgl. § 7) chne weiteres auf die Bereiche D und J’. 


23° 
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Es sei hier nur folgendes hervorgehoben: 
Der Bereich D’ besteht ausschlieBlich aus inneren Punkten. Der Be- 
reich D setzt sich zusammen aus dem Bereich D’ und denjenigen Punkten 


von B (er), die an der Begrenzung von D’ liegen. Der Bereich D’ 
bildet also das Innere des Bereiches D. 
Jeder Punkt P des Raumes per “y] ist entweder einem inneren 


Punkte von D (also einem Punkte von D’) oder einem Randpunkte von D 
(also einem Punkte der Begrenzung von D’) faquivalent. Je nachdem der 
erste oder der zweite Fall (die sich ausschlieBen) eintritt, heife P ein 
‘ Punkt erster oder ein Punkt zweiter Art. 

Die Punkte von D, welche einem Punkte erster Art faquivalent sind, 


bilden ein System von h bez. » nicht wesentlich verschiedenen Punkten. 


Die Punkte von D, welche einem bestimmten Punkte zweiter Art aiquivalent 
sind, bilden eine endliche Zahl von Systemen nicht wesentlich verschie- 
dener Punkte. 

Bezeichnet man mit S,D’ denjenigen Bereich, welcher aus D’ hervor- 
geht, wenn jeder Punkt P von D’ durch den Punkt S;,PS; ersetzt wird, 
so geben die Bereiche 


(4) S,D’ = D’, 8,D’, 8D’, --- 


eine einfache und liickenlose Einteilung des Raumes der positiven quadra- 
tischen Formen. Jeder Punkt, der einem dieser Bereiche angehért, ist 
erster Art, und jeder Punkt erster Art gehért eimem und nur einem dieser 


Bereiche an. Jeder Punkt des Raumes p(t? ‘|, der zweiter Art ist, 


gehért der Begrenzung von mindestens zweien, stets aber von endlich 
vielen der Bereiche an, und umgekehrt ist jeder Punkt des Raumes 


p("**), der der Begrenzung eines der Bereiche angehért, ein Punkt 


zweiter Art. 

Wird die Héhenform so gewihlt, daB ein System nicht wesentlich 
verschiedener Punkte immer nur aus einem einzelnen Punkte besteht, so 
haben dann die Bereiche (4) die Eigenschaft, daB zwei verschiedene Punkte 
eines und desselben Bereiches niemals einander iiquivalent sind. 

Diese Satze modifizieren sich in leicht festzustellender Weise, wenn 
man die Koordinaten (a,,) als homogene GréBen ansieht, d. h. wenn man 
zwei Punkte als nicht verschieden ansieht, falls die Koordinaten des einen 
durch Multiplikation der Koordinaten des andern mit einer und derselben 
nicht verschwindenden Zahl entstehen. 
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§ 11. 
Der Fall n = 2. 


Im einfachsten Falle »=2 bilden die Punkte (a,,, a,3, a3) des 
Raumes der positiven quadratischen Formen, wenn 4,,, @,:, 4g, als recht- 
winklige Koordinaten im gewdéhnlichen Raume angesehen werden, das 
Innere des Kegels 

A, Oy, — aj, = 0, 
an dessen Stelle bei homogener Auffassung das Innere 
(1) Ay Izy — Ai, > O 


des Kegelschnitts a,,@,. — a?, = 0 tritt, den ich mit K bezeichnen will. 
Nach Annahme einer positiven quadratischen Form 


(2) Y(Uy, My) = Cy UE + 2 yy Uy Uy + Cog US 
ist die Héhe des Punktes P(a,,, @,3, @9) durch 
(3) H(P) = 64144, + 2C,y yg + Cys Gye 


gegeben und der Bereich D durch die Ungleichungen 
(4) yy yy + 2Cqy yy + Cog Myo Sy A + 2eyg al} + e.a3 (i= 1,2,---) 
definiert. Der Bereich D wird bei homogener Auffassung ein durch lauter 
Gerade begrenztes Stiick des Innern des Kegelschnittes K und ist also 
das, was Herr Fricke einen ,normalen Diskontinuititsbereich* der Gruppe 
nennt. Zur naheren Charakterisierung des Zusammenhanges, in welchem 
die durch die Ungleichungen (4) gegebene Definition des Bereiches D mit 
den Betrachtungen steht, durch welche Herr Fricke die Existenz der 
normalen Diskontinuitiitsbereiche anschaulich macht*), dienen folgende 
Bemerkungen. . 

Zur Vereinfachung will ich die Koordinaten eines Punktes im Innern 
des Kegelschnittes K durch die Bedingungen 
(5) Ay, > 9, Ogg > 0, Ay, M99 — Oty = 1 
normieren. Da a) a{) — (a{})* = a4, dg — aj, ist, so wird der Bereich D 
im Innern von K auch nach der eben festgesetzten Normierung noch 
durch die Ungleichungen (4) definiert. Die Héhe eines Punktes P im Innern 
von K sei jetzt durch die Formel (3) definiert, unter a,,, d,:, Mg. die 
normierten Koordinaten von P verstanden. Der Bereich D umfaSt dann 
also alle diejenigen Punkte P im Innern von K, deren Hohe unter allen 
ihnen aquivalenten Punkten einen minimalen Wert besitzt. Die Koef- 
fizienten der Form w(u,, w,) diirfen und sollen so angenommen werden, daB 


*) Fricke-Klein, 1. ¢. p. 106—109. 
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(Cx2» — 1g» &,) die normierten Koordinaten eines Punktes C im Innern 
von K sind. 


Sind nun (4,,, Gy, Gg) und (4),, a, 4.) irgend zwei Punkte im 
Innern von K, so ist ihre Cayleysche Entfernung 
— 
6) E = Ig te 4a0 _ | I+VI J 


——-ak.  I—-y—a 





wobei 


(7) J = Gy G,,.—20,90},+4,94,,, A= G4, dy.—a2,=1, A’=a),a\,—a2=1 


11°12 ? 


und die auftretende Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. 

LaBt man jetzt (a),, 4,., @,) mit dem Punkte C zusammenfallen, so 
geht J in die Héhe H(P) des Punktes P(a,,, @,,, d,) iiber, und es driickt 
sich also die Cayleysche Entfernung des Punktes P von dem Punkte C durch 


. H(P) + VH*(P) — 4 
®) (CP) = 18 cp) — YH) 
aus. Da nun der hier auftretende Logarithmus mit wachsendem H(P) 
bestandig wichst, so folgt schlieBlich: 

Der Bereich D kann auch durch die Aussage charakterisiert werden, 
dap ein Punkt P thm dann und nur dann angehort, wenn seine Cayleysche 
Entfernung von dem festen Punkte C nicht groper ist als die Cayleysche 
Entfernung eines jeden ihm dquivalenten Punktes von demselben festen 
Punkte C. 

Der Ubergang von dem Innern des Kegelschnitts K zu der Ebene 
einer komplexen Variabeln 
(9) o=—x+wy 
vollzieht sich in bekannter Weise. Jedem Punkte P(a,,, aj), d:,) im 
Innern von K, dessen Koordinaten normiert vorausgesetzt werden, ordnet 
man zu den Punkt 
(10) ow Mr’. 


Ae9 





Die Gruppe [ geht dadurch iiber in die allgemeinste reelle Gruppe 
von gebrochenen linearen Substitutionen 
(11) of = ets (ad — By = 1) 
ohne infinitesimale Substitutionen. Ubertrigt man den Begriff der Héhe 
von dem Punkte P auf den entsprechenden Punkt @ und bezeichnet dem- 
entsprechend H(P) auch mit H(@), so ergibt eine leichte Rechnung als 
Ausdruck der Héhe eines Punktes = x + iy, 
(12) H(@) = 2. C,, @@° Foo + @°) + Cys = C1 (@* + y*) + 2¢,,2 +c, 7 


«o—a@° y 

















m 
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Der Bereich D geht iiber in ein Stiick der w-Ebene, welches aus- 
schlieBlich durch Kreise, deren Mittelpunkte auf der Achse der reellen 
Zahlen liegen, begrenzt wird. Seine Punkte sind wieder durch die Mini- 
mumseigenschaft ihrer Héhen H(m) véllig charakterisiert, also durch die 
Ungleichungen 


« + 

(13) H(o) SH (SS), 
die den verschiedenen Substitutionen (11) der Gruppe entsprechen. Setzt 
man in (13) die Héhenausdriicke nach (12) ein, so ergibt sich die ex- 
plizite Definition des Fundamentalbereiches in der positiven Halbebene 
der Vanabeln @ =x -+ iy durch die Ungleichungen 
(13’) Cy (4? + y®) + 2eye% + Cog K Cin (a? + y*) + 2eiea + cdg, 
wobei zur Abkiirzung 

Cir = C0? + 2eygay + Copy” 
(14) | Cia = C4 @B + C9(ad + By) + G7 

Coa = CIB” + Zeyh + Cyd” 
gesetzt ist. Nach der allgemeinen Theorie sind die Punkte dieses Funda- 
mentalbereiches immer zu je h einander aquivalent, wenn h die Anzahl 
derjenigen Substitutionen (11) der Gruppe bezeichnet, welche die Form 
W (Uy, Uy) = Cy Uy? + ZVeyg uy Uy + Cgg My” in sich iiberfiihren, fiir die also 
Chi = Cyy, Cig = Cig, Coe = Gg wird. Bei ,allgemeiner“ Wahl von (u,, u,) 
wird h = 1.*) 


§ 12. 


Darstellung einer beliebigen Gruppe im Raume der positiven 
Hermiteschen Formen. 


Die Gruppe [, auf welche sich die Untersuchungen in den § 4—7 
beziehen, will ich nun als eine solche voraussetzen, deren Substitutionen 
beliebige reelle oder komplexe Werte besitzen. Der Punkt 


yyy °°") Min 
(1) X={: 
Tair’ '*y Tan 
ist jetzt im Substitutionenraume |n*] frei veranderlich bis auf die eine 


Kinschrankung, daB er dem singuliren Gebilde nicht angehdren darf. 
Ist 


(2) P= >) Ae stay (a, B= 1,2,-++, 0; dag = Ga) 

ncintinatians ar 

*) Vgl. meine Arbeit ,,Uber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen', diese 
Annalen Bd. 58, p. 344 u. 345. 
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so soll der 


eine Hermitesche Form der Veriinderlichen w,, u,, ---, u,, 
Buchstabe P nicht nur zur Bezeichnung dieser Form, sondern auch zur 
Bezeichnung des die Form reprisentierenden Punktes im Raume der Her- 
miteschen Formen und auch zur Bezeichnung der aus den Koeffizienten 


der Form gebildeten Substitution 


yy, MQ, °°, Hy . 
® pppoe? 


Gnty Umer’ **» Tan 


verwandt werden. Nach den Festsetzungen in § 8 sind die Gleichungen 
Ges = @q mit der einen Gleichung 
P’ = P 
gleichbedeutend. 
Jedem Punkte X des Substitutionenraumes |n*] ordne ich nun die 
positive Hermitesche Form 


(4) P= po [ay gy + Uggla + +> + U,py] [ap ud + agjug +--+ + xo .ue 
i=1 ‘ 


und damit auch den Punkt P des Raumes $§[n*| der positiven Hermite- 
schen Formen zu. Die Koordinaten dieses Punktes P sind ersichtlich 


(5) Gap = Lar X31 + Lasky9 Hore} LanXin 
und folglich 
(6) P= Xx’. 


Bezeichnet S eine beliebige Substitution von nicht verschwindender 
Determinante und werden die Punkte X und Y des Substitutionenraumes 
[n*] durch die Gleichung 
(7) Y=SX 
voneinander abhingig gemacht, so besteht zwischen den X und Y bez. 
entsprechenden Punkten P und @ des Raumes $3[n*] die Gleichung 
(8) Q- SPS’, 
welche eine auf die »* Koordinaten von P beziigliche lineare homogene 
Substitution vorstellt. Wie in § 8 folgt hier, daB zwei Substitutionen S 
und S dann und nur dann dieselbe Substitution (8) entspricht, wenn 
S=+S ist. 

Durchlauft daher S die Substitutionen der Gruppe [, so werden die 
entsprechenden Gleichungen (8) eine holoedrisch isomorphe oder eine 
hemiedrisch isomorphe Gruppe zu [ definieren, je nachdem die Substitu- 
tion — 1 inf nicht enthalten oder enthalten ist, Indem ich P (und also 
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auch Q) in den betreffenden Gleichungen (8) auf den Raum §B[n?] ein- 
schrinke, bezeichne ich die durch diese Gleichungen definierte Gruppe als 
»Darstellung von [ im Raume 8[n?] der positiven Hermiteschen Formen“. 


§ 13. 
Hohe und reduzierte Punkte im Raume $[n’}. 


Die Héhenform H(X), welche eine positive Hermitesche Form der 
Koordinaten von .X vorstellt, wihle ich nun so, da® ihr Wert nur von 
den Koordinaten des X entsprechenden Punktes P = XX’ abhiingt. Dies 
geschieht auf die allgemeinste Weise folgendermafen: 

Es sei ; 
(1) v(w) == v(u,, Ug, +++, U,) = 3 Ca 3a Uy (a, B= 1,2, ---, ; Cas = Ca) 

a, p 
eine beliebig angenommene positive Hermitesche Form der » Variabeln 
Uy, Ug, +, M3 und aus dieser werde die Héhenform H(X) nach der Glei- 
chung 


(2) H(X) ai ¥(%1, Yay, ***y Uy) Toe? + V(r» Ue ny** *) Dax) 
gebildet. Nach (5) in § 12 findet sich 


(3) H(X) = > Ceptags  (@ B= 1,2,-+ +, m), 
a, 3 

wobei (a,,) die Koordinaten des Punktes P bedeuten. Der Wert von 
H(X) heiBe deshalb auch ,Héhe“ des Punktes P im Raume [n°] und 
werde dementsprechend auch mit H(P) bezeichnet. Uberhaupt tibertrage 
ich — in villiger Analogie mit den obigen auf reelle Gruppen beziig- 
lichen Betrachtungen — die fiir den Substitutionenraum [n*| eingefiihrten 
Begriffe und Bezeichnungen auf den Raum §8[n*] der positiven Hermite- 
schen Formen. 

Die Untergruppe der Héhenform (2) umfaBt diejenigen Substitutionen 


(4) Ty=1, T,, Ty, +--+, Tas 

der Gruppe [, welche die Hermitesche Form (1) in sich transformieren, 
fiir die also 

(5) v(Tu) = 6) 

identisch in den Variabeln u,, uw, ---, u, gilt. 


Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des § 6 entspricht einem ge- 
reinigten System iiquivalenter Punkte des Raumes [n*] 


(6) &,.X=X, &X, &X,--- 
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das ,gereinigte System aquivalenter Punkte“ des Raumes $[n*]: 
(7) S,PS, = P, 8, PS,', 8S, PS, -- 
unter P den Punkt XX’ verstanden. Einem System nicht wesentlich 
verschiedener Punkte des Raumes [n?*| 


“a 


(8) T,X = X, T,X, T,X, ---, T,X 
entspricht das System ,nicht wesentlich verschiedener“ Punkte 
(9) T, PT, = P, T,PT;', +++, Tr-1PTi-1 


des Raumes $[n?]. Ein soleches System (9) umfaBt h oder : h Punkte 


(die fiir besondere Lagen von P jedoch zum Teil zusammenfallen kénnen), 
je nachdem die Gruppe [ die Substitution —1 nicht enthialt oder ent- 
halt. Die Form (1), welche die Héhe festlegt, liBt sich immer so wiahlen, 
daB h=1 bez. h=2 wird, dab also ein System (9) immer nur einen 
Punkt enthalt und also jedes System (7) zugleich ein vollsténdiges System 
fiquivalenter Punkte ist. Ein Punkt P ist ,reduziert*, wenn in dem ihm 
entsprechenden System (7) kein Punkt vorkommt, dessen Hohe kleiner 
als die Héhe von P ist. 

Zwei einander entsprechende Punkte X im Raume [n?|] und P = XX’ 
im Raume $[n*] sind gleichzeitig reduziert oder nicht. 


§ 14. 
Fundamentalbereiche im Raume der positiven Hermiteschen Formen. 


Dem Bereiche F' und seinem Inneren F” des Substitutionenraumes 
[n?] (vgl. § 7) entspricht ein Bereich D und sein Inneres D’ im Raume 
B[n?}. Dieser Bereich D heiBe ,,Fundamentalbereich der Gruppe T im 
Raume ${n?|*. Er ist vollkommen bestimmt nach Annahme der Form 
w(w) (vgl. (1) in § 13), umfaBt alle reduzierten Punkte P des Raumes 
P[n*] und ist also, wenn a,; die Koordinaten von P, sowie aj’; die Ko- 
ordinaten von S;PS; bezeichnen, vollig charakterisiert durch die Un- 
gleichungen 


(1) 2a p4as < Za pAa'3- (i = 1, 2,3,-- ‘) 


Diese Ungleichungen sind in den Koordinaten a,, des Punktes P 
simtlich linear und homogen. Im iibrigen brauche ich auf die weiteren 
Eigenschaften des Bereiches D nicht naher einzugehen, da dieselben aus 
den in § 7 bewiesenen Eigenschaften des Bereiches F’ ohne weiteres ab- 
gelesen werden kénnen. 
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§ 15. 
Der Fall n = 2. 


Im Falle einer Gruppe [ von unimodularen Substitutionen der Gestalt 


(1) Y= @2, + Bay 
7 Yg = pL, + 2, 

oder kiirzer 

(1’) (Y%, Ys) rag S(a,, X3) 


spezialisieren sich die allgemeinen Betrachtungen folgendermafen. 

Der einzelne Punkt P des Raumes $[n7] = $[4] hat vier Koordinaten 
(2) G11, Ugg, Aye, gy, 
welche den Bedingungen unterworfen sind, daB a,,, dg, reelle positive, a, 
und a, konjugierte Zahlen sind und daB 
(3) yy yg — Ayg4y, > O 
ist. Die Darstellung der Gruppe [ im Raume [4] wird durch die Glei- 
chungen 
(4) Q=SPS 


oder, ausfiihrlich geschrieben, 


(4’) e b2\\ ‘a (“") ~ a) ? 4 
Des; bys) 79] \dg; dy2/ \p°d° 
gegeben, wobei b,,, b,., bo, bye die Koordinaten des Punktes @ bezeichnen. 
Nach Annahme einer positiven Hermiteschen Form 


(5) W(t) = W(ty, Ug) = Cyy Hy Uy? $F Cy My My? + Cg My Uy” + Cg Mg My” 
ist die Héhe des Punktes P mit den Koordinaten (2) durch 
(6) H(P) = C444, + Cyg @yy + Coy May + Cg Me 


definiert. Der Fundamentalbereich D umfa8t dann alle diejenigen Punkte 
P, welche den Ungleichungen 


(7) H(P) < H(Q) 

gentigen. Fiir Q@ sind hier der Reihe nach alle dem Punkte P Aquiva- 
lenten Punkte zu setzen. Die Punkte P des Bereiches D sind also durch 
die linearen homogenen Ungleichungen 

(7) yy yy + Gye Qig + Coy Mer + Cae %ae S C11 ys + Cy Dye + Coy Do, + Cae Doe 
charakterisiert, wobei man sich },,, Diy, bg,, Deg gemi’B (4) durch a,,, ap, 
M1, Ugg ausgedriickt zu denken hat. 








364 A. Hurwirz. 


Die Untergruppe der Héhenform besteht aus allen denjenigen Sub- 
stitutionen (1) der Gruppe [, welche die Form (5) in sich transformieren, 
fiir welche also 


w(au, + Bus, yu, + Ou) = H(u,, Uy) 


wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, fiir welche 


(8) e _ ak c ') ” # a 
i Co» a9 BO) \eyy, €y9/ \y° 0° 
wird. 
Die anschaulichste Darstellung des Fundamentalbereiches D erhilt 
man, indem man den Raum $[4] folgendermaBen auf das Innere der 


Kugel K: 
(9) V+yt+e=l 
abbildet. Man ordnet dem Punkte P(a,,, a2, dg,, Gg) denjenigen Punkt 


P im gewéhnlichen Raume zu, dessen rechtwinklige Koordinaten 2, y, z 
durch die Proportion 
(10) Gy, 2 Ugg 2 Qyg i Gg, = L—2:1+2:a+ iy: x—iy 
bestimmt sind. Nach (3) befriedigen die Koordinaten von P die Un- 
gleichung 
e+y+e<i, 

d.h. P liegt im Inneren der Kugel K. Umgekehrt entsprechen einem 
Punkte P unendlich viele Punkte P, deren Koordinaten aber zueinander 
proportional sind, und welche daher samtlich reduziert sind, wenn es einer 
unter ihnen ist. Ein Punkt P heiBe reduziert, wenn ihm ein reduzierter 
Punkt P im Raume §$[4] entspricht, Die Gesamtheit der reduzierten 
Punkte P bilden den (der Form w(u,, u,) entsprechenden) ,,Fundamental- 
bereich D“ der Gruppe [, und dieser ist das Bild des Bereiches D. Der 
Bereich D wird durch die aus (7’) hervorgehenden linearen Ungleichungen 
véllig charakterisiert und besteht aus einem einzigen, ausschlieBlich durch 
Ebenen begrenzten Stiicke des Kugelinneren. 

Die bekannte Abbildung des Kugelinneren auf den Halbraum z > 0, 
bei welcher Ebenen in Kugeln iibergehen, fiihrt zu den urspriinglich von 
Poincaré betrachteten Fundamentalpolyedern.*) 





*) Vgl. fiir diesen Paragraphen Fricke-Klein, 1. c. p. 53 ff. und Poincaré, 
Mémoire sur les groupes kleinéens. Acta mathematica, t. 3, p. 49. — Der Begriff 
der Héhe steht, entsprechend den Ausfihrungen in § 11, in einfachem Zusammen- 
hang mit der Cayleyschen MaSbestimmung im Inneren der Kugel K. 
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§ 16. 
Die Picardsche Gruppe. 

Als Beispiel mége hier die Konstruktion eines Fundamentalbereiches 
der Picardschen Gruppe folgen, d. h. derjenigen Gruppe, welche aus den 
simtlichen unimodularen Substitutionen 
(1) { % = aa, + Bx, 
| = 7% + Oa, 
besteht, deren Koeffizienten «, 6, y, 0 GauBsche komplexe ganze Zahlen 
sind. 

Die Form (u,, %) sei durch 
(2) W (Uy, Uy) = Uy Uy? + Uy tty” 
definiert, so daB 

Cy = Cog = 1, Ge = Cy, = 0 
ist. Die Héhe des Punktes P mit den Koordinaten a,,, a9, @,, Mg. ist 
demnach 
(3) H(P) = ay; + agg. 

Die Untergruppe der Héhenform besteht (mach (8) des vorigen Para- 
graphen) aus denjenigen Substitutionen (1), fiir welche 


a,y (\ p° —1 
(; ) ” x) “xe 
d. i. 
(4) ae+ py’ =1, «f+ yd® = po? + dy =0, BA°+ 00° = 1 


ist. Diesen Bedingungen geniigen, wie man sofort konstatiert, die 8 Sub- 
stitutionen 


; 10 i 0 01 0, i 
(») +( i), + (5 “ +(_, 2 +(; 0) 


welche also die in Rede stehende Gruppe [, bilden. Die Ordnung h ist 
hier also 8. 
Der Fundamentalbereich D wird (nach (7’) des vorigen Paragraphen) 
durch die Ungleichungen 
(6) Ay, + Aga S by, + dog, 
d. i. 
(6) ayy + gg S (wee? + yy)ay, + (GP? + 70°) aye + (Ba? + Dy) ay, 
+ (BB° + 80°) ay; 
charakterisiert, welche den simtlichen Substitutionen (1) entsprechen. 
Das Innere D’ von D wird durch die Ungleichungen 
(7) yy + ge < (ae? + yy)ay + (CP? + 79°) a,. + (Ba? + OY) ag, 
+ (BA + 30°) dys 
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charakterisiert, welche den simtlichen Substitutionen (1) mit AusschluB 
der acht Substitutionen (5) entsprechen. 


Nimmt man in (7) fiir (‘ “ der Reihe nach die acht Substitutionen 
? 


= (2) 0, /l, +i 1, 0 
(0, 1) +1, i) (0; 1) ee 1) 


so ergeben sich die acht Ungleichungen: 
(8) gg > + (Ga, + Gig), Gr > (Gar + ye), Gye >  M(Ay2 — My), 
dy > + i (dy, — My). 

Eine leichte Diskussion zeigt nun, daB die simtlichen Ungleichungen 
(7) erfiillt sind, sobald nur die acht Ungleichungen (8) bestehen. Mit 
anderen Worten: 

Das Innere D’ des Fundamentalbereiches D ist durch die Ungleichungen 
(8) vollstindig charakterisiert. 

Geht man auf das Innere der Kugel K 

2+y+2=1 
iiber, so transformieren sich die Ungleichungen (8) in 
l+2>+422, l1—#e>422, l+te>4+2y, 1—#>+ 2y, 
d. h.: 
Der Fundamentalbereich D ist das von den acht Ebenen 
l+2+2z24=0, 1+2+2y=0 
begrenzte Oktaeder. 

Da die Ordnung der Gruppe [, gleich 8 ist und die Gruppe [ die 
Substitution — 1 enthilt, so sind die Punkte im Inneren des Oktaeders 
ma je vier (,nicht wesentlich verschiedenen“) 

(x,y,2), (—#,—y,8), (%,—y,—2), (—2,y,—2) 
einander iiquivalent.*) 


§ 17. 
SchluBbemerkungen. 


Das in der Kinleitung angegebene Ziel, eine allgemeine Methode zur 
Herstellung eines Fundamentalbereiches fiir eine gegebene Gruppe ohne 
infinitesimale Substitutionen zu entwickeln, glaube ich im vorstehenden 
erreicht zu haben. Als eines der Hauptergebnisse meiner Untersuchung 


*) Vgl. die Herstellung des Fundamentalbereiches der Picardschen Gruppe bei 
Fricke-Klein, ]. c. p. 79 ff,, sowie in meines Schiilers 0. Bohler Dissertation: ,,Uber 
die Picardschen Gruppen aus dem Zahlkérper der dritten und der vierten Einheits- 
wurzel (Ziirich 1905), in welcher auch die zahlentheoretischen Anwendungen des 
Fundamentalbereiches ins einzelne durchgefiihrt sind. 
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betrachte ich die Tatsache, daB im Raume der positiven quadratischen 
bez. der positiven Hermiteschen Formen stets Fundamentalbereiche von 
den oben bewiesenen Kigenschaften existieren, die durch ein System von 
linearen homogenen Ungleichungen charakterisiert sind, welche explizite 
aus den Substitutionen der Gruppe sofort hingeschrieben werden kénnen. 
Kine weitere Untersuchung dieser Ungleichungen wiirde die niichste sich 
bietende Aufgabe sein. Dabei steht im Vordergrunde des Interesses die 
Frage, wie man aus dem Systeme von Ungleichungen die wesentlichen, 
aus denen alle iibrigen folgen, auszuscheiden hat und wann insbesondere 
(wie z. B. im Falle der Picardschen Gruppe) diese wesentlichen Unglei- 
chungen in endlicher Anzahl vorhanden sind (wann der Fundamental- 
bereich durch eine endliche Anzahl von Ebenen begrenzt wird). Ist 
letzteres der Fall, so besitzt ersichtlich die Gruppe eine endliche Zahl 
von erzeugenden Substitutionen. Tritt an die Stelle der Gruppe [ eine 
endliche Gruppe, in welchem Falle die oben durchgefiihrten Unter- 
suchungen anwendbar bleiben, so wird die aufgeworfene Frage vollkommen 
erledigt durch die Entwicklungen, welche H. Minkowski in Kap. I § 19 
seiner ,,Geometrie der Zahlen“ (Leipzig 1896) mitgeteilt hat. 

SchlieBlich méchte ich noch auf die inhaltsreiche Abhandlung von 
Guido Fubini ,Sulla teoria dei gruppi discontinui“ hinweisen, die in 
dem kiirzlich (April 1905) erschienenen Hefte der Annali di Matematica 
veroffentlicht ist. In dieser Abhandlung wird unter anderem, und zwar 
im wesentlichen auf Grund derselben Hilfssiitze, die ich oben in den §§ 2 
und 4 angegeben habe, der Nachweis gefiihrt, daB jede Gruppe [ ohne 


infinitesimale Substitutionen in dem Raume $ [* wt] bez. B[n*| 


eigentlich diskontinuierlich* ist, d. h. daB in einer geniigend kleinen Um- 
gebung eines beliebigen Punktes des bez. Raumes keine zwei beziiglich 
der Gruppe iiquivalente Punkte vorhanden sind. Dagegen wird die Frage 
der Konstruktion und Eigenart der Fundamentalbereiche, welche den 
Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit bildet, von Herrn Fubini nicht 
hehandelt. Ubrigens ist diese Frage am Schlusse der vier in den Binden 
38, 40, 42 und 43 dieser Annalen veréffentlichten Abhandlungen aufge- 
stellt worden, in welchen Herr L. Bianchi iuBerst wertvolles Material 
zur Theorie der linearen Substitutionen mit komplexen Koeffizienten gibt. 


Ziirich, 5. Mai 1905. 


Nachdem die vorstehende Arbeit schon in den Hiinden der Redaktion 
der Annalen war, erhielt ich durch die Freundlichkeit des Herrn G. Fubini 
auch Kenntnis von einem friiheren Aufsatze ,Sulla teoria delle forme 
quadratiche Hermitiane e dei sistemi di tali forme“ (Atti dell’ Accademia 
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Gioenia 1903), in welchem er auf 8. 21 die Herstellung des Fundamental- 
polyeders fiir Kollineationsgruppen nach einer analogen Methode bespricht, 
wie sie Herr R. Fricke (1. ¢.) bei seinen ,Normalpolygonen“ verwendet 
hat. Auch in der inzwischen erschienenen Abhandlung von KE. Study 
»Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet“ (diese Annalen, Bd. 60) wird die 
Bildung der Fundamentalbereiche, insbesondere fiir endliche Kollineations- 
gruppen, beiliufig behandelt (S. 365—367). In bezug auf endliche Gruppen 
méchte ich hier noch die Bemerkung anfiigen, daB die Herstellung des 
Fundamentalbereiches fiir diese Gruppen keinerlei besondere Theorien ver- 
langt, sondern auf folgendem ganz elementaren Wege geschehen kann. 
Man bilde eine Linearform der Koordinaten eines frei verinderlichen 
Punktes desjenigen Raumes, in welchem die Kollineationsgruppe betrachtet 
wird. Diese Linearform sei so gewahlt, daB sie durch keine einzige 
Kollineation der Gruppe in sich iibergeht. Als ,,Héhe“ eines Punktes sei 
derjenige Wert bezeichnet, welchen die Linearform in dem _ betreffenden 
Punkte besitzt, und ,reduziert“ heiBe ein Punkt, dessen Hihe in alge- 
braischem Sinne nicht gréBer als die Héhe jedes ihm fquivalenten Punktes 
ist. Dann bilden offenbar alle reduzierten Punkte einen von Ebenen be- 
grenzten Fundamentalbereich der Gruppe. 


Ziirich, 3. Juli 1905. 
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Beweis fiir die Nichtauflésbarkeit der Ikosaedergleichung durch 
Wurzelzeichen. 


Von 


F. Kien in Gottingen. 


Nachdem letzthin in diesen Annalen (wie vorher im Journal fir 
Mathematik*)) von der Zuriickfiihrung der Auflésung der Gleichungen 
fiinften Grades auf die Ikosaedergleichung erneut die Rede gewesen ist, 
interessiert vielleicht ein besonders anschaulicher Beweis fiir die Nicht- 
auflésbarkeit der Ikosaedergleichung — und also der allgemeinen Glei- 
chungen fiinften Grades — durch Wurzelzeichen. Dieser Beweis benutzt 
den einfachen Umstand, daB die Wurzeln 2,, 2,-+--, 29 der Ikosaeder- 
gleichung als Funktionen des Ikosaederparameters Z in charakteristischer 
Weise verzweigt sind, naémlich so, daB von den Blattern der zugehérigen 
Riemannschen Flache bei Z=0 je 3, bei Z=1 je 2, bei Z= oo je 5 
miteinander im Zyklus zusammenhingen, andere Verzweigungen aber nicht 
auftreten. 

Wir miissen uns zuerst den Abelschen Satz in Erinnerung rufen, 
daB, im Falle eine Gleichung durch Wurzelzeichen lésbar ist, man allen 
bei der Auflésung auftretenden WurzelgréBen eine solche Form geben 
kann, daB sie rationale Funktionen der Wurzeln 2,, ---, 2, der vorgelegten 
Gleichung vorstellen. 

Nehmen wir nun an, daB die [kosaedergleichung durch Wurzelzeichen 
lésbar sei, und richten unsere Aufmerksamkeit insonderheit auf die innerste 
dabei auftretende Wurzelgréfe! Dieselbe ist, eben weil sie die innerste 
Wurzelgréfe ist, aus einer rationalen Funktion von Z, welche R(Z) heiBen 
mag, gezogen. Wir wollen den Grad der Wurzel, was der Allgemeinheit 
unseres Ansatzes keinen Hintrag tut und hinterher eine einfachere Aus- 
drucksweise gestattet, als Primzahl » nehmen. Bemerken wir noch, dab 


*) Bd. 129: Uber die Auflésung der allgemeinen Gleichungen finften und 
sechsten Grades (aus einem Briefe an Hrn. K. Hensel in Marburg); abgedruckt in 
Bd. 61 dieser Annalen. 


Mathematische Annalen. LXI. 24 
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R(Z) gewiB keine p® Potenz ist; sonst wiirde man VR(Z) nicht als 
innerste vorkommende Wurzel mitrechnen. Nun soll VR(Z) nach dem 
Abelschen Satze gleich einer rationalen Funktion der Wurzeln z,, 2, -- 
der Ikosaedergleichung sein: 


"> “Go 
VR(Z) = (21) Hy, ° +» Mo). 
Ich sage, da hierin bereits ein Widerspruch liegt und zwar wegen der 
Vereweigung der 2,, 2, +++, 29 im bezug auf Z. 
Aus dieser Verzweigung folgt niimlich sofort, daB + als Funktion von 
Z wieder nur bei Z = 0, 1, co verzweigt sein kann und zwar nur so, daf 
Bliitter, die bei Z=0 nicht isoliert verlaufen, zu je 3 im Zyklus zu- 
sammenhingen, Blitter, die bei Z = 1 verzweigt sind, zu je 2, und Blatter, 
die es bei Z = oo sind, zu je 5. Kine solche Verzweigung kann aber bei 
einer Funktion VR(Z) nie auftreten. 
Um dies méglichst priizis zu fassen, schreiben wir fiir Z homogen 
machend 7,/Z,, spalten dann #(Z,/Z,) in Ziahler und Nenner: 
9 (Z,, 4.) 
R= 0G,.%)’ 
wo g,¥w teilerfremde Polynome desselben Grades sein werden, und zer- 
legen g, y in ihre Linearfaktoren. Wir erhalten so etwa 
p = 1,%1,% +++ LH, p= my” mf -- + m,Pr, 
wo 


ty $y $+ + ty = By + By t+ +B, 


sein wird. Die Blitter der zu YR(Z) gehdrigen Riemannschen Fliche 
werden iiberall da, wo ein Linearfaktor / oder m verschwindet, dessen 
Multiplizitéit « bez. B nicht durch p teilbar ist, alle p im Zyklus zusam- 
menhiingen, andere Verzweigungen aber nicht aufweisen. 

Nun ist die Sache die, daB von Verzweigungsstellen der in Rede 
stehenden Art notwendig mindestens 2 auftreten. In der Tat: aus der fiir 
die «,B geltenden Gleichung schlieBen wir auf das Bestehen der Kon- 
gruenz 

a+at+---+e¢,=6,+A8+---+8, (mod. p), 
und eine solehe Kongruenz kann — wenn nicht alle «, 6 einzeln durch p 
teilbar sind, was auszuschlieBen ist, weil dann /(Z) eine p‘ Potenz sein 
wiirde — nur so statthaben, da® mindestens zwei der Zahlen «, 6 nicht 
durch p teilbar sind. 

Die Funktion VR(Z) hat also in der Tat eine Verzweigung, welche 
mit derjenigen einer Funktion r(2,, 2,+++, 29) niemals iibereinstimmen kann. 

Offenbar gewinnen wir durch die so formulierte Uberlegung gleich 
einen allgemeineren Satz. Es sei f(z, Z) = eine algebraische Gleichung 
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fir z, die den Parameter Z rational enthalt. Als Funktion von Z seien 
die Wurzeln z bei Z= A, B, C,--- verzweigt. Bei Z= A mige eine 
Anzahl von Blittern zu je x, zusammenhiingen, andere zu je x, usw. usw. 
Ich bilde mir das kleinste gemeinsame Multiplum der Zahlen x,, x, - - - 
und nenne es x. Kine entsprechende Bedeutung mégen fiir die Verzwei- 
gungsstelle Z— B die Zahlen 4,, 4,,--- bez. 4, fiir die Verzweigungs- 
stelle Z = C die Zahlen u,, uy,--- bez. w haben. Die vorgelegte Gleichung 
ist gewiB nicht durch Wurzelzeichen lisbar, wenn die Zahlen x, a, w,--+ alle 
relativ prim sind. 


Juist, den 26. August 1905. 
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Zur Theorie der x‘*" Potenzreste in algebraischen Zahlkérpern. II. 


Uber x“ Normenreste. 
Von 
W. Lrerzmann in Schoeneberg bei Berlin. 


Einleitung. 


Wir verstehen im folgenden unter dem Grundkérper k einen beliebigen 
algebraischen Oberkérper des Kérpers der n‘** Einheitswurzel. Fiir den 
Fall, daB » genau durch die kh,“ Potenz von 2 teilbar, von der Gerad- 
heit h, ist, setzen wir k als Oberkérper auch des 24*1" Kreiskérpers 
voraus. (Lat man diese im allgemeinen nicht wesentliche Annahme 
fallen, dann nimmt Def. 2 eine etwas kompliziertere Fassung an; siehe 
Anm.**), pg. 376.) Die Zerlegung der Zahl » in rationale Primfaktoren*) sei 


n= Ts Ue sae He, 


Den Mittelpunkt einer Theorie des relativ-zyklischen Kérpers K(Vu), 


*) Wir nehmen damit eine kleine Anderung gegeniiber der 1. Abhandlung vor: 
siehe W. Lietzmann, Zur Theorie der n** Potenzreste in algebraischen Zahlkiérpern. 
Math. Ann. Bd. 60, p. 263ff. (Zitiert mit I.) 

Wir benutzen die Gelegenheit, um eine Unrichtigkeit dieser Arbeit richtig zu 
stellen. Die in Satz 8 und der Folgerung ausgesprochene Bedingung ist nur eine 
hinreichende, nicht eine notwendige. Aus diesem Grunde muB der zweite Teil der 


u 


Definition 3 die allgemeinere Fassung erhalten: Ist (; ) +1, so ist (*) eine 
Hi vin 


primitive /‘'*e Einheitswurzel, wenn ( ) =-+1, jedoch ({ ) +1ist. Ist 
miki \ pi- kit 1\l 


1 


pi 
die Relativdiskriminante von K (Vu) teilbar durch {,, dann setzen wir (tf) ==Q." 
td 


Diese allgemeinere Fassung hat zur Folge, daB in den Siitzen 7 und 9 die Beschrankung 
auf die Piiten und i —1ten Nebenstrahlen und in den Siitzen III der Anwendung die 


Bedingungen (; ) = £ fortfallen. 
vi m 
i 
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uw eine ganze Zahl im Grundkérper i, wiirde das Reziprozitatsgesetz der 
n°" Potenzreste bilden. Ein Hilfsbegriff zu dessen Beweis, gleichzeitig 
auch ein Mittel, das Gesetz iibersichtlich in seiner allgemeinsten Form 
auszusprechen, ist das Normenrestsymbol. Von diesem geht dann fiir 
den Fall zu » primer Klassenzahl in i iiber den Begriff des Geschlechts 
hinweg der Weg zum Beweise des Reziprozititsgesetzes, zuniichst fiir 
einen speziellen Fall, fiir sogenannte primiire Zahlen. Die folgenden Aus- 
fiihrungen beschiftigen sich mit dem Normenrestsymbol. Das Fortschreiten 
ist analog dem beim Potenzrestsymbol. Wie dort mit dem Potenzrest- 
begriff, so beginnen wir hier mit dem Normenrestbegriff (Definition 1) 
und geber eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, daB 
eine Zahl in einem relativ-zyklischen Kérper vom Relativgrade n nach 
einem beliebigen Primideal Normenrest ist. (Satz 1,2.) Dann gehen wir 
wie friiher zum Potenzrestsymbol, so jetzt zum Normenrestsymbol (Defi- 
nition 2, 3, 4) tiber. Die Ausfiihrungen zeigen, daB auch die Theorie 
n** Normenreste und x” Normenrestsymbole mit derjenigen //i** erledigt 
ist. (Satz 1,3.) Eine Anwendung dessen ist es, daB das allgemeinste 
Reziprozititsgesetz n‘** Potenzreste zugleich mit dem der //i*" bewiesen 
ist (pg. 380). In der Theorie der Potenzreste ist der zwischen Potenzrest 
und Wert des Potenzrestsymbols bestehende Parallelismus leicht zu zeigen. 
Der entsprechende Nachweis fiir Normenreste ist langwieriger und wird 
hier zunichst nur fiir Primideale gefiihrt, welche prim zu n sind. Dieser 
Hauptsatz der Theorie n** Normenreste ist Aufgabe des letzten Teils der 
Arbeit. (Satz 5.) 
§ 1. 
Der Begriff des n‘*™ Normenrestes. 

Definition 1. Es seien » und w zwei ganze Zahlen des Grund- 
kérpers k, w jedoch nicht J,, ,,---, J, Potenz einer Zahl in k; w sei 
ein Primideal in /. Ist dann nach jeder beliebig vorschreibbaren positiven 
ganzen rationalen Potenz von w als Modul v der Relativnorm einer ent- 
sprechend gewihlten ganzen Zahl des Kérpers K (Vu), die Relativnorm 
in K(Vw) beziiglich & genommen, kongruent, dann heiBt v ein n“ 
Normenrest in K(Vu) nach w 

Dieser Definition entsprechend kénnen wir von //i**® und ebenso von 
lie™ Normenresten sprechen, wo 0<b,<h,, i=1,2,---,e ist. Man 
erkennt leicht 

Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daB v ein n‘** Normen- 
rest in K(V/u) nach w ist, ist die Bedingung, daB “ 8 “he [in tor aan . 


-, te" Normenrest bezw. in den Ké6rpern. K (Va), K (Va), -- ,K (Vu) 
nach w ist. 
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Wir schlieBen an Definition 1 zwei Bemerkungen an: 
1. Alle n** Normenreste in K (/u) nach w bilden in ihrer Gesamt- 
heit einen Zahlstrahl, wir nennen ihn den Hauptstrahl der n'e" Normen- 
hj 
reste. Ebenso bilden die /'**' Normenreste in K(Va) nach w, (/=1,2,---,e), 
einen Zahlstrahl, wir nennen ihn den l!" Nebenstrahl der n' Normenreste. 
In analoger Weise kénnen wir schlieBlich noch von l?*" (0<b,<h,,i=1,2,---,e) 
Nebenstrahlen der »'" Normenreste sprechen. Der Hauptstrahl baut sich 
aus diesen Nebenstrahlen in genau der gleichen Weise auf, wie wir das 
beim Hauptstrahl der n‘*" Potenzreste gesehen haben. (Vergl. 1, § 2, pg. 264.) 
2. Wir setzten bisher von uw voraus, es sei keine J,, /,,-- -, l, Potenz 
einer Zahl in k. Wir lassen diese Einschriinkung jetzt fallen, indem wir 
die folgende Erginzung zur Definition 1 geben: Es sei mw die /'i—* Potenz 
einer Zahl uw’ des Kérpers /:, also 


thi hj 


p= * 
Darin sei die positive ganze rationale Zahl k; entweder = 0 oder, falls 
k,>0 ist, so gewahlt, daB w nicht mehr die /'—*i+!* Potenz einer Zahl 
hj 
in k wird. Dann sagen wir, v ist ein //*" Normenrest in K (Vu) nach wW, 
kj 
wenn v ein /‘i** Normenrest in K(Vw’) nach w ist. Im Falle k; = 0 ist 
y stets /*'** Normenrest. Daraus ergibt sich dann die Definition des 
n" Normenrestes auch fiir den in Definition 1 ausgeschlossenen Fall. 
Entsprechend definieren wir /?i** Normenreste (0 <b;<h;) und haben dann 
eine fiir alle Faille giiltige Definition des Normenrestbegriffes gegeben. 
Satz 2. Es seien v und uw zwei ganze Zahlen des Kérpers k, wu sei 
jedoch nicht /;* Potenz einer Zahl in k, ferner sei £, eine /!'"* primitive 
Einheitswurzel und p ein zu 1 — &; primes Primideal in /, das in v genau 
zur 6°" Potenz aufgeht. Dann ist die notwendige und hinreichende Be- 


pi 
dingung dafiir, dap v ein Ui" Normenrest in K(Vu) nach p ist, die Existenz 
einer ganzen Zahl A des Kérpers K(Vu) , welche der Kongruenz 
(1) v =n y, (A) (pt) 
BVn 
geniigt. 
Ist andererseits { ein in 1 — & genau zur /'*", in v genau zur U'™ 


Potenz aufgehendes Primideal des Kérpers k, dann ist die notwendige und 
vei 


hinreichende Bedingung dafiir, daB v ein Ji" Normenrest in K(V/u) 


pri 
nach { ist, die Existenz einer.ganzen Zahl A des Kérpers K(//u), welche 
der Kongruenz 
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i = bi —Veaeg ag —1y (yy —1)) +41 

(2) vm a (A) (ft aremna-ayeyes) 
‘Va 

geniigt. 


Beweis. Die angegebenen Bedingungen sind notwendig, das lehrt 
Definition 1. Sie sind aber auch hinreichend, wie man beweist, indem 
man bei beliebig vorgeschriebener ganzer rationaler Potenz m von p 


bezw. | die Existenz einer ganzen Zahl A’ in K (Vu) nachweist, deren 
Relativnorm nach der vorgeschriebenen m'‘" Potenz von p bezw. [ der 
Zahl v kongruent ist. Wir nehmen zunichst 6 = 0 an, kiénnen also im 
Falle der ersten Aussage m > 1 voraussetzen. Wir bestimmen eine ganze 


ai ‘“ 
zu» prime Zahl A* in K(j/u) derart, daB 
@) AAS = 1 (p") 
wird. Dann wird wegen (1) 


my, (A*)-v=1 (9). 
Via 
Nach I, Satz 1 pg. 265 folgt daraus die Existenz einer ganzen Zahl 6 
des Kérpers k, welche der Kongruenz 


my (AY) =p (pm) 


Vn 
geniigt. Benutzt man jetzt wieder (3), so folgt, was wir beweisen wollten: 
(4) vn n; (AB) (p™). 


Vie 
Ist b+ 0, dann ist es immer méglich, eine ganze zu p prime Zahl 


, 


way 
Vv = : 


» 
ea 
im Grundkérper k zu bestimmen, wo z die Relativnorm einer ganzen Zahl 


pi 
des Kérpers K(//u) und @ eine ganze zu p prime Zahl des Grundkérpers 
ist. Fiir v’ erhailt man dann eine Kongruenz der Gestalt (4) und daraus 


hj 

folgt, daB wie v auch v der Relativnorm einer ganzen Zahl in K (Vu) 
nach p™, wo jetzt m >6b-+ 1 ist, kongruent ist. 

Wie im Falle eines zu /; primen Primideales verfihrt man beim 
Beweise des zweiten Teiles, indem man dabei I, Satz 2 pg. 266 anwendet. 

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes ist fiir Normenreste jeden 
Grades und nach jedem Primideal des Grundkérpers die notwendige und 
hinreichende Bedingung anzugeben. 
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§ 2. 
Das Normenrestsymbol. ( 


Definition 2. Es sei, wenn §&, &,---,& wie bisher bezw. 
[ate Yate ..., Pe primitive Einheitswurzeln sind, p ein zu 1—§&,, 1 —&,,-- 
-, 1—&, primes Primideal in k, welches in den ganzen Zahlen v und u 
desselben Kérpers genau zur b'*" bezw. a‘ Potenz aufgeht. Man wihle 
nun zwei zu p prime ganze Zahlen @ und 6 in k so aus, dab ( 


ln. 


e -@ 


ist. Dann definieren wir das Symbol | - ‘4 = durch die Gleichung 


w nel-18) 


Das so definierte Symbol nennen wir aus sdieing die mit Satz 5 klar 
werden, das n Normenrestsymbol.*) 

GemiB dieser Definition erhalten wir fiir die Us '", It, ..., Petr 
Normenrestsymbole die Gleichungen » 
‘§ BA . £9). 425° 
®) 2)=(9) 0 


(¢=1,2,---,e). 


Entsprechende Definitionen erhalt man fiir [°° Normenrestsymbole, wo 
0<b.<h, i=1,2,---,e ist.**) 


*) Einfacher kénnte man die Definition so formulieren: 


{ru} {2 9%. y@—0| 

cs es ae 
wenn man bedenkt, daB der Ziihler des Potenzrestsymboles —- wenn dieser Ausdruck 
gestattet — durch die a-b-n Potenz von p teilbar ist, und die Definition des Potenz- 
restsymboles (vergl. I, Def. 2, pg. 267) fiir denjenigen Fall heranzieht, wo der Zihler 
durch ein Vielfaches der n**™ Potenz des Nenners teilbar ist. 

**) Ist 1, = 2, so ist im Falle, wo der Grundkérper nicht den Kérper der [+ !'*", 

“" Einheitswurzel enthalt (vergl. pg. 372), die Definition 


MPkoeP 


zu setzen. Enthilt, wie wir annahmen, k auch den Korper der / +!“ Einheitswurzel, 
a-b 
dann fallt das Glied (=) weg, da sein Wert immer + 1 ist. 
rm 


sondern nur den der 7 
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Satz 3. Zwischen dem n und den [hi (i =1,2,---,e) Normenrest- 
symbolen besteht die Beziehung 


9) PEM CE CO 


t 
2 
wo die ganzen rationalen Zahlen a,, d,,---,a, den Kongruenzen 
a, Ue. Ys. ++ Ve == 1 (Uh), 
Pa al Yoo Be = 1 (0h), 
aul Ups Bests 1 Re) 
geniigen. 
Beweis. Nach dem in I, §3 pg. 268 Abgeleiteten ist 


1-076)" 
1-6, 600" 


vy 
WO d,, @,-+-, @ den Kongruenzen (4) geniigen. Aus den Gleichungen 
(1), (2), (5) folgt jetzt sofort die Beziehung (3), (4). 
Die Behandlung »“* Normenrestsymbole, soweit diese bisher definiert 
sind, ist mit Satz 3 auf diejenige /\** Normenrestsymbole zuriickgefiihrt. 
Wir fiigen wieder zwei den bei der Definition 1 gemachten analoge 
Bemerkungen an: 
bt nd 





1. Es liege ein /‘i*** Normenrestsymbol ( ) vor. Ist dann uw die 
whi 


ls-*ite Potenz einer Zahl in k, wo k; eine ganze rationale Zahl > 0 und 
<h, ist, ist also etwa 


wae, 
dann wird, wie aus der Definition zu entnehmen, 


abv) “i CF) 


_ist andererseits » die /ii-*i Potenz einer Zahl in k, etwa 


vie kj 
v=vi A 


Ay = (9) 


Bevor wir zur zweiten Bemerkung iibergehen, miissen wir einen fiir 
das Rechnen mit Normenrestsymbolen wichtigen Satz einschalten: 


dann wird entsprechend 
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Satz 4. Es seien y, u, v’, uw’, v*, u* ganze Zahlen in k, und unter 


‘ . . . ‘ , v u 
ihnen seien v* und u* so beschaffen, daB die Quotienten > und -| n® 


Potenzen von Zahlen in / sind. Dann gelten die folgenden Formeln fiir 
die Normenrestsymbole: 


(1) ¥5 = 
@ fat) (2) a, 

. Sitiaa. 
. Pe) PE = (5) 


Beweis. Die Formeln (1) und (2) gibt die Definition 2 an die Hand. 
Um (3) zu beweisen, setzen wir voraus, u,v, v’ seien genau durch die 
bezw. a, b, b’*" Potenzen von p teilbar. Ist dann 
oe © a® 
a? 6, ? uw” 6. ? 
also 
(v-0')* _ Oey 


b+’ Oe” 
a 0, - 0, 


dann liefert Definition 2 die Gleichung 


(mm) (rom) _ (er {ahr (ez). (%)-" f@r-@s) fr -G)—2_ free) 
tps) tps Up pl lps Ups Lp Jp J lop J 
Damit ist die Gleichung (3) bewiesen. Formel (4) folgt aus (2) und (3), 
Formel (5) aus (3) und (4) unter Beriicksichtigung der Bemerkung 1 zu 
Definition 2. 
2. Halten wir uw und p fest, so bilden alle ganzen Zahlen v in k, 

welche der Gleichung 

i) ad, 

firth 
geniigen, einen Zahlstrahl. Das geht aus der Gleichung (3) von Satz 4 
hervor. Ebenso bilden alle Zahlen », fiir die 


ale) sac 


ist, Zahlstrahlen. Den ersten nennen wir den Hauptstrahl der zu u und 
p gehorigen n* Normenrestsymbole, den letzteren lhi*" Nebenstrahl der zu 
u und p gehdrigen n* Normenrestsymbole. Notwendig und hinreichend 
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dafiir, daB eine Zahl des Kérpers / dem Hauptstrahl angehért, ist die 
Bedingung, daB diese Zahl dem J", dem Jet, ..., dem Je Neben- 
strahl gleichzeitig angehért. Wir kénnen noch weitere /):* Nebenstrahlen 
(0<b,<h,; i=1,2,---,e) hinzufiigen und sehen so, daB die Gliederung 
des Hauptstrahles in Nebenstrahlen die gleiche ist wie diejenige des 
Zahlstrahls der n*" Normenreste. Die Aufgabe des folgenden Paragraphen 
wird es sein, die Identitat beider festzustellen. 

Auch wenn man v und yp festhialt, uw variieren laBt, laBt sich auf 
(rund der Gleichung (4) von Satz 4 ein analog gebauter Zahlstrahl 
angeben. 

Definition 3. Es seien in 


1—&=—8-03.-. 82 


(;, ls, +++, l,, voneinander verschiedene Primideale in k, v und w seien * 
ganze Zahlen in k, die genau durch die b'® bezw. a Potenz von [, teilbar 


: . — . v . 
sind. Wir definieren dann das li Normenrestsymbol (*:*) durch die 
wi 
: 


Y ° [; 
Gleichung 

Ce) 17 ey" 

ae I .* 


Hierin ist das Produkt iiber alle zu 1 —&; primen Primideale in i zu 
erstrecken; u* geniigt den Kongruenzen 


i,z 





— a a 

u* =p (ei (+ jg —0 (; thvees) 

pe oti (3 He 1 0+ = 1) (G—1)) +1 oa a+ tr—OG—2) +1) 
' —_ é,2 =e ee _ 


Darin ist « eine zu den Idealen [,,,---,[,, prime ganze Zahl in /. 
Definition 4. Ist {ein in irgend welchen der Zahlen 1 —&,, 1 — &,,-- 
--,1—£, aufgehendes Primideal des Kérpers k, dann definiere ich das 


Symbol ("| durch die Gleichung 


ad ~ <7: (**)*. ’ Acok 
1 e 


wo die ganzen rationalen Zahlen a,, a,,---, a, den Kongruenzen 


a, lis- Us. Yee = 1 (Th), 
ay Tis . Ths see [he = 1 (Up), 


v 
Ae 


e 


alee Best 1 (Rs) 

geniigen. 
Anwendung. Es sei, wenn v und uw zwei ganze Zahlen im Kérper k 
sind, fiir Ti, Jet, ..., Tee Normenrestsymbole der Satz: 
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IT Ge) ‘geal 
(‘=1,2,---,e), 


das Produkt erstreckt iiber alle Primideale in &, bewiesen. Diese Glei- 
chung stellt das allgemeinste Reziprozitiitsgesetz Ui‘ Potenzreste dar, in 
dem das sogenannte allgemeine Reziprozitiitsgesetz und die beiden Er- 
ganzungsgesetze als spezielle Fille enthalten sind. Das Reziprozititsgesetz 
ist bisher bewiesen fiir h;=1 (¢=1,2,---,e), aber nur unter ein- 
schrankenden Bedingungen fiir den Kérper k. Ist die Klassenzahl des 
Kérpers & teilbar durch /,, dann greift die Frage des Klassenkérpers ein 
und die Fassung des allgemeinsten Reziprozitiitsgesetzes und entsprechend 
auch Definition 3 erfahrt eine Anderung.*) Setzen wir aber einmal den 
’ Grundkérper k so beschaffen voraus, daB unsere Voraussetzung erfiillt ist, 
dann gilt auch das Reziprozititsgesetz n‘** Potenzreste 


v, 
[[e}-+2- 
(tw) 
Es ist namlich nach Satz 3 und der Definition 4 


[1 2\-I[ C068} 


(1) (ww) " 


wo die ganzen rationalen Zahlen a,, a,,---, a, die Kongruenzen der 
Definition 4 erfiillen. Es wird also auf Grund unserer Voraussetzung, 


wie wir behaupteten, 
Isi-+ 
w J ; 
(vw) 
Das eben Gesagte zeigt, wie schon das in I, § 6 pg. 280 Gefundene, daf 


man die Reziprozititsgesetze n‘** Potenzreste beherrscht, wenn man die- 
jenigen der /*" Potenzreste kennt. 


§ 3. 
Normenrest und Normenrestsymbol. 
Wir nannten das in § 2 eingefiihrte Symbol das Normenrestsymbol. 
Die Berechtigung fiir diese Bezeichnung gibt der Parallelismus, der zwi- 


schen dem Wert des Symbols und dem Normenrestcharakter besteht. 
Wir kénnen diese Beziehung vorerst nur fiir diejenigen Primideale des 


*) Vergl. D. Hilbert, Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper. Acta 
math. Bd. 23, pg. 99/f. 











> 
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Grundkérpers nachweisen, welche prim zu den Zahlen 1,, /,,---,1,, also 
za n sind. Der entsprechende Beweis fiir die Primideale des Grund- 
kérpers, welche Teiler von » sind, laBt sich erst nach Erledigung anderer 
Kapitel der Theorie »“™ Potenzreste geben. Wir beweisen demgemiB in 
diesem Paragraphen den folgenden Satz: 

Satz 5. Es seien v und w zwei ganze Zahlen und p ein zu den 
Zahlen 1 — &,, 1 — &,---, 1 —&, primes Primideal in k. Gehdrt dann 
v dem Hauptstrahl der n'" Normenreste in K (Vu) nach p an, so gehirt v 
auch zwm Hauptstrahl der zu u und yp gehirenden Normenrestsymbole und 
wmgekehrt. Gehirt v zu einem Nebenstrahl jenes ersten Havuptstrahles, so 
gehirt v auch zu dem entsprechenden Nebenstrahle des anderen und um- 
gekehrt. 

Beweis: Der Aufbau des Hauptstrahles aus Jt, [ten ..., Jhcton 
Nebenstrahlen sowohl bei den Normenresten als bei den Normenrestsym- 
bolen (vergl. die Sitze 1 und 3) gewihrleistet die Richtigkeit des Satzes, 
wenn wir ihn fiir den Fall » = /* beweisen. 

Der Satz gilt fiir /,*° Normenreste.*) Wir nehmen an, wir hiitten 
ihn schon fiir Ui-* Normenreste bewiesen; wir wollen ihn dann unter 
dieser Voraussetzung fiir //* Normenreste beweisen. GemiiB einer Be- 
merkung zu.den Definitionen 1 und 2 kénnen wir von den Fallen ab- 
sehen, wo v oder u — oder auch beide — J, Potenzen von Zahlen in / 
sind. Sie erledigen sich sofort auf Grund der Theorie //:~ 1°" Normenreste. 

Wir bezeichnen im Verlaufe des Beweises zur Abkiirzung /,;° Potenz- 
rest- bezw. Normenrestsymbole durch runde Klammern ohne Index links 
unten und deuten in zweifelhaften Fallen durch Index rechts unten an, in 
welchem Ké6rper das betreffende Symbol zu nehmen ist. 

Wir unterscheiden im weiteren 4 Fiille: 

Fall I. Es seien » und uw beide prim zu p. Nach der Definition 2 
ist dann in jedem Falle 


Ae ites 


Wir haben also zu beweisen, daB » in diesem Falle stets Normen- 


whi 
rest in K(Vu) nach p ist. 


*) Vergl. fiir 1; = 2: 
D. Hilbert, Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkirpers. Math. 
Ann. Bd. 51. Satz 9. 10. 11. 12. 13. pg. 12 ff; 
fiir 1; gleich einer ungeraden Primzahl: 
Ph. Furtwingler, Uber das Reziprozitiitsgesetz der 7" Potenzreste. Ab- 
handlg. d. Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen 1902. Satz 15. pg. 16 ff. 
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Nach der Theorie /;°* Normenreste ist wegen 


(")-+1 


im Kérper K (V u) eine ganze zu p prime Zahl @ angebbar derart, daB 


(1) v=ny @ @) 


ist. Jetzt stehen zwei Méglichkeiten offen: 
1. Es ist (£) - +1, p zerfillt also im Kérper K (Vu) in U; ver- 
schiedene Primideale; es sei etwa: 
ot 


li) ° . 
wo p ein Primideal in K (Vu) und § und deren Potenzen die Substitu- 
tionen der Relativgruppe andeuten. Nach der Definition 2 ist dann im 


Kérper K (Vu) “a 
CR) = 
hj-1 /y 


ai : y u“ 
ye 
(20) 4 1 
pi-t sp _ 
i Ve 
. &- 
(2) =+1. 
ee ae 
Aus diesen J; Gleichungen folgt nach der Theorie /-'* Normen- 
reste die Existenz von /,; ganzen Zahlen A,, A,, ---, Ay, des Kérpers 
i 


‘ 
K(Vu), welche dem folgenden System von Kongruenzen geniigen: 


@=n (A) () 


Vi, Vie 
c= a pi (Ag) (5 p) 
(2) Ves Vi 
c= mi (A,) (s%-"p). 
Vu, Ve 
vi 
Bestimmt man eine ganze Zahl A im Kérper K(j/u) derart, dab 
A= A,(P) 


A = A,(5) 


A = A;,(S"'—'p) 
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ist — médglich ist das, weil p und seine Relativkonjugierten einander 
teilerfremd sind —, dann lat sich das System der Gleichungen (2) zu- 
sammenziehen in die eine Kongruenz 


(3) a=, ,n (A) (P). 
Ve, Vu 


Entsprechende Kongruenzen ergeben sich fiir die zu @ relativkon- 


jugierten Zahlen; aus ihnen allen folgt in Verbindung mit (1), daB y ein 
ay 
[i* Normenrest in K (Vu) nach p ist. Damit ist in diesem ersten Falle 
der Beweis unseres Satzes erbracht. 
2. Ist ( ),+ + 1, zerfillt also p im Kérper K (Vu) nicht, dann ist 


nach der Definition 2 
-_ 


a re 
; Vu 
Auf Grund der Annahme, unser Satz sei fiir //i—'*° Potenzreste schon 


ge 
bewiesen, folgt wieder die Existenz einer ganzen im Kérper K(V/u) ge- 
legenen Zahl A derart, dab 


“= Mahi (A) (p) 


Ve, Vie 
ist, und daraus folgt weiter wie oben, daB wv ein //*** Normenrest in 
whi 
K(Vu) nach p ist. 


Fall Il. Es sei w genau durch die a Potenz von p teilbar, v da- 
gegen sei prim zu p, dann ist nach der Definition des Normenrestsymbols 


(3) = GY 
vi p wi p 
u 


Ist a durch /' teilbar, dann ist immer } (**) = +1; wir kénnen in 
ti 


diesem Falle den Beweis auf Fall I zuriickfiihren. -Es sei naimlich 2 eine 


genau durch die erste Potenz von yp teilbare, g eine durch = teilbare, 


za yp jedoch prime, ganze Zahl in /. Dann ist wegen Formel (5) des 


Satzes 4 mit (**) auch 
“a 


Q 
| v, nt 
hy 
’ ‘ 4 
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a 
und da fe eine zu p prime ganze Zahl ist, kénnen wir hier Fall I an- 
bi 


vi 


wenden. Es ist also vy in K (V«¢) und damit, weil a = O(/*) ist, auch 
4 


Pi 
in K(Vu) ein U*** Normenrest nach p. 
Es sei a genau durch die a,* Potenz von /, teilbar, dann kénnen wir 
nach dem eben ausgefiihrten ohne Einschrinkung annehmen, daB 


0<a,<h; 
ist. Es sei etwa 


dann ist 


thi (5) - ale '~ ai — igi 


i 


ae mu ‘ v) pe ee abs : 
Ist jetat aA > ) = +1, so ist demnach a J 5 ion +1, also etwa 


(1) vy = aii %(p), 


wo « eine zu p prime ganze Zahl in / ist. Das I” Normenrestsymbol 


Ce) hat nach der Definition 2 den Wert +1. Da a,<1,;—1 ist, 
hal) es 


kénnen wir hier die Resultate der Theorie /'-'‘*" Normenreste anwenden; 
i ? 
Ii_ 
° . + e i , ° ° 
danach ist « ein /’** Normenrest in K(V/u) nach yp. Verbinden wir das 
* 
en 
mit (1), so ergibt sich: y ist ein ['*™ Normenrest in A (Vu) nach yp. 
Es sei umgekehrt v ein J" Normenrest, also etwa 


@) yen » (AQ), 
k, Vu 


ai 
wo A eine ganze zu p prime Zahl in K(j/u) ist. Das Zerlegungsgesety, 
wi 


der Primideale des Kérpers / im Kérper K(V/u) lehrt, daB, wenn ) ein 


i 
in p aufgehendes Primideal des Kérpers K(//u) ist — fir a, = 0 ist 
Ai_ 
dieser Kérper mit k identisch —, p im Kérper K(V/u) in I -% gleiche 
Primideale zerfallt. Deshalb kénnen wir A als ganze Zah] «@ des Kérpers 


Mi 
K(Vu) wiahlen. Setzen wir 


a= a; (@), 
‘Ve 














uch 


wir 


wa 
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wo « eine ganze Zahl. des Grundkérpers ist, so folgt schlieBlich aus (2) 
v= ali" (p), 


oder, in Symbolform geschrieben, 


das war zu beweisen. 
Die iibrigen Aussagen des Satzes folgen unter Benutzung des eben 
Bewiesenen durch Riickgang auf die Theorie der //i~‘'" Normenreste. 


Ist beispielsweise _ (=) eine primitive /, Kinheitswurzel, so ist 
7 gililieed 


idle we hy 


also nach der Definition 2 
‘%e) 
vi a » ) 6 a. 


v ist deshalb nach der Theorie /'~-'** Normenreste ein /-1'* Nor- 
pi-1 _ 

menrest in K(Vu) nach p. Aber auch in K(Vu) ist v nur ein [i-1 
Normenrest nach p. Ware nimlich » ein //'** Normenrest, dann miiBte 
nach dem eben Bewiesenen 


aly) 5 yale) = >s 


t 
sein, und das trifft nicht zu. Mit diesem Beispiel ist die Art der hier 
und auch spiter an analoger Stelle anzuwendenden SchluBfolge gekenn- 
zeichnet. 


Fall II. Es sei w prim zu p,; v dagegen sei genau durch die 
b* Potenz von p teilbar. Dann ist nach der Definition 2 


(24) = (t)™. 
wii? phi p 


Ist b durch 7 teilbar, dann liBt sich der Beweis ahnlich wie an ent- 
sprechender Stelle bei II auf das in I Bewiesene zuriickfiihren, wir setzen 
daher im folgenden 6 + O(/!’) voraus. Es sei ) genau durch die };* Po- 
tenz von /; teilbar, wo wir 


0<d<h, 
annehmen kénnen, und es sei etwa 
b = bh’ . Ti, 


Mathematische Annalen, LXI. 
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Nach der Definition 2 ist jetzt 


ale) 2 thi - er - 


Gehen wir also von der Voraussetzung 
a 
ade) ae 
aus, so ist auch 


wail) one 5, 


Nach dem Zerlegungsgesetz der Primideale im relativ-zyklischen 
Bi — 6 
Kérper zerfallt deshalb p im Kérper K(/u) in I -% verschiedene Prim- 


ideale, deren eines p sei. Ist dann a eine ganze Zahl des Kérpers 
> — bi 


K (Vn), welche genau durch die erste Potenz von p teilbar, aber prim zu 
den von jp verschiedenen Teilern von p ist, dann ist die ganze Zahl 


a= w (2) 
Vi 


des Grundkérpers k genau durch die /*'* Potenz von p teilbar. Es sei 


weiter g eine zu p prime, durch x teilbare ganze Zahl des Grund- 
i 


kérpers. Die ganze Zahl 5 go’ des Kérpers k& ist dann prim zu py. 


Da auch w prim zu p ist, folgt aus der Definition 2 
(= eft ") as 
ar ms. 
Nach dem im Fall | schon Bewiesenen folgt daraus, daB die Zahl 
vie 
> go’ und damit auch v ein /** Normenrest in K(V/u) nach yp ist. 


an 
Es sei umgekehrt y ein //‘** Normenrest in K(V/u) nach p, also etwa 
vn 4, (A) (p’*), 
Vie 
thi 
wo A eine ganze Zahl des Kérpers K(V/u) ist. Da 
b= 0(l) 


ist, muB notwendig 


(1) p = (p, A)(p, 8A) «++ (p, S14) 














an 


n- 
rs 


At 


ei 


il 
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sein, wo S’ und seine Potenzen eine gewisse Untergruppe der Substitu- 
tionen der Relativgruppe bezeichnen. (Fiir 6, = 0 fallt die Untergruppe 
mit der Relativgruppe selbst zusammen.) Da uw prim zu p ist und des- 


vi 
halb p in K(Vu) nur in verschiedene Ideale zerfallen kann, besagt die 
Gleichung (1), daB 


whi = wy) + 


ist, und das war zu beweisen. 
Da die tibrigen Aussagen unseres Satzes leicht durch Riickgang auf 
die Theorie /i-1** Normenreste folgen, ist mit dem Bewiesenen der 
Fall II vollstindig erledigt. 
Fall IV. Es sei w genau durch die a'*, v genau durch die b* Po- 
tenz von p teilbar. Wir bestimmen a, und a’ bezw. b, und b’ als positive 
ganze rationale Zahlen so, daB a’ und b’ in 


a = It -a’, 
b= i. b 
prim zu J; sind. Es ist keine Einschrankung, wenn wir 
0 < a; < h,, 
0<b<h, 
annehmen. Wir setzen jetzt 
1. voraus, es sei 
a; < b,. 


In diesem Falle ist es méglich, zwei positive ganze rationale Zahlen 
e und d so zu bestimmen, dab 


b+a-cHli-d 
ist. Es sei a eine genau durch die erste Potenz von p teilbare, @ eine 


durch 5 teilbare, zu p prime ganze Zahl in /, dann ist die ganze Zahl 


i 
v-u- (2) 
. rd 


des Kérpers k prim zu p. Unter Beachtung der Formeln (1) und (5) 
von Satz 4 ist wegen der Voraussetzung 


we) = 


auch 
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pid 


Nach dem im Fall Il Bewiesenen ist jetzt v-p(2)’ und damit 


Pi 
auch » ein J * Normenrest in K(V/u) nach p. 
/ a 
Ist umgekehrt v ein /*** Normenrest in K(//u) uach p, so ist dies 


tid 
auch mit der wie eben bestimmten Zahl v - u’- (2) der Fall. Mithin 


gilt nach Fall II die Gleichung (1) und deshalb auch gemaB den Formeln 
(1) und (5) von Satz 4 die Gleichung 


hi tz waiting 


Die Identitaét aller anderen Nebenstrahlen weist man gestiitzt auf die 
Theorie /'~1** Normenreste nach. 
2. Es bleibt noch der Fall a;> 6, zu erledigen. 


Wir schicken eine Vorbetrachtung voraus. Es sei entweder (**) =+1 
vi 


a 
oder v ein /*'*** Normenrest in K(//u) nach p. Wegen 
a,<h;—1 


‘= ''t 


ist dann, im Falle der zweiten Voraussetzung nach der Theorie ['i—'' 


Normenreste, : ae 
C)-,6"=,_G)"+ 
i O5 


po 

p zerfallt deshalb im Kérper K(V/u) in Iei-% verschiedene Primideale. 
Es sei etwa 

afi ia 


p=p-sp---s p, 


wo § und seine Potenzen die Substitutionen der zu K(/V/u) gehdrigen 
aj — bj 


Relativgruppe angeben. Yu ist genau durch die a’ - bie Potenz von p, 


Nose 5s wi _ 
von §p,---, von a “p teilbar. In dem Oberkérper K(//u), der be- 
ti-i 


ziiglich K(j/u) vom Relativgrad U-«i+*: ist, zerfallt deshalb p jeden- 
falls in 1'~* gleiche Ideale. $8 sei eines derselben und TT eine ganze in 


pi. 

K(Vu) gelegene Zahl, welche genau durch die erste Potenz von § teil- 
bar und prim zu den iibrigen Teilern von p ist. Dann ist die ganze Zahl 
t= Majd; hi (TT) 

Vu Vu 
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Iti — 94 
des Kérpers K (Vu) teilbar genau durch die /%* Potenz von p und prim 
zu den tibrigen Teilern von p. Entsprechend wird 5 teilbar genau durch 
die U*° Potenz von S), prim aber zu den iibrigen Teilern von p, und 
ahnlich so fiir die andern Relativkonjugierten. SchlieBlich wird die 
ganze Zahl 
TSN jaj-dj (x) 
, Vu 
hj 
des Kérpers /, welche auch Relativnorm einer Zahl in K (V/ uw) ist, genau 
dureh die 7%" Potenz von » teilbar. 
Wir wollen beweisen, daB 


Gn 


ist. Wir bestimmen die ganzen positiven rationalen Zahlen ¢ und d so, daB 
a+be=Iid 


ist, und beachten fiir das Folgende, daB hierin ¢ durch [j' ~"' teilbar ist, 
daB also etwa 
c= ioe 
ist. Es sei x eine genau durch die erste Potenz von p teilbare, 9 eine 
durch ; teilbare, zu p prime ganze Zahl in &. Dann ist nach unserer 
" via 
Bestimmung die ganze Zahl u2° (2) des Kérpers / prim zu p. Nach 


der Theorie /i-1*" Potenzreste ist 


iia tia Hi 
e\" : 2) 
(2) ons 


(I) (2) "= k re) oi Ms) are 


m-% an-% \ mii 
t 


mi-i 


Ebenso folgt, da die Zahlen z, sz u.s. f. des Kérpers K (Vu) Relativ- 


thi 
normen von Zahlen des Kérpers K(Vu) sind, in gleicher Weise 





ti- ata 
b wei 0 i 
aioli ‘ A 
= “i . #,Vu + 7° (2) 
Ve ae me. wil = + 1 
# = = , 
p ti 0; p aj— bj 
hag — 05 +O} ; saa “ 
t _ hj —ajp+o 
7 a or Vu 


mithin 








W. Lrerzmann. 





aj — bj a Rit — Bi 
ie «(9 
(Ila) x) ir 
pi— apt; ? tii 
| Vi 
und andererseits 
iai— 0: 1 
sa. Ve Sx\ i 
a) ee i (=) “=4+1. 
Pe— aj +05 Bi- ri as; 
i Vi 


Durch Multiplikation der Gleichung (Ila) mit allen, elementar veriinderten 
isi-% — 1 Gleichungen (IIb) erhalten wir 


a Pi- ato; _ pi 
‘ 


Sie ' 
Vu x (2) 
(I) — —s =+1. 
. pig— aj +0; ’ wii 


Ve 
Die Vereinigung von (I) und (II) liefert dann 


ru A 


. tia i 
(78) ps 


und daraus folgt 


Damit ist der gewiinschte Nachweis erbracht. 

Nach dieser Voruntersuchung kénnen wir an unsern Beweis heran- 
gehen. Wir bestimmen die ganzen rationalen positiven Zahlen ¢ und d 
so, dab 

b+hi-ce=lid 
tia 
ist. x und g seien bestimmt wie oben, dann ist die ganze Zahl vx’ (2) 
des Grundkérpers prim zu p. Nach dem eben Bewiesenen kénnen wir 
die Voraussetzung 
vu 
(1) A: i 


umschreiben in die Form 








en 
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(2) =+1. 
Auf dies Symbol kénnen wir das in Fall Il Bewiesene anwenden, wonach 
via 
die Zahl va (*) und damit, weil z Relativnorm einer ganzen Zahl in 
% 


pi _ wi 
K(Vu) ist, auch » ein U** Normenrest in K(/Vu) nach p ist. 
ve 
Ist umgekehrt » ein J" Normenrest in K Vu) nach p, so ist es 
ii a 
auch v2 (2 ) , wo x und eg wie oben bestimmt sind. Nach Fall Il gilt 


x 


also die Gleichfung (2) und damit 


(")-+1. 


vey 
: 


Die iibrigen Aussagen des Satzes, der mit diesem letzten Falle voll- 
stindig erledigt ist, folgen wieder durch Riickgang auf die Theorie //i-'* 
Normenreste. 


Landsberg a. W., Dezember 1904. 
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Das Hauptachsenproblem der Flachen 2. Ordnung. 
Von 


Orro SraupeE in Rostock. 


Mehrere der zahlreichen Beweise fiir die Realitéit der Wurzeln der 
kubischen Gleichung A(4)=0 des Hauptachsenproblems der Flachen 
2. Ordnung beruhen darauf, daB die Diskriminante als eine Summe von 
Quadraten dargestellt wird. 

Auf einen ahnlichen Grundgedanken stiitzt sich auch der im folgen- 
den mitgeteilte neue Beweis, indem er das Produkt der Diskriminante D 
der Gleichung A(A)=0 und der Diskriminante D’ der Gleichung A’(4) =0 
durch die Quadrate der Unterdeterminanten der Determinante A(A) und 
zugleich die Diskriminante D’ selbst durch die Quadrate der Elemente der 
Determinante A(A) ausdriickt (vgl. die Gleichungen (31), (22) und (28), (24)). 

Dieser neue Beweis hat den doppelten Vorzug, daB die benutzten 
Quadratdarstellungen sich ohne jeden Umweg ergeben, und daB sie zu- 
gleich das Verschwinden der Unterdeterminanten von A(A) fiir eine zwei- 
fache und der Elemente von A() fiir eine dreifache Wurzel unmittelbar 
zum Ausdruck bringen. 

1. Die Diskriminanten D und D' bei der kubischen Gleichung. 
Wir bezeichnen die Wurzeln der kubischen Gleichung: 


(1) g(@) =a +pe+qrut+r=0 
mit 2,, 2, £3; die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(2) g(a) = 34° + 2px +q=0 
mit x1, 2; und die Wurzel der linearen Gleichung: 
1» 

(3) 39° (@) =34+p=0 
mit 2” = — f. 

Die Diskriminanten der beiden Gleichungen (1) und (2): 
(4) D = — (%,—as)* (ag —2)” (4, —2)%, 


(5) D'= — (a,—a2)? 








lau 
(6) 
(7) 


det 
(8) 
(9) 


un 


(11 


ms 


di 



















Hauptachsenproblem der Flichen 2. Ordnung. 
lauten in den Koeffizienten: 

(6) D = 4p*r — pq? — 18pqr + 4° + 279°, 
(7) Di = — 5 (p?—34). 


2. Bedingung reeller und Bedingungen mehrfacher Wurzeln. 
Die kubische Gleichung (1) hat drei verschiedene reelle Wurzeln unter 
der Bedingung: 


(8) D<0. 

Sie hat eine zweifache und eine einfache Wurzel fiir: 
(9) D=0, D'+0 

und eine dreifache Wurzel fiir: 

(10) D=0, D=0. 


Die Bedingungen sind in allen drei Fallen notwendig und hinreichend. 
3. Andere Darstellung der Diskriminanten D und D’. Indem 
man mittels der Relationen: 
4 
8? 
Sp? , 2pq 


, , 4p* , , 
a? +a%=——-——, 2° HP = — S + > 


i +a=— 42 = 


die symmetrischen Funktionen g(x;) - g(a) und g(x) -g" (a) von 24, x 
berechnet, erhalt man fiir D und D' die neue Darstellungsweise: 


(11) a D = 9 (21) 9a), 

(12) 9D’ = g" (x) - 9” (a3). 

Zugleich ist nach (2) unter Benutzung des Wertes «” = — ; 
f \ 3 , , fy 

(13) 7 D=9(@’). 


4. Die kubische Gleichung A(4) =0 des Hauptachsenproblems. 
Die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der Flachen 2. Ordnung 
lautet: 


Ay, +A thy Ay 
(14) AA) =| Gy, gg FA yg 
As, Ase Ag, + A 


=A + p+qit+r=0. 
Hier sind a,,=a,, reelle Konstanten und ist zur Abkiirzung gesetzt: 


Gy, Ao Ny 


(15) ro Se Ses 


Ag, Age gg 
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(16) P = Gy + Ayy + Ass, q = Ay, + Ag + Ass, 
wobei A,,= A,, die Unterdeterminanten 2. Grades von yr sind. 

5. Die Unterdeterminanten und Ableitungen von A(d). Wir 
bezeichnen mit A,,(4) die Unterdeterminanten 2. Grades von A(A), so dab 
insbesondere: 

yi (4) = (gg + 4) (53 + 4) — a5, 
(17) By(4) = (453 + 4) (yn +4) — G3, 
Ags (4) = (yy + 4) (gg +4) — Gi 
Danach ergibt sich fiir die Ableitungen von A(A): 
(18) A’(4) = Ay (4) + Age (4) + As9(4), 
(19) ; AY(A) = (Git) + (Gag +4) + (G55 +4). 

6. Identische Gleichungen zwischen A(da), A’(a), A’ (A). Fir 
die Determinante (14) gelten die Gleichungen: 

Ba (4) Ayy() — 08, (4) = (ayy +A) A(2), 
Aygs(4)O41(4) — 45,(4) = (@g9 +4) AA), 

la. aa (a) A,,(4) aa Ai, (4) = (33 +4) M(A). 

Nach (18) und (20) wird nun: 
yy (A) (A) = 5, (A) + D8 (2) + B¥g(A) + (en +4) + (oy +0) (0), 
Bay (2) A (2) = A3,(2) + A8,(2) + A,(A) + (yg +4) + (yn +2) AA), 
By5 (4) A (4) = A5,(4) + A5,(4) + Ay (2) + (ar +4) + (ag +d) (A). 

Durch Addition der drei Gleichungen folgt mit Hinblick auf (18) und (19): 

(21) A’*(a) = S2(a) + A” (A)A(A), 

falls zur Abkiirzung gesetzt wird: 

(22) S3(A) = A? (a) + A3,(a) + A3,(4) + 2A3,(4) + 2A3,(2) + 2A3,(a). 

Aus (19) und (17) ergibt sich: 


(20) 


(yy + 4) | A" (A) = (ayy +4)® + a2, + 2, + Dye (2) + Og5(A), 
(digg +4) 2 A"(d) = 3, + (dag +A)? + ay + Degg (A) + By (2), 
(yy +A) | A(R) = ad, + ay + (agg+4)® + Oy (A) + Oee(A). 


Durch Addition dieser drei Gleichungen ergibt sich mit Riicksicht auf 
(19) und (18): 


(23) 1, A"*(a) = s*(4) + 24'(2), 


















Vir 
laB 
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falls zur Abkiirzung gesetzt wird: 
(24) s?(4) = (a, +4)? + (Ggg +2)? + (agg + 2)? + 202, + 202, + 2a3,. 

Die beiden Gleichungen (21) wnd (23) gelten identisch in 2. 

7. Die Diskriminante D’ der Gleichung A’(A) =0. Sind Aj, dg 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(25) A’(4) = 0, 
so ist fiir die Diskriminante D’ derselben Gleichung nach (13): 
3 


(26) 5 p= a'(2’), 


wo 4” die Wurzel der Gleichung: 

(27) A’(4) =0 

ist. Wendet man daher die in 4 identische Gleichung (23) auf 4= 2” 
an, so ergibt sich: 


3 
(28) = 
Hieraus folgt nach (24), da 4” reell ist: 

Die Diskriminante D’ der quadratischen Gleichung (25) ist negativ; 
die Wurzeln 4;, As der Gleichung (25) sind reell (vgl. ()). 

Andererseits ist nach (12): 


(29) 9D’ = A" (a1) - &"(ag). 
8. Die Diskriminante D der Gleichung A(d)=0. Fir die 
Diskriminante D der kubischen Gleichung (14) ist nach (11): 


D’ = — 3°(2’). 


(30) wy D = A(ai) - A(45). 
Wendet man nun die in 4 identische Gleichung (21) auf die beiden 
Wurzeln von 4;, 42 von (25) an, so ergibt sich: 
A”(ai) - A(ai) = — S*(ai), Aas) - Aas) = — S7(Ag) 
und durch Multiplikation beider Gleichungen: 
A’ (ai) - A” (as) « (a4) - A(ag) = 82 (a4) - S7(A9) 

und nach (29) und (30): 
(31) + DD = S*(ii) - $*(4). 

Da nun nach Nr. 7 4; und Aj reell und daher nach (22) S?(A;) und 
S*(4) positiv sind, dagegen nach (28) D’ negativ ist, so folgt: 


Die Diskriminante D der kubischen Gleichung (14) ist negativ; die 
drei Wurzeln 4,, 4g, 4g der Gleichung (14) sind reell (vgl. (4)). 
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9. Eine zweifache und eine einfache Wurzel. Wenn die Glei- 
chung A(A)=0 eine zweifache Wurzel 4= 4, =A, und eine einfache 
Wurzel 4= 4, hat, so ist jene zugleich einfache Wurzel von A’(4) = 0, 
so daB etwa: 

(32) Ay = Ag = Ay + Ay. 
Alsdann folgt aus (31) mit Riicksicht auf (9): 

S8?(a;) - S#(ag) = 0. 
Nun kann aber 8?(4:) nicht Null sein; denn sonst wiirden nach (22) alle 
Unterdeterminanten A, ;(4g) und damit neben A’(4s) auch A(4:) verschwin- 
den; es wire daher 4: zweifache Wurzel von A(A), was nach (32) nicht 
der Fall ist. Daher mu8 S*(4;) = 0 sein, und daher folgt mit Riicksicht 
auf (22) und (32): 

Fiir eine 2weifache Wurzel von A(A) verschwinden stets alle Unter- 
determinanten &,,(a). 

Wenn andererseits fiir irgend einen Wert 4 = A; alle Unterdetermi- 
nanten A,,(4) Null sind, so verschwindet fiir ihn nach (14) und (18) 
auch A(d) und A’(A). Daher ist 4 = 4; eine zweifache Wurzel von A(A). 

10. Dreifache Wurzel. Wenn die Gleichung A(d) = 0 eine drei- 
fache Wurzel 4, = A, = A, hat, so ist diese zugleich zweifache von A’(A) = 0 
und einfache von A”(4) = 0, so dab: 

(33) dy = ag dg = ai = ag = A”. 
Aus (28) folgt daher mit Riicksicht auf (10) und (24): 

Fiir eine dreifache Wurzel von (a) verschwinden stets alle Elemente 
von A(a). 

Wenn andererseits fiir irgend einen Wert 4 = 4” alle Elemente von 
A(4) Null sind, so verschwinden fiir ihn nach (14), (18) und (19) auch 
A(a), A’(a) und A”(a). Daher ist 4=4” eine dreifache Wurzel von A(A). 


Rostock, Mai 1905. 








—~_ tn. mm a 


























a2 4 ” 
S. Keemsxt. Uber die Differentialgleichung hat m+i ds_ # Os =0. 397 


e 
), 
—— , : a léz mn dz 
yj os , Mtl Os 8 OF 
, Uber die Differentialgleichung —, + —— — —> 5, =9 : 
t Von 


8. Kepmskr in Lemberg. 


Wenn man eine Randwertaufgabe fiir die Differentialgleichung: 


; ae =o + m+1 02 mn dz 

) (1) Lo" 34+->" 3H 

vermittels der Green-Riemannschen Methode lésen will, hat man bekannt- 
lich vor allem eine entsprechende Lisung der zu (1) adjungierten Dif- 
ferentialgleichung 

(2) M(v) = z vv m+1 ov, m ov 4 et — 


x ox «x dt 





zu wiihlen. Als eine solche Lésung wihlen wir die folgende: 


m+1 sts 


; a Oat Pet 
®) +-e . leas 


WO 2%, t, zwei beliebige Parameter sind, und w als Funktion von 





s LX, 
’ (to _ t)* 





der Differentialgleichung: 


(4) gf > (m+ 1) > — — nw = 0 


geniigt. In der Tat lin BS man hens daB 


_ __ © & d*w cen P 
M(v) = - pel Te t (m+) Se — nw] 
ist. Dieses het v "besides noch die wichtige Eigenschaft, dab es 
als Funktion der Parameter 2, 4 der Differentialgleichung (1) geniigt. 
In der Tat ist: 
eo? d*1 Si 
ea ae te sors LE ae ae + (nm +1) — nw. 


{ 
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driicken. Wenn man niimlich in (4) 
g=—— -,, w= t"W(6) 
setzt, bekommt man fiir W die Gleichung 
ow, t hl _™m 
ate Get(i-s)W-0, 
der die Besselschen Piaihtinain 


J™(6), YE) 
geniigen. Es ist also 


w(é) = (in Vé)-™ [AJ™ (Qin VE) + BY” (Qin Vé)] 


m 


und 


e Ly 


Aus dieser Schar der panini heben wir folgende hervor: 


a) fir m>0 


m 
’ 1 x : x oe o* m 
(5) v= on (= c—7* ot Ji (Qin Vé) 
oder 
a 
nit gntt = Tot% ane 8 Ee 
(5*) on Stent 8 + 
‘ (—#)"* s!(m+1-+8) 
s=0 
b) fir m<0, m=—u 
Me 
C ate 
q 1 (%\" @ | "@-# 
(6) v= = — e ' J« (Qin yé) 
a xr t,—t 


oder 


2s 
Bape) UX -t—- ae va, 
6*) v= n" ——e %-# > — -; §=,;— 
ati (t, —ay"*? ws st (wu ti+s) ’ 2 GO 
s= 


In der Folge werden wir annehmen, daB 2 >0O und ¢,>0 sind. Dann 
ergibt sich aus den Ausdriicken (5*), (6*), daB die Funktion v sowie ihre 
Derivierten im Gebiete (G@): x >0, t<¢t, der (a, é)-Ebene endliche und 
kontinuierliche Funktionen ihrer Argumente x, ¢ sind. Weiter zeigt sich, 
daB fiir x = co die Funktion v, sowie ihre Derivierte sn der Grenze Null 


zustreben. In der Tat hat man fiir sehr grofes x, also fiir sehr groBes § 


— *) 


*) Siehe Gray and Matthews, Treatise on Bessel Functions , pg. 70. 





Die Funktion w(&) liBt sich durch die Besselschen Funktionen aus- 


C= z ( ay é ar | 4am ( Zin Ver ») + BY™ (2in ye.) | e ni 









-~1 


fii 


di 


di 









Uber die Differentialgleichung - at = 


m ,2nVS 
I™(2inV—)~ we 
2ynxVe’ 
woraus folgt: fiir m > 0 
1 amtt | (Vae—Vay 
_— kate i a x x ae ; 
(4) i 2YnVx Ve a (=) e 
ars) Seat (Vz, — V2) 

\ ene | ie _# Xo pei a a 
(8) v wee Ve e : 


dies aber liefert ohne weiteres die Richtigkeit der Behauptung. Auf 
dieselbe Weise kann man beweisen, daB auch [<] = 0 ist. 


Wir wollen festlegen, daB das gesuchte Integral z(x,t) der Differen- 
tialgleichung (1) sowie seine Derivierten erster und zweiter Ordnung fiir 
«>0, t=>0 endliche und stetige Funktionen sein sollen. Indem wir 


t 


A (py, ty) D 














pow 
| 





O C(a,, 0) 


dann vom Gebiete (G) den Bereich R durch die Grenzlinien B’ D’: 
t=t,<t, und CD’: =a, > 4%, ausscheiden, kénnen wir auf den Be- 
reich R den Greenschen Satz anwenden: 


SfeLe —2M(v)|dedt = {(Qadt— Paz), 
wo e e 
i als Guvit ay Orn 
ist. Wir erhalten somit 
"((.. dz ov , m+1 a 
(9) | (ese — ee : ev) dt+ ™ -gvdax;t = 0. 
R 


a) Betrachten wir zuniichst den Fall: m > 0 und bemerken, dab: 


(10) f=af+f+f+f-o. 
R oc cp DB 


BO 


| 
| 
| 
| 
| 
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1. Auf der Strecke B’O ist «=0, dx=0. Weil aber bei m>0 


auch or 
ov 1 
[v]z=0, [=] ~ 0, [-; v ne, 
erhalten wir J 
(11) f wh 


2. Auf der Strecke OC ist t= 0, dt = 0; wenn wir nun annehmen, 


daB 
&-0 = f(*) 
ist, erhalten wir 


neti By dip “(> n** a? xt, ; 
gett ee i da, aVetita aR ) feo)as 
=0 
oder 
1 ber 7" ; ( 
(12) a Fi See - (2 in Ve" \f (a)dz. 


3. Auf der Serecke cD’ ae e = = s da =0. 


Weil sowohl v wie auch —v, — “ (vergl. 7) fiir 2 = 2, = co m Null 
ox 
konvergieren, ist 


a) f= fiefs 2+ tH ee] <0. 


cD’ 0 


4. Endlich auf der Strecke D’B’ ist t=t,, dt = 0, also 


0 0 
J =n f [ev}-., 2 =n J = v(x, t,) e(a, t,) da 
DB x, x, 
0 
. m Ps ad yeu, 
n 1 x\2 to—t Tm VEX 
[- m= J (=) e J (2in ¥* =) e(a, t,)dx. 


DB’ zy 
Wenn wir nun annehmen, daf ¢, sich dem Werte 4, ohne Grenze an- 
nahert, erhalten wir fiir sehr kleines positives ¢, — ¢, asymptotisch: 





Vrx, 


J™ (2in yee, 0) mw ay 88 
t, —t, 2Ynx Vax, 


0 
J d ox ees oe Vd 
x to — t, nax 
~ — 2 ’ . , t ————————e 
V2 (7) ' #(2, 4) 2 Vx (t, —t,) 


D'R’ 


> 


so daB: 
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> 0 ° 
oder wenn wir 
V% — VE Vnd« 
n _ ——-—- —~- — = 
Ve Vi. —t, ™ 2 Vx (t — t) - 
setzen, 
_ Va 
Vio—t 
2m+1 
. | SOP 
Vx Va, 
B yavaz V2 
Vio- th 
Py “eee sh ' 
wx #|(Vi0+ Vn = Vig— t) > by —(h — 4)| du 
Weil nun 2, > 2, ist, so ist in der Grenze ¢, = ¢,: 
(14) f= #604) F ak “dam — alm). 
DB 
Indem wir die Ausdriicke (11), (12), (13), (14) im die Gleichung (10) 
ll einsetzen, 2, = oo, t, = werden lassen, 2, ¢ anstatt 2,¢, und als In- 


tegrationsvariable 4 schreiben, bekommen wir endlich: 


ao 


(15) (= 22 si f (4)° (Fe (ain ¥#4) raya 


0 
oder 


7 e \ a+a 
neti > n?* asi - — - 
(15*) 2(a, t) = =f(3 s! Tim+1+58) 3) é : A f(ajda. 
0 


Wir haben also folgenden Satz: Wenn m> 0 ist, stellt die Formel 
(15) oder (15*) ein Integral der Differentialgleichung (1) dar, welches fiir 
t= 0 die Werte z = f(x) annimmt. Durch diese Werte ist 2(a, t) im ganzen 
Quadranten x >0, t>0 defimiert. 

DaB fiir ¢=0, z=/(x) ist, kann man vermittels der Formel (15) 


leicht verifizieren. Ftir sehr kleines ¢, also sehr grofes =, hat man 


asymptotisch: 
on Vad 
= (ain V2) Ee | 
t 2 yn ‘Por 
also 
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— (,.2m=1 — (Ve-ya? 
7 — 8 gy a 
sen~¥e f (2) ‘ @ : lO a 


0 
oder wenn man 


tat in > ies 
setzt, 
? Wes) . - = : 
£6, ~— J / (eV ) ene (ve—Viw)'] a, 
val2 
Vi 
so daB fiir t= 0 
#(0,0)=f(2) J fe" du = f(@), 


w. z. b. w. 
Unter a) subsumiert sich noch der Fall m=0. Denn hier ist 


eno, (F]afilngae 


also das Integral 
f ist noch gleich Null, 


BO 


so daB 


we 
a+2 


(16) (2, t) =" fe Tr (ain ¥2*) payaa. 
e 
b)*) m=—u< 0. 
Indem wir hier fiir v die Ausdriicke (6) und (6*) heranziehen und 
ahnlich wie friiher verfahren, erhalten wir: 


vo 


v Ov n“ Xe Ba 
[vL.0= 0 bedas™ [; ihe r+) —o4 e “&, ete, 


ty fo 
1 = a ‘t)dt 
J a” Ga P| " 
Bo 0 


wo 2(z, )e-0— p(t) gesetzt wird. 


also: 


5 Der Fall m ——1 ist vom Verfasser in dem Anzeiger der Krakauer Akademie, 
Febr. 1905, behandelt worden. 








oder 


wo 


var’ 


ode 


(17 


we 
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Lotz 
‘ Tt nt? La, ‘ein ie 
2 fro ffl [Sorattian - * f(@)dz, 
oc 


oder 
& pret? 
f-3 ft . JH (2inV2%) p f(a)dz, 
oc 


wo f(x) = 2,29 ist. 
3. Fir 2, = co ist: {=9, 
cD 





4. |= — 2(X, ty). 


DB 


Wenn wir also anstatt x, ¢, die Variabeln x, ¢, und als Integrations- 
variable 4 einfiihren, bekommen wir endlich das Integral: 


t 


e <= 9a) 
(17) a(x, t) = a 52 jefe Guay tit 


mM ott 


4% fe  ge(2in¥2*) payaa 
F 
oder 
" - a | (a) 
(17*) a(a, p— tie fi eeyrit 
0 


sz 





ie fn aie 2 ttt 
swe (| Surciva(e) |e | rom. 
0 
welches fir 7=0 in 2= (bt), 
fir ¢=0 in z=f(a) 

stetig iibergeht.*) 

Weil die Funktionen g(a), f(4) voneinander unabhingig sind mit 
der Ausnahme, daB (0) = f(0) sein soll, geht ohne weiteres hervor, dab 
jeder der Ausdriicke rechter Hand (17) oder (17*): 


7 Die Formel (16) (w = 0) erhiilt man auch aus (17), indem man beachtet, da8 


= 1 
fir »=—0 fo> = 0 ist. 


26* 
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t 


Lua "=i 9) ode 
(18) nedm ae fe Goat 
0 
i oH setz 
. | es od 
(19) 44(a,t) =“ faye “J (2in¥*) payaa 
oder : 
“ n® ig e- 
(19*) 2, (a, t) = “Sf 3a isa (D en ayaa ie 
fiir sich schon ein Integral der Differentialgleichung (1) darstellt, und zwar: 
2,(a,¢) geniigt den Randbedingungen: fir ¢=0 ist z2,=0 
» e=0 , o> Wee p(t), Ww 
& (x, t) ” ” ” » t=0 » Oo f() ko: 
» 2<=0 , 4,=0. 
Um dies zu verifizieren, verfahren wir folgendermafen: 
In der Formel (18) fiihren wir neue Integrationsvariable ein: 
n—— =u, 4—t—“* W 
u 
und erhalten bl 


2,(z,t) = F wf oe to('— eae. 


t 


Es ist also: 
fir ¢=0, 24,=0, 


Gb) 


firz=—0 4,= rw, 


e~“w'~'du = p(t). 


In der Formel (19) wollen wir zunichst ¢ sehr klein positiv an- 
nehmen. Dann ist asymptotisch 


Vai 
a“ “ag — 
J(2in¥24 )~ ‘yt a 
2Vnx Va 
Es ist also fiir sehr kleines ¢ > 0: 


te 1 _,V2 -vi)? ai 
tefl" ha; 








m+1 Oz mde _ 4 405 
2 oe «ot ° 












Az 
Uber die Differentialgleichung sat 


oder, wenn man 


Ye—Vi _ 
Va 
setzt, 
Se = vef(. ¥e = aa Vz— ty ‘law, 
“ ye—-Vtu ( Vi ) 
so daB fiir t= 0 
- a = f(x) iz J oreu= 10). 


—-@ 


= 8 nite 
Wenn man schlieBlich beachtet, daB Oo atria (:t) <eé “ ist, be- 
j fe 811 (u-+ 1 +8) 


kommt man: 


x nz .\ a 
inlet (ET raya. 
0 
Wenn also x klein genug ist, so dab n= —1 <0 und wenn f(A) endlich 
bleibt, ist das Integral rechter Seite endlich, also (z,),_)— 0. 
Lemberg, Januar 1905. 
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Uber mehrfache Ordnungstypen. I. 
Von 


Friepricu Riesz in Lécse (Ungarn). 


Man ist gewohnt, jene Eigenschaften der transfiniten Punktmannig- 
faltigkeiten, die auf dem Begriffe der Hiufungsstelle beruhen, und die 
man als geometrische Eigenschaften von den arithmetischen zu unter- 
scheiden pflegt, als untrennbar von der Lagerung jener Mengen im stetig 
ausgedehnten Raume zu betrachten. Herr G. Cantor hatte zuerst darauf 
aufmerksam gemacht, daB der Begriff der Fundamentalreihe und damit 
auch der Begriff der Hiufungsstelle rein arithmetischer Natur sind und 
ausschlieBlich an dem Begriffe des Ordnungstypus haften. Damit lieBen 
sich auch die weiteren, scheinbar geometrischen Begriffe auf die Ordnungs- 
typen tibertragen. 

Fir lineare Ordnungstypen sind die beziiglichen Untersuchungen von 
Herrn Cantor angestellt worden; dagegen sind die Ordnungstypen der 
transfiniten mehrfach geordneten Mengen noch nicht untersucht. Bei dem 
Aufschwunge, den in letzter Zeit die Theorie der ebenen und riumlichen 
Punktmannigfaltigkeiten erfahren hat, erscheint es wiinschenswert, dab 
auch die Grundlagen einer Theorie der mehrfachen transfiniten Ordnungs- 
typen durchgearbeitet werden. Aus dem genannten Gesichtspunkte sind 
es dann besonders die perfekten Ordnungstypen, die uns interessieren; die 
Untersuchung der perfekten zusammenhingenden Typen und ihrer Teil- 
mengen fiihrt zu einer Disziplin, welche die Analysis Situs der linearen 
Raume als Spezialfall enthiilt. 

Dabei kénnen von den Methoden der Mengenlehre nur jene ange- 
wandt werden, welche ausschlieBlich mit dem Begriffe des Ordnungstypus 
operieren. Der Begriff der Distanz oder des Jordanschen ,,écart“ wird 
za entbehren sein, und es muB also der Begriff der Umgebung in jener 
allgemeineren Fassung iibertragen werden, die auch schon sonstigen 
mengentheoretischen Untersuchungen geliufig ist. Damit fallt aber auch 
eines der wichtigsten Hilfsmittel der Lehre iiber Punktmengen fort, nim- 
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lich die gleichmaBige Stetigkeit der stetigen Funktion. Dieselbe wird je- 
doch ersetzt, indem es gelingt, den Heine-Borelschen Satz, der fiir sie 
die natiirliche Grundlage bildet, sinngem&8 zu iibertragen. 

I. Eine Menge heiBt n-fach geordnet, wenn fiir das Rangverhiltnis 
ihrer Elemente n verschiedene Rangordnungen maBgebend sind. Das 
Rangverhiltnis in bezug auf die i Rangordnung wird durch die Zeichen 

ai>b; acid; aib 
ausgedriickt, je nachdem a in bezug auf die ** Rangordnung auf b folgt, 
ihm vorangeht oder mit ihm von gleichem Range ist; fiir zwei verschie- 
dene Elemente kann nicht in bezug auf siimtliche Rangordnungen das 
Gleichheitszeichen gelten. 

Kénnen nun zwei »-fach geordnete Mengen umkehrbar eindeutig auf- 
einander so bezogen werden, daB die Rangverhiiltnisse erhalten bleiben, 
so sagt man, die beiden Mengen seien dhnlich geordnet oder dhnilich. 
Das Gemeinsame aller iihnlichen Mengen nennt man ihren Ordnungstypus. 
Er ist nach Cantor der Allgemeinbegriff, der entsteht, wenn man von der 
Beschaffenheit der Elemente abstrahiert, die Rangordnung aber beibehiilt. 

Den Ordnungstypus der geordneten Menge M bezeichne ich durch M. 

Il. Ist a irgend ein Element der geordneten Menge, und gibt es 
n Paare b,, ¢,;---; 6,, ¢, von Elementen, welche den Ungleichungen 

b Cia, (¢=1,---, m) 
gentigen, so nenne ich die Gesamtheit aller Elemente wu, fiir welche eben- 
falls die Ungleichungen b <u cic, 


gelten, eine Umgebung des Elementes a. Ich sage, die Elemente w seien 
innerhalb dieser Umgebung gelegen. Ich sage von einem Elemente 1, 
es wiire auf dem Rande der Umgebung gelegen, wenn es teilweise Un- 
gleichungen obiger Form, teilweise oder ausschlieBlich aber Gleichungen 
von einer der Formen i. 


geniigt. 

Gibt es fiir ein Element a keine » Paare b,, c; von der obigen Art, 
so laBt sich noch immer eine Umgebung in weiterem Sinne, eine einseitige 
Umgebung desselben definieren, indem die fehlenden b,, resp. ¢; durch a 
selbst ersetzt werden. 

Ill. Eine »-fach geordnete Menge, resp. ihr Ordnungstypus heiBe 
vollstindig, wenn es fiir jede beliebige Kombination von verschiedenen, 
teilweise oder ganz identischen Elementen a,,---, a, der Menge immer 
ein Element x gibt, so daB 

3 ria, (@=1,--49) 
sei. 
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Jeder einfache Ordnungstypus ist vollstandig. 

Betrachtet man saimtliche Komplexe, die aus je verschiedenen, teil- 
weise oder simtlich identischen Elementen einer »-fach geordneten Menge 
gebildet werden, so laiBt sich die Menge derselben wieder als n-fach ge- 
ordnete Menge auffassen, wenn man iibereinkommt, daB zwei Komplexe 


A= (a,,---,a,) und B=(b,,---, 6,) fiir identisch betrachtet werden, 
sobald fiir simtliche 7 


a, ¢ b,; 
sonst aber fiir die Komplexe A und B die Beziehungen 
> 
AiB 
< 
gelten, je nachdem 
» 
a,ib 


Die so definierte geordnete Menge ist von vollstiindigem Ordnungs- 
typus. Ich nenne sie den zur Menge gehirigen vollstindigen Ordnungs- 
typus. Die primaire Menge ist dann jener Teilmenge der zugehérigen voll- 
stindigen Menge ahnlich, fiir deren Elemente a, =a,=---=a,, wenn 
fiir deren Elemente ihr Rangverhiiltnis in der vollstiindigen Menge er- 
halten bleibt. Jeder Ordnungstypus laBt sich somit als Teiltypus des 
zugehérigen vollstindigen Ordnungstypus auffassen. 

Man kann jeden volistiindigen Ordnungstypus auch als die aus n ein- 
fachen Ordnungstypen gebildete Komplexmenge auffassen. Damit laBt sich 
die Theorie der n-fachen Ordnungstypen auf jene der einfachen zuriick- 
fiihren. 

IV. Eine Umgebung im engeren Sinne eines Elementes nenne ich 
vollstiindig, wenn sie zugleich Umgebung desselben innerhalb der zuge- 
hérigen vollstindigen Menge ist. Jedes Element, das eine vollstiindige 
Umgebung besitzt, heiBt inneres Element, jedes sonstige heiBt Randelement 
der Menge. 

V. AuBer der zur Menge gehérigen vollstindigen Menge lassen sich 
noch andere Ordnungstypen definieren, die in enger Beziehung zu ihr 
stehen. Sind 4,, 4,---,%, k& der ersten » Zahlen in ihrer natiirlichen 
Anordnung, so laBt sich eine k-fach geordnete Menge definieren derart, 
daB jedem Elemente a der primiren Menge ein Element a’ dieser Menge 
entspricht und fiir irgend zwei Elemente die Beziehungen 

4) 
@g¥ Gml,-,k) 
ij 
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gelten, je nachdem 


i) 
a i; b. 


<i 


Irgend zwei Elementen, welche in bezug auf alle / Rangordnungen von 
gleichem Range sind, entspricht dasselbe Element a’. 
Die so definierte Menge nenne ich eine k-fache Projektion der pri- 


miren Menge. Es gibt (7) k-fache Projektionen. 


Die Projektionen einer vollstiindigen Menge sind ebenfalls vollstindig. 

VI. Die bisher entwickelten Begriffe lassen sich fiir siimtliche Ord- 
nungstypen definieren, unabhiingig davon, ob dieselben endlich oder trans- 
finit sind; der Begriff der Hiufungsstelle ist hingegen fiir die Theorie der 
transfiniten Ordnungstypen charakteristisch. 

Das Element a heiBt eine Héufungsstelle der Teilmenge 7 des Ord- 
nungstypus M, wenn es in jeder Umgebung von a Elemente aus 7’ gibt, 
die von a verschieden sind; anderenfalls heiBt das Element a in bezug auf 
die Menge 7 isoliert. Es ist dann klar, daB nur transfinite Teilmengen 
Hiufungsstellen besitzen kénnen. Es folgt auch unmittelbar aus der De- 
finition, daB simtliche Haufungsstellen von Z auch Hiufungsstellen fiir 
jede Teilmenge von M sind, welche 7’ enthilt. Jedes Element also, das 
Hiufungsstelle fiir irgend eine Teilmenge ist, ist auch sicher Hiufungs- 
stelle von M selbst. 

Der Ordnungstypus M heiBt abgeschlossen, wenn jede transfinite Teil- 
menge eine Hiaufungsstelle besitzt. 

Fiir die Abgeschlossenheit eines Ordnungstypus laBt sich leicht eine 
notwendige und hinreichende Bedingung angeben, welche nur eine Klasse 
von Teilmengen in Betracht zieht. Man definiere als Fundamentalreihe 
jede wohlgeordnete Reihe von Elementen aus M ohne letztes Element, fiir 
welche in bezug auf jede der Rangordnungen eine der folgenden 3 Még- 
lichkeiten besteht: 

1. Die Wohlordnung deckt sich mit der natiirlichen Anordnung der 

Elemente in der Rangordnung; 

2. sie deckt sich mit der inversen Anordnung derselben; 

3. alle Elemente der Reihe sind in bezug auf die Rangordnung von 

demselben Range. 

Je nach den verschiedenen Méglichkeiten in bezug auf die einzelnen 
Rangordnungen kann man in einem »-fachen Ordnungstypus 3" — 1 ver- 
schiedene Arten von Fundamentalreihen unterscheiden. 

Das Element a heiBe Grenzelement der Fundamentalreihe, wenn fir 
jede Umgebung desselben die Elemente der Fundamentalreihe von einem 
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gewissen Elemente an alle in der Umgebung liegen. Dab es fiir jede 
Fundamentalreihe nur ein Grenzelement geben kann, leuchtet unmittelbar 
ein. Ich sage dann, die Fundamentalreihe konvergiere gegen das Element a. 

Das Grenzelement einer Fundamentalreihe ist immer eine Hiufuags- 
stelle derselben. 

Die Fundamentalreihe heiBe eine Cantorsche, wenn ihr die Ordnungs- 
zahl @ der der GréBe nach geordneten positiven ganzen Zahlen zukommt,. 
Eine Cantorsche Fundamentalreihe hat ihr Grenzelement zur einzigen Hiéu- 
fungsstelle. Damit also ein Ordnungstypus abgeschlossen sei, ist es sicher 
notwendig, daB jede Cantorsche Fundamentalreihe desselben ein Grenzelement 
besitze. DaB aber diese Bedingung fiir die Abgeschlossenheit des Typus auch 
hinreicht, folgt daraus, daB jede transfinite Teilmenge, wie man leicht 
zeigt, Cantorsche Fundamentalreihen enthialt; die etwaigen Grenzelemente 
derselben sind dann zugleich Hiiufungsstellen der Teilmenge. 

Aus der gegebenen Bedingung folgt unmittelbar, daB sowohl jede Pro- 
jektion eines abgeschlossenen Ordnungstypus wie auch der zugehirige voll- 
stiindige Ordnungstypus ebenfalls abgeschlossen sind. 

Eine Teilmenge irgend eines Ordnungstypus heiBe abgeschlossen, wenn 
sie alle ihre Haufungsstellen enthalt und wenn jede weitere Teilmenge 
derselben eine Hiufungsstelle besitzt. 

Man zeigt nach bekannter Art, da es fiir jede abzdhlbare Reihe von 
abgeschlossenen Mengen, von denen jede in allen vorhergehenden enthalten ist, 
wenigstens ein Element gibt, das stimtlichen Mengen gemeinsam ist. 

Jede Teilmenge eines abgeschlossenen Ordnungstypus, welche alle ihre 
Haufungsstellen enthilt, ist notwendig abgeschlossen. 

VII. Ein Element a des Ordnungstypus M heiBt ein Hauptelement 
desselben, wenn es Hiiufungsstelle irgend einer Teilmenge ist, wenn also 
in jeder Umgebung desselben noch andere Elemente liegen. Diese defi- 
nierende Eigenschaft des Hauptelementes laBt sich auch in folgender Form 
fassen: Innerhalb jeder Umgebung des Hauptelementes gibt es weitere Um- 
gebungen desselben. 

Ein Element, das nicht Hauptelement ist, heiBe isoliert. 

Das Hauptelement heiBe ein Cantorsches, wenn es Grenzelement einer 
Cantorschen Fundamentalreihe ist. 

Gibt es fiir ein Hauptelement a eine wohlgeordnete Reihe von Um- 
gebungen, so daB jede Umgebung in allen vorhergehenden enthalten und 
a das einzige allen Umgebungen der Reihe gemeinsame Element ist, so 
sage ich, die Reihe konvergiere gegen das Element a und das Element a 
sei zuginglich. Die kleinste Michtigkeit aller wohlgeordneten Reihen 
von Umgebungen, die gegen das Element a konvergieren, nenne ich die 
Zuginglichkeit von a. Das Element a heiBe einfach zuginglich, wenn seine 
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Zuginglichkeit die erste Michtigkeit ist, wenn es also eine abzihlbare 
Folge von Umgebungen gibt, die gegen das Element konvergiert. 

Alle Elemente des der Gréfe der Koordinaten nach geordneten Zahlen- 
raumes sind einfach zugiingliche Hauptelemente; im allgemeinen jedoch 
wird die Unzuginglichkeit der Hauptelemente die Regel, die Zugiinglich 
keit den Ausnahmefall bilden. 

Ich zeige nun, daf in jeder Teilmenge T, welche das zugdngliche Element a 
zur Hiiufungsstelle hat, wenigstens eine Fundamentalreihe enthalten ist, die gegen 
a konvergiert. Betrachtet man niimlich irgend eine wohlgeordnete Menge 
ineinander gelegener Umgebungen, die gegen das Element a konvergiert, 
so liBt sich zunichst mittels derselben eine wohlgeordnete Menge von 
Elementen aus 7 ausscheiden, derart, daB es fiir jedes Element der Menge 
eine Umgebung aus der Umgebungsmenge gibt, welche das Element ent- 
hilt, alle Elemente des zugehérigen Abschnittes aber ausschlieBt, und daB 
es fiir jede Umgebung von a ein Element der Menge gibt, von welcher an 
alle Elemente in der Umgebung liegen. Man definiert diese Menge auf 
folgende Weise. Man denke sich zu jeder Umgebung der wohlgeordneten 
Menge ein von a in bezug auf jede Rangordnung verschiedenes Element 
aus 7’ zugeordnet, das in jener Umgebung liegt. Es sei a, jenes Element, 
das der Umgebung u, zugeordnet ist. Man betrachte nun simtliche wohl- 
geordneten Mengen von Elementen, welche a, zum ersten Elemente haben 
und folgende Eigenschaft besitzen: jedes Element ist einer Umgebung zu- 
geordnet, welche die erste ist, deren simtliche Projektionen die Projek- 
tionen aller Elemente des zugehérigen Abschnittes ausschlieBen. Da es 
solche Mengen gibt, und daB simtliche als Abschnitte einer einzigen A 
unter ihnen betrachtet werden kénnen, welche das Element a zur Hiu- 
fungsstelle hat, zeigt man nun mittels bekannter SchluBart. Man mu 
dabei voraussetzen, daB die Gesamtheit aller Elemente von 7, die in bezug 
auf keine Rangordnung mit a von gleichem Range sind, a zur Haufungs- 
stelle hat; anderenfalls wird die Untersuchung auf einen Ordnungstypus 
zuriickgefiihrt, dessen Mannigfaltigkeit kleiner als m ist. 

Die so definierte wohlgeordnete Menge laBt sich endlich in héchstens 
2" Teilmengen zerlegen, von denen jede in der fiir die ganze Menge be- 
stimmten Wohlordnung in bezug auf jede Rangordnung eine der beiden 
Higenschaften besitzt, daB sie entweder stets wiichst, oder stets abnimmt. 
Je nachdem folgt auch a auf alle Elemente oder es geht allen voran. 
Es gibt dann wenigstens eine unter diesen Teilmengen, fiir welche a eine 
Haufungsstelle ist; dieselbe stellt dann in der Wohlordnung eine Funda- 
mentalreihe dar, die gegen a konvergiert. 

Die Zuginglichkeit des Elementes a bildet somit eine hinreichende 
Bedingung dafiir, damit in der Teilmenge 7, welche das Element a zur 
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Hiufungsstelle hat, eine Fundamentalreihe enthalten sei, die gegen a kon- 
vergiert. Die Bedingung ist jedoch keineswegs notwendig. Um zu einer 
notwendigen und zugleich hinreichenden Bedingung zu gelangen, spalte 
man den Ordnungstypus M in Teiltypen, so daB zwei Elemente dann 
und nur dann zu demselben Teiltypus gezahlt werden, wenn sie in bezug 
auf a von derselben Rangbeziehung sind. Das Element a werde simt- 
lichen Teiltypen zugezihlt. Betrachtet man nun diese Teiltypen und die 
durch sie aus der Menge 7’ ausgeschiedenen Teilmengen gesondert, so 
gelangt man zu der notwendigen und hinreichenden Bedingung: Es muf 
unter den Teiltypen wenigstens einen geben, so daB das Element a in bezug 
auf denselben zugiinglich und dabei Hiiufungsstelle der in demselben ent- 
haltenen Teilmenge von T sei. 

Fiir einfache Ordnungstypen kann man die Existenz einer Funda- 
mentalreihe aus der Méglichkeit der Wohlordnung der Teilmenge folgern. 

Die kleinste der Michtigkeiten aller Fundamentalreihen aus 7, die 
gegen a konvergieren, heiBe die Héufwng der Teilmenge T in der Um- 
gebung von a. Dieselbe ist niemals gréBer als die Zuginglichkeit. 

Ein drittes Aleph, das fiir die Umgebung der Hiufungsstelle charak- 
teristisch ist, ist die kleinste der Machtigkeiten aller Teilmengen von 7’, die 
in den Umgebungen von a enthalten sind. Dieses letzte Aleph ist fiir Teil- 
mengen des stetigen Raumes schon durch G. Cantor definiert worden und 
heiBe nach ihm die Méichtigkeit T in der Umgebung des Elementes a. 

Die definierten drei Michtigkeiten sind fiir die Struktur der Ordnungs- 
typen, resp. ihrer Teilmengen von Wichtigkeit; sie sind Invarianten der 
stetigen Abbildung. 

VIII. Ein Ordnungstypus heiBe in sich dicht, wenn jedes Element 
Hauptelement ist; ist jedes Element ein Cantorsches Hauptelement, so 
heibe er in sich dicht im Sinne Cantors. 

Es leuchtet unmittelbar ein, daB der zu einem in sich dichten Ord- 
nungstypus gehdrige vollstindige Ordnungstypus ebenfalls in sich dicht ist; 
er ist in sich dicht im Sinne Cantors, wenn dies fiir die primiire Menge 
der Fall ist. Dagegen ist eine Projektion eines in sich dichten Typus 
nicht notwendig in sich dicht. 

Eine Teilmenge irgend eines Ordnungstypus heiBt in sich dicht, wenn 
sie alle ihre Elemente zu Hiiufungsstellen hat. 

Ein zugleich abgeschlossener und in sich dichter Ordnungstypus, wie 
auch eine zugleich abgeschlossene und in sich dichte Teilmenge heifen 
perfekt. Der perfekte Ordnungstypus ist ein Cantorscher*), wenn alle 
Elemente Cantorsche Hauptelemente sind. 


2 Indem ich den Begriff des Hauptelementes allgemeiner als Herr Cantor fasse, 
bezeichne ich jene Klassen der Hauptelemente, wie auch der vom Begriffe des 
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IX. Die Ableitung T’ einer Teilmenge 7, die Komplementirmenge, 
wie auch die Begriffe iiberall dicht und nirgends dicht fiir Teilmengen 
werden hier analog wie fiir Punktmannigfaltigkeiten definiert. Damit 
die Ableitung einer Teilmenge T abgeschlossen sei, ist notwendig und hin- 
reichend, daB T selbst in einer abgeschlossenen Teilmenge enthalten sei. Die 
kleinste abgeschlossene Menge dieser Eigenschaft ist dann die Vereinigungs- 
menge {7,7’} von T und 7’, d.h. die Gesamtheit aller Elemente, die 
entweder der Menge 7 oder ihrer Ableitung oder aber beiden angehéren, 

Die Teilmengen 7,, 7, heiBen isoliert in bezug aufeinander, wenn den 
Mengen {7;, 7;,/} und {7,, 7,'} kein Element gemeinsam ist. 

X. Ein Ordnungstypus heiBt zusammenhingend, wenn er nicht in 
zwei isolierte Teilmengen zerlegt werden kann, die Komplementirmengen 
zueinander sind. Eine Teilmenge heiBt zusammenhéngend, wenn sie nicht 
zwei isolierte Teilmengen enthilt, die sie ganz ausmachen. 

Es leuchtet unmittelbar ein, daB nur in sich dichte Ordnungstypen im 
Sinne unserer Definition zusammenhdngend sein kinnen. 

Eine Teilmenge, die selbstindig einen zusammenhiingenden Ordnungs- 
typus abgibt, ist nicht notwendig zusammenhingend; und es muB auch 
nicht jede zusammenhiangende Teilmenge selbstaindig von zusammenhiangen- 
dem Ordnungstypus sein. 

Jede zusammenhiingende Teilmenge bleibt zusammenhingend, wenn man 
ihr beliebige Héiufungsstellen beifiigt. 

Ich sage von einer Teilmenge 1, sie stére den Zusammenhang der 
Menge M oder der Teilmenge 7, wenn es zwei Teilmengen 7,, 7, gibt, 
die nicht ganz t angehdren, insgesamt die Menge M, resp. die Teilmenge 
T samt t ausmachen, so daB die gemeinsamen Elemente und Hiiufungs- 
stellen der Mengen {7;,, 7,'} und {7,, 7,’} der Menge + angehéren. 

LaBt sich eine Menge in zwei isolierte Teilmengen spalten, so ist jede 
zusammenhangende Teilmenge der Menge ganz in einer derselben ent- 
halten. Auf Grund dieser Bemerkung beweist man leicht folgende Satze 

Die Vereinigungsmenge jeder abzdhibaren Folge von zusammenhdngenden 
Teilmengen, von denen jede mit der niichstfolgenden wenigstens ein Element 
gemein hat, ist ebenfalls zusammenhdngend. ; 

Die Vereinigungsmenge einer Menge von zusammenhiingenden Teil- 
mengen, fiir welche es eine zusammenhingende Teilmenge gibt, die mit jeder 
der Mengen wenigstens ein Element gemein hat und ganz der Vereinigungs- 
menge angehort, ist zusammenhingend. 

Gibt es fiir jedes Paar von Elementen einer Teilmenge zusammen- 





Hauptelementes abhiingenden Begriffe mit dem Namen Cantors, die fiir einfache 
Typen die Begriffe Cantors ergeben, 
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hiingende Teilmengen, die beide Elemente enthalten, so ist auch die Teil- 
menge Zu héingend. 

XI. LaBt sich eine Projektion eines Ordnungstypus in zwei isolierte 
Teilmengen spalten, so ist dadurch auch eine Spaltung des Ordnungstypus 
in zwei isolierte Teilmengen definiert, jene nimlich, die die beiden Teil- 
mengen der Projektion zu Projektionen haben. Sémtliche Projektionen 
eines zusammenhingenden Ordnungstypus sind somit ebenfalls susammen- 
héngend. 

Fiir irgend zwei Teilmengen eines vollstindigen Ordnungstypus, die 
Komplementirmengen zueinander sind, gibt es immer eine Zahl i und 
je ein Element a und b der beiden Teilmengen, so daB 





aib 
sei fiir alle 7+ 7%. Sind nun die beiden Teilmengen isoliert, so bilden 
auch die ihnen angehérenden Elemente der einfach geordneten Menge 
aller x, fiir welche fiir alle j +i 
ziaib, 
zwei isolierte Teilmengen. Diese einfach geordnete Menge ist aber der 
i” einfachen Projektion des vollstiindigen Ordnungstypus ‘hnlich. 

Damit also ein n-facher vollstindiger Ordnungstypus zusammenhingend 
sei, ist notwendig und hinreichend, daB er die Komplexmenge von n zu- 
sammenhingenden, einfachen Ordnungstypen bilde. 

Aus den beiden Sitzen folgt der fiir unsere weiteren Untersuchungen 
auBerst wichtige Satz, daB jeder zu einem zusammenhdngenden Ordnungs- 
typus gehorige vollstindige Ordnungstypus ebenfalls zusammenhdngend ist. 

XII. Damit ein perfekter Ordnungstypus zusammenhiingend sei, ist not- 
wendig und hinreichend, daB er nicht in zwei perfekte Teilmengen zerlegt 
werden kann, die Komplementiirmengen zueinander sind. Die Notwendig- 
keit dieser Bedingung leuchtet unmittelbar ein. DaB sie auch hinreicht, 
folgt daraus, daB, wenn ein perfekter Ordnungstypus iiberhaupt zwei iso- 
lierte Teilmengen besitzt, die Komplementiirmengen zueinander sind, die- 
selben notwendig perfekt sind. 

Dieselbe Bedingung gilt auch fiir zusammenhiingende perfekte Teil- 
mengen. 

XIII. Um die perfekten, zusammenhiingenden Typen naher zu unter- 
suchen, wende ich mich zunichst zu den einfachen. 

Jede Teilung der Elemente eines einfachen Ordnungstypus in zwei 
Klassen, so daB jedes Element einer und nur einer der beiden Klassen 
angehért und jedes Element der ersten Klasse jedem Elemente der zweiten 
Klasse vorangeht, nenne ich einen Schnitt. 

Wie man leicht zeigt, sind die einfachen, perfekt zusammenhiangenden 
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Ordnungstypen dadurch charakterisiert, daB es fiir jeden Schnitt ein und 
nur ein Element gibt, so daB kein Element der ersten Klasse auf dieses 
Element folgt und kein Element der zweiten Klasse ihm vorangeht. Das 
Element ist entweder letztes Element der ersten oder erstes Element der 
zweiten Klasse. Ich sage, das Element werde durch den Schnitt definiert. 
Es kann zwei uneigentliche Schnitte geben, bei denen die erste, resp. die 
zweite Klasse kein Element enthiilt; sie definieren eventuell ein erstes, 
resp. ein letztes Element. 

XIV. Sind a und b irgend zwei Elemente und ist a< 6b, so nenne 
ich die Gesamtheit aller Elemente, die dem Elemente a nicht vorangehen 
und zugleich nicht auf das Element } folgen, das Intervall ab. a und b 
heiBen Endelemente, die iibrigen innere Elemente des Intervalls. Fiir Inter- 
valle in einfachen, perfekt zusammenhiingenden Ordnungstypen besteht 
nun der Satz: 

Wird fiir das Intervall ab eine unendliche Menge von Intervallen defi- 
niert, so daB jedes Element des Intervalles ab inneres Element wenigstens 
eines dieser Intervalle ist, so gibt es auch stets eine endliche Teilmenge solcher 
Intervalle.*) 

Um den Satz zu beweisen, definiere ich einen Schnitt auf folgende 
Art: Ich weise der zweiten Klasse jedes Element c zu, fiir welches a < ¢ ist, 
und es keine endliche Teilmenge der Intervallmenge gibt, so daB jedes 
Element des Intervalles ac inneres Element fiir wenigstens ein Intervall 
dieser Teilmenge wire. Jedes andere Element weise ich der ersten Klasse 
zu. DaB hierdurch ein Schnitt definiert wird, d.h. daB jedes Element 
der ersten Klasse jedem Elemente der zweiten Klasse vorangeht, leuchtet 
unmittelbar ein. Jedenfalls gehért das Element a, wie auch eine Um- 
gebung desselben der ersten Klasse an. Wire nun der Satz nicht richtig, 
so miiBte es Falle geben, wo b der zweiten Klasse angehért; das durch 
den Schnitt definierte Element miiSte dann dem Intervalle ab angehéren, 
ohne mit a zusammenzufallen. Fiir dieses Element gibe es nun jeden- 
falls ein umschlieBendes Intervall der Intervallmenge; dies fiihrt aber zu 
Widerspruch, denn in diesem Intervalle miiBten sowohl Elemente der 
ersten, wie der zweiten Klasse liegen. 

XV. Der Begriff des Intervalles laBt sich zuniichst fiir »-fache voll- 
stiindige Ordnungstypen erweitern. Betrachtet man niimlich je ein Inter- 


*) Der Satz bildet eine Erweiterung und Ubertragung des Heine-Bore!schen 
Satzes, der fiir eine abzithlbare Menge von Intervallen des Kontinuums analog lautet. 
Der Borelsche Beweis, der mit den Distanz- und Abzihlbarkeitsbegriffen operiert, 
la8t sich nicht tibertragen. Der hier gegebene Beweis scheint auch einfacher als der 
Borelsche zu sein. Siehe auch meine Note ,,Sur un théoreme de M. Borel‘, C. R. 
(23 janvier 1905). 
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vall der einfachen Ordnungstypen, deren Komplexmenge der vollstiindige 
Ordnungstypus ist, so definieren diese Intervalle ebenfalls eine Komplex- 
menge, welche Teilmenge des vollstiindigen Ordnungstypus ist und die ich 
ein Elementargebiet desselben nenne. Elemente des Elementargebietes, die 
Komplexe aus nur inneren Elementen der Intervalle sind, hei®en innere 
Elemente des Elementargebietes; die Gesamtheit der tibrigen Elemente 
bildet die Grenze desselben. 

Der Begriff des Elementargebietes liBt sich dann auch fiir jeden 
Ordnungstypus definieren, indem eine Teilmenge desselben Elementar- 
gebiet genannt wird, wenn sie Elementargebiet fiir den zugehérigen voll- 
stindigen Ordnungstypus ist. 

XVI. Fiir vollstindige Ordnungstypen, die Komplexmengen von ein- 
fachen, perfekt zusammenhingenden Ordnungstypen sind, also fiir alle voll- 
stindigen, perfekt zusammenhingenden Ordnungstypen gilt der Satz in XIV, 
wenn man an Stelle des Wortes Intervall das Wort Elementargebiet setzt. 
Ich beweise ihn mittels der SchluBmethode von » auf ~»+1. Der Satz 
gilt pach XIV fiir » =1. Er gelte fiir alle positiven ganzen Zahlen bis x. 
Betrachte man dann einen (w+ 1)-fachen vollstindigen, perfekt zusammen- 
hangenden Ordnungstypus, ein Elementargebiet EK desselben und eine un- 
endliche Menge von Elementargebieten, welche die Eigenschaft besitzt, 
daB jedes Element von E inneres Element fiir wenigstens ein Elementar- 
gebiet der Gebietsmenge ist. Jede Gesamtheit aller Elemente des (n+ 1)- 
fachen Ordnungstypus, welchen dasselbe Element des »-+ 1° einfachen 
Ordnungstypus in der Projektion entspricht, bildet einen »-fachen vollstin- 
digen, perfekt zusammenhingenden Ordnungstypus, in welchem durch das 
Elementargebiet E und die transfinite Gebietsmenge ein Elementargebiet 
und eine Gebietsmenge von ‘ahnlicher Eigenschaft ausgeschieden werden. 
Wendet man nun den fiir » als richtig vorausgesetzten Satz auf diesen 
n-fachen Ordnungstypus an, so folgt, daB es eine endliche Teilmenge von 
Elementargebieten der gegebenen Gebietsmenge gibt, so daB jedes Element, 
das zugleich dem Elementargebiete EF und dem definierten n-fachen Ord- 
nungstypus angehért, inneres Element fiir wenigstens ein Elementargebiet 
der Teilmenge sei. Zu dieser Teilmenge gibt es nun ein Intervall 
des »+1" einfachen Ordnungstypus, so daB jedes Element von £, 
dessen »-+ 1 einfache Projektion innerhalb dieses Intervalles liegt, 
inneres Element fiir wenigstens ein Elementargebiet der endlichen Teil- 
menge ist. Betrachtet man nun alle analogen n-fachen Ordnungstypen, 
die Elemente aus EF enthalten, so bestimmen dieselben ein Intervall 
und eine Intervallmenge im »+ 1 einfachen Ordnungstypus. Wendet 
man nun auf diese den Satz fiir »=—1 an, so ist dadurch der Satz 
bewiesen, 
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Ist somit E ein Elementargebiet eines vollstiindigen, perfekt zusammen- 
hiingenden Ordnungstypus, so gibt es in jeder unendlichen Menge von Ele- 
mentargebieten desselben von der Beschaffenheit, dap jedes Element von E 
inneres Element fiir wenigstens ein Elementargebiet der Gebietsmenge ist, 
auch eine endliche Teilmenge solcher Elementargebiete. 

XVII. Der soeben bewiesene Satz léBt sich noch allgemeiner fassen. 
Eine Teilmenge irgend eines Ordnungstypus heiBe im Endlichen gelegen, 
wenn sie ausschlieBlich aus inneren Elementen besteht und wenn jede 
Fundamentalreihe aus ihr ein Grenzelement besitzt, das inneres Element 
ist. Jede im Endlichen gelegene Teilmenge ist dann in einem Elementar- 
bereiche des zugehirigen vollstindigen Ordnungstypus enthalten. 

Ist nun der Ordnungstypus perfekt zusammenhingend und die im 
Endlichen gelegene Teilmenge abgeschlossen, und wird eine Menge von 
Elementargebieten definiert, derart, dai jedes Element der abgeschlossenen 
Menge inneres Element fiir wenigstens ein Gebiet der Gebietsmenge sei, 
so gibt es fiir jedes Element jenes Elementargebietes des zugehérigen 
volistindigen Typus, das die abgeschlossene Menge enthiilt, wenn es nicht 
der abgeschlossenen Menge angehért, ein umschlieBendes Elementargebiet, 
innerhalb dessen kein Element der abgeschlossenen Menge liegt. Die Ge- 
samtheit dieser Elementargebiete bildet mit der vorgegebenen Gebiets- 
menge eine Gebietsmenge, auf die sich der gegebene Satz anwenden lift. 
Die ausgeschiedene endliche Teilmenge zerfallt dann in zwei Teile, der 
eine gehért der vorgegebenen, der andere der abgeschlossenen (ebiets- 
menge an. Der erste Teil der endlichen Teilmenge besitzt aber die Higen- 
schaft, daB es darin fiir jedes Element der abgeschlossenen Menge wenig- 
stens ein Elementargebiet gibt, fiir welches es inneres Element ist. Es 
besteht somit der Satz: 

Ist A eine im Endlichen gelegene, abgeschlossene Teilmenge eines perfelt 
zusammenhiingenden Ordnungstypus, so gibt es in jeder unendlichen Menge 
von Elementargebieten von der Eigenschaft, dap jedes Element von A inneres 
Element fiir wenigstens eines derselben ist, eine endliche Teilmenge solcher 
Elementargebiete. 

XVIII. Man definiere endlich als Gebiet jede zusammenhingende 
Teilmenge eines perfekten Ordnungstypus, deren Zusammenhang durch 
keine Teilmenge der Komplementiirmenge gestért wird, die ausschlieBlich 
aus inneren Elementen besteht und keine Hiiufungsstelle der Komplemen- 
tirmenge enthilt. Die Gesamtheit jener Elemente der Komplementiir- 
menge, die Hiufungsstellen fiir das Gebiet sind, heiBt die Grenze des 
Gebietes. Die Grenze bildet eine abgeschlossene, nirgends dichte Menge. 
Die Grenze gehért dem Gebiete nicht an; wird sie ihm angeschlossen, so 
entsteht eine perfekt zusammenhiingende Menge, die man schlechthin 
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ebenfalls Gebiet nennen kann; von Elementen, die dem urspriinglichen 
Gebiete angehéren, wird man dann sagen, sie seien innerhalb des Gebietes 
gelegen. 

Da es fiir jedes Element innerhalb eines Gebietes ein umschlieBendes 
Elementargebiet gibt, das innerhalb des Gebietes liegt, so folgt, daB® der 
zuletzt gegebene Satz auch in folgender Form ausgesprochen werden kann: 

Ist A eine im Endlichen gelegene, abgeschlossene Teilmenge eines perfekt 
zusammenhiingenden Ordnungstypus, so gibt es in jeder unendlichen Menge 
von Gebieten von der FEigenschaft, daB jedes Element von <A innerhalb 
wenigstens eines derselben liegt, eine endliche Teilmenge solcher Gebiete. 

XIX. Man definiere als Gebietekomplex jede Teilmenge eines _per- 
fekten Ordnungstypus, die ausschlieBlich aus inneren Elementen besteht 
und keine Hiiufungsstelle der Komplementiirmenge enthiilt. Elemente des 
Gebietekomplexes heiBen innerhalb desselben; Elemente der Komplemen- 
tirmenge, die Hiufungsstellen fiir den Komplex sind, heiBen auf der 
Grenze desselben gelegen. Die Grenze bildet eine abgeschlossene, nirgends 
dichte Menge; samt der Grenze bildet der Gebietekomplex eine perfekte 
Menge. 

Jedes Gebiet ist zugleich Gebietekomplex. 

Kann der Gebietekomplex durch eine endliche Anzahl von Elementar- 
gebieten ausgefiillt werden, die auch iibereinander greifen diirfen, so heiBe 
er ein Elementarkomplex. 

XX. Fiir irgend zwei im Endlichen gelegene, isolierte Teilmengen eines 
perfekt zusammenhiingenden Ordnungstypus gibt es einen Elementarkomplex, 
der die eine Menge im Inneren enthiilt, die andere ausschlieBt. Denn jede 
der Mengen, z. B. die erste, bildet samt ihrer Ableitung eine abgeschlossene 
Menge, von der jedes Element in ein Elementargebiet eingeschlossen werden 
kann, welches kein Element der zweiten Menge enthilt. Es wird auf diese 
Art eine Menge von Elementargebieten definiert; aus derselben liBt sich 
nach XVII eine endliche Teilmenge, also ein Elementarkomplex aus- 
scheiden, der die abgeschlossene Menge enthiilt. 

XXI. Es sei A eine abgeschlossene, im Endlichen gelegene Teilmenge 
eines perfekt zusammenhingenden Ordnungstypus; alle Elemente der ab- 
geschlossenen Menge seien zugiinglich und zwar von derselben Zugiing- 
lichkeit. Man betrachte die Menge aller Elementarkomplexe, die die ab- 
geschlossene Menge enthalten. Es kann aus derselben, wie man leicht 
zeigt, eine wohlgeordnete Menge von Gebietekomplexen ohne letztes Glied 
ausgeschieden werden, so daB jeder Komplex in allen vorhergehenden ent- 
halten ist, und daB die Gesamtheit jener Elemente, die in allen Komplexen 
enthalten sind, die abgeschlossene Menge ausmacht. Man kann dann sagen, 
die Komplexmenge konvergiere gegen die abgeschlossene Menge. 








_ a an as one 

















ber mehrfache Ordnungstypen. 1. 419 


Ist die abgeschlossene Menge zusammenhiingend, so gibt es in jedem 
Gebietekomplexe, dem sie angehért, ein wohldefiniertes Gebiet, welches 
sie enthilt und in welchem alle Gebiete ahnlicher Eigenschaft enthalten 
sind. Dasselbe wird gebildet durch die Gesamtheit aller zusammenhiin- 
genden Teilmengen des Gebietekomplexes, welche Elemente der abgeschlos- 
senen Menge enthalten. 

Ks folgt hieraus, daB es fiir jede perfekt zusammenhiingende, im End- 
lichen gelegene Teilmenge eines perfekten Ordnungstypus, die aus Elementen 
gleicher Zugdnglichkeit besteht, eine wohlgeordnete Menge von Gebieten ohne 
letetes Glied gibt, welche gegen sie konvergiert. 

Sind alle Elemente der abgeschlossenen Menge einfach zugiingliche 
Hauptelemente, so kann das Verfahren so eingerichtet werden, daB die kon- 
vergente wohlgeordnete Menge eine abzihlbare Folge abgibt. 

XXII. Ist die Grenze eines Gebietes eines perfekt zusammenhingen- 
den Ordnungstypus im Endlichen gelegen und besteht sie aus Elementen 
gleicher Zugiinglichkeit, so lassen sich auf dieselbe die gefithrten Be- 
trachtungen anwenden. Es gibt dann eine wohlgeordnete Menge von 
Elementarkomplexen ohne letztes Glied, so daB jeder Komplex alle folgen- 
den enthalt und die Gesamtheit der Elemente, die allen Komplexen an- 
gehiren, die Gebietsgrenze ausmacht. Fiir jeden dieser Elementarkomplexe 
bildet die Gesamtheit jener Elemente des Gebietes, die weder dem Ele- 
mentarkomplexe, noch der Grenze desselben angehéren, ebenfalls einen 
Elementarkomplex. Es gibt somit eine wohlgeordnete Menge von Elementar- 
komplexen ohne letztes Glied, von denen jeder in allen folgenden enthalten 
ist, derart, da die Gesamtheit aller Elemente, die in irgend einem dieser 
Komplexe enthalten sind, das ganze Gebiet ausmacht. 

Fiir irgend ein Element des Gebietes gibt es nun einen Elementar- 
komplex der Menge, in dem es enthalten ist; es gibt dann einen wohldefi- 
nierten Elementarkomplex, Teil jenes Elementarkomplexes, welcher zu- 
gleich ein Gebiet ist, das Element enthalt und alle Elementarkomplexe 
iihnlicher Kigenschaft umfaBt. Die Grenze dieses Gebietes gehért der 
Grenze des Elementarkomplexes an. Durch jene wohlgeordnete Menge 
von Elementarkomplexen ist dann auch die wohlgeordnete Menge dieser 
Elementarkomplexe bestimmt, welche Gebiete sind und alle dasselbe 
Element enthalten. Jedes Gebiet der Menge ist in allen folgenden ent- 
halten. Die Gesamtheit aller Elemente, die irgend einem (also auch allen 
folgenden) dieser Gebiete angehéren, bilden ein Gebiet, das im urspriing- 
lichen Gebiete und dessen Grenze in der Grenze desselben enthalten ist; 
dasselbe ist aber mit dem urspriinglichen Gebiete identisch, denn die 
Grenze des Gebietes stért nicht den Zusammenhang. 

Es gibt somit fiir jedes Gebiet eines perfekt zusammenhiingenden Ord- 
27* 
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nungstypus, dessen Grenze im Endlichen gelegen ist und nur aus Elementen 
gleicher Zugiinglichkeit besteht, eine wohlgeordnete Menge von Gebieten ohne 
letztes Glied, die zugleich Elementarkomplexe sind, so daB jedes in allen 
folgenden enthalten ist und die Gesamtheit aller Elemente, die irgend einem 
dieser Gebiete ungehdren, das urspriingliche Gebiet ausmacht. 

XXII. Eine im Endlichen gelegene zusammenhingende Gebietsgrenze, 
in der jedes Element Hiaufungsstelle jener Menge ist, die die Komplemen- 
tirmenge des Gebietes samt der Grenze bildet, heiBe eine geschlossene 
Grenze. Indem man dem in XXII angegebenen Verfahren eine gegen die 
Grenze konvergierende wohlgeordnete Menge von Elementarkomplexen 
zugrunde legt, die zugleich Gebiete sind, was doch nach XXI fiir die zu- 
sammenhiingende Grenze méglich ist, wenn nur dieselbe aus gleich zu- 
ginglichen Elementen besteht, so fiihrt das Verfahren zu einer wohl- 
geordneten Menge ohne letztes Glied von Elementarkomplexen, die gleichzeitig 
Gebiete mit geschlossenen Grenzen sind; jedes Gebiet ist in allen folgenden 
enthalten und die Gesamtheit aller Elemente, die irgend einem dieser Ge- 
biete angehiren, macht das urspriingliche Gebiet aus. 

Man zeigt leicht, daB es fiir jedes.Gebiet, dessen Grenze im Endlichen 
gelegen ist, eine wohldefinierte geschlossene Grenze gibt, derart, daB das Ge- 
biet in jenem Gebiete, welches durch die geschlossene Grenze begrenzt wird, 
enthalten ist. 

Hieraus und aus XXI folgert man dann, daB es fiir jedes Gebiet, das 
eine geschlossene, aus nur gleich zugiinglichen Elementen bestehende Grenze 
hat, eine wohlgeordnete Menge ohne letztes Glied von Elementarkomplexen, 
die zugleich Gebiete sind, gibt, welche ebenfalls geschlossene Grenzen haben, 
derart, daB jedes Gebiet alle folgenden enthilt und daB die Gesamtheit der 
Elemente, die allen Gebieten gemeinsam sind, das urspriingliche Gebiet samt 
seiner Grenze ausmacht. 

XXIV. Sind a und b zwei Elemente eines Ordnungstypus, die in 
bezug auf die 7 Rangordnung von verschiedenem, in bezug auf die iibrigen 
Rangordnungen von gleichem Range sind, und bildet die Gesamtheit aller 
Elemente, die in bezug auf die ’* Rangordnung zwischen a und b liegen, 
und in bezug auf die tibrigen Rangordnungen mit a und b von gleichem 
Range sind, samt a und b eine perfekte zusammenhiingende Teilmenge, 
so nenne ich dieselbe eine Strecke i** Art, und bezeichne sie als die Strecke 
ab. a und b heiben Endelemente, die iibrigen innere Elemente der Strecke. 
Zu jedem inneren Element eines perfekt zusammenhingenden Ordnungstypus 
gibt es Strecken, fiir welche es inneres, wie auch solche, fiir welche es End- 
element ist. 

Aus einer endlichen Anzahl von Strecken lassen sich analog, wie in 
der Geometrie, einfache Streckenziige zusammensetzen. Fiir irgend zwei 
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Elemente eines Gebietes gibt es immer Streckenziige, die ganz dem Gebiete 
angehdren und beide Elemente enthalten. Die Gesamtheit aller Strecken- 
ziige namlich, die das Element a enthalten, bildet eine Teilmenge A des 
Gebietes. Wiirde nun A nicht das ganze Gebiet ausfiillen, so miBte es, 
da der Zusammenhang des Gebietes durch die Komplementiirmenge nicht 
gestért wird, ein Element h des Gebietes geben, welches Hiiufungsstelle 
sowohl der Menge A wie auch ihrer Komplementiirmenge wire. In einer 
volistiindigen Umgebung von a, die dem Gebiete angehért, wiirden Ele- 
mente beider Komplementiirmengen liegen, die sich miteinander, also auch 
mit a, durch Streckenziige verbinden lieBen; die Menge A muf somit das 
ganze Gebiet ausfiillen. 

Die entwickelten Sitze bilden die Quelle fiir eine Reihe weiterer 
Siitze, besonders iiber Gebietsteilung, die analog lauten, wie die bekannten 
Siitze fiir Punktmannigfaltigkeiten.*) 

XXV. Von dem Gesichtspunkte der entwickelten Theorie ist die 
Lehre von den transfiniten Punktmannigfaltigkeiten als die Theorie der Teil- 
mengen eines gewissen zusammenhingenden Ordnungstypus aufzufassen, 
dessen simtliche Elemente innerhalb Elementargebieten liegen, die perfekte 
Mengen ausmachen. Unter allen Ordnungstypen dieser Art ist die stetig 
ausgedehnte Zahlenmannigfaltigkeit durch gewisse Miichtigkeitseigenschaf- 
ten ausgezeichnet. Man gelangt nun zur Frage nach der Verallgemeine- 
rung dieser Theorie, indem man jene Michtigkeitseigenschaften fallen laBt. 

Ein n-facher Ordnungstypus der beschriebenen Art heiBe ein n-dimen- 
sionaler Bereich, in Zeichen B". Werden zu den Projektionen desselben 
eventuell erste und letzte Elemente hinzugefiigt, so daS dieselben zu 
perfekt zusammenhiingenden Typen ergiinzt werden, und die Komplex- 
menge gebildet, so laBt sich der Bereich als ein Gebiet derselben auf- 
fassen und jede im Endlichen gelegene Teilmenge der Komplexmenge, 
welche samt ihren Hiiufungsstellen dem Bereiche angehért, ist auch eine 
im Endlichen gelegene Teilmenge des Bereiches. Die erhaltenen Resul- 
tate lassen sich somit auf die Bereiche iibertragen. 


Léecse (Ungarn), im Januar 1905. 


*) Beziiglich der Siitze fiir Punktmannigfaltigkeiten s. Schoenflies, Beitrige 
zur Theorie der Punktmengen I/., Math. Ann., Bd. 59, S. 129. 
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Das Ostwaldsche Prinzip in der Mechanik. 


Von 


Leopotp Frsir in Kolozsvar.*) 


Einleitung. 


Herr Ostwald hat in semem Werke**) ,,.Lehrbuch der allgemeinen 
Chemie“ ein allgemeines energetisches Prinzip aufgestellt, welches folgender- 
maBen lautet: 

»Von allen méglichen Energiewmwandlungen wird diejenige eintreten, 
welche in gegebener Zeit den griptmiglichen Umsatz ergibt.“ 

Wir beschrinken uns auf das Gebiet der reinen Mechanik. Wie 
immer wir dann auch das Prinzip in bezug auf seine mathematische Be- 
handlung auffassen mégen,***) so sind jedenfalls folgende zwei Fragen 
zu beantworten: 

a) Gibt es tiberhaupt eine Bewegung, welche den gegebenen Anfangsbe- 
dingungen geniigt, und welche unter simtlichen, zum Vergleiche zugelassenen 
Bewegungen in der Ostwaldschen Weise ausgezeichnet ist? 

b) Wenn eine solche Bewegung existiert, stimmt sie mit der Bewegung 
iiberein, welche bei denselben Anfangsbedingungen durch die Newton- 
Lagrangeschen Differentialgleichungen der Mechanik geliefert wird? 

Die Antwort, welche wir auf diese Fragen bekommen, hingt natiirlich 
wesentlich davon ab, wie wir das Ostwaldsche Prinzip auffassen. Eine 

*) Diese Arbeit ist, von § 4 abgesehen, im wesentlichen im ,,Mathematikai és 
Természettudomanyi Ertesité (Budapest, 1905) der ungarischen Akademie erschienen. 

**) S. die erste Auflage, sowie die zweite, 1902, Bd. I, S. 36, 37. 

***) In bezug auf Literatur seien, auBer den im Encyklopidie-Artikel des Herrn 
Voss (Band IV,, Heft 1, S. 110) zitierten Arbeiten, folgende erwiihnt: 

1892. C. Neumann, Sichsische Berichte, Bd. 44. 

1901. A. Voss, Bayerische Berichte, Bd. 53. 

1903. G. Zemplén, Annalen der Physik, Bd. 12. 

1903. E. Férster, Zeitschrift fiir Math. u. Physik, Bd. 49. 

1904. M. Réthy, Mathematische Annalen, Bd. 59. 
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bestimmte Auffassung des Prinzips wird durch eine bestimmte mathe- 
matische Behandlung gegeben. Eine solche Auffassung reprisentiert dic 
des Herrn C. Neumann, die einzige, die wir in diesen einleitenden Zeilen 
besprechen, da sie unter simtlichen in der Literatur auftretenden Auf- 
fassungen diejenige ist, welche der Auffassung des Herrn Ostwald, wie 
sie sich auf Seite 36, 37 seiner Chemie findet, am niichsten steht. 

Die Neumanunsche Behandlung kann — wenn wir uns auf die Be- 
wegung eines freien Massenpunktes in der Ebene beschriinken — im 
wesentlichen in folgender Weise dargestellt werden.*) 

Es sei t= 0 die Anfangszeit und es seien 2, y, die gegebenen recht- 
winkligen Koordinaten der Anfangslage. Es seien ferner uy, vy die eben- 
falls gegebenen Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit. Zur Zeit (rt >0) 
sollen «, y die Koordinaten des Punktes, u,v die Komponenten seiner 
Greschwindigkeit bezeichnen. Bedeutet U(x, y) die gegebene Potential- 
funktion, so haben die Werte «, y, uw, v die postulierte Gleichung der 
lebendigen Kraft 

av? + y? = 2(U(@, y) +h) 


zu befriedigen, d. h. es muB 


(ee) wu? + v? = 2(U(a, y) +h) 
sein, wo h die Konstante der lebendigen Kraft ist, die aus der Gleichung 
(B) us + U% = 2(U Gp, Yo) + h) 


zu entnehmen ist. ; 
Durch Elimination von h aus («), (8) erhalten wir 


u® + v? — (u2 + v2) = 2(U(a, y) — Ua, %)), 
und wenn wir U(a, y) in der Nachbarschaft von 2, y, linear ansetzen, 
2+ 08 (s+ of) = 2( Ue) + URY—)}. 


ld an der Stelle 


Hier hedeuten Ur, U; die Werte der Ableitungen —, by 


Xo) Yo. Wenn wir noch approximativ 


U + Uy v+% 


ot ¥—-M=—— 





L—Ly= 
setzen, so bekommen wir fiir die zu bestimmenden Komponenten u, v der 
Endgeschwindigkeit folgende quadratische Gleichung: 

(y) w+ v?—rU2u—cUfv = w+ 8 + TULU, + t UP rp. 


Unsere Aufgabe besteht nun vorliufig darin, ein Wertepaar (u, v) zu be- 





*) Vergl. a. a. O. 
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stimmen, welches der quadratischen Gleichung mit konstanten Koeffizienten 
(y) geniigt, und fiir welches der Wert des Energieumsatzes 


u* + v* uz + v3 
oo 


ein Maximum wird. 

Wir vermeiden jede Rechnung, wenn wir die Verhiiltnisse in einer 
(u,v) Ebene geometrisch interpretieren. Der Relation (y) entspricht hier 
ein Kreis, dessen Mittelpunkt C_ die Koordinaten 


t Tt 
(8) [0 tu 


besitzt, und dessen Radius wir mit R_, bezeichnen. Unsere Maximums- 
aufgabe verlangt nun die Bestimmung jenes Kreispunktes M,, der vom 
Anfangspunkte O des Koordinatensystems (u,v) den gréStméglichen Ab- 
stand besitzt. Dieser Punkt M_ ist aber offenbar der Schnittpunkt des 
Halbstrahles OC, mit dem Kreise. Also liefern die Koordinaten u,, v, des 
Schnittpunktes das gesuchte Wertepaar w, v. 

Zur Lésung der eigentlichen Aufgabe haben wir dann nach Herrn 
C. Neumann die Grenzwerte 


Uz — Ut, Uz — % 
? 


(€) lim lim 


t=+0 sd m=+0 * 


zu bilden, welche, wenn sie existieren, die Anfangsbeschleunigung als 
Funktion der Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit liefern. 

Wir kénnen aber leicht zeigen, dap die Grenzwerte (&), wenn nur eine 
der Komponenten u,, v, von Null verschieden ist, gar nicht existieren. Zu 
diesem Zwecke geniigt es offenbar zu zeigen, daB das Wertepaar (w,, v,) 
bei dem Grenziibergange lim t= 0 nicht zum Wertepaar u,, v, konvergiert, 
oder geometrisch: daB M, fiir limt=0O nicht zu 8S, konvergiert, wo S, 
den Punkt mit den Koordinaten u,, v) bezeichnet. 

Zu welchem Punkte konvergiert also M, fiir lim tr = 0? 

Der Mittelpunkt C, (mit den Koordinaten (d)) strebt bei dem erwiihntem 
Girenziibergange dem Anfangspunkte O zu, und zwar lings eines Halb- 
strahles 1, der von t ganz unabhingig ist, und den man etwa so kon- 
struieren kann, daB man den Punkt mit den Koordinaten U2, U? mit O 
verbindet. Der Radius R, konvergiert gegen Vu? + v2. Daraus folgt, daB 
M, nach jenem Punkte M, konvergiert, in welchem der Halbstrahl 7 den 


Kreis mit dem Mittelpunkte 0 und mit dem Radius Yu? + v2 schneidet. 
Da nun M, und 8, im allgemeinen voneinander verschieden sind, so 
kinnen wir sagen, dap diese Methode im allgemeinen zu gar keiner Dif- 
ferentialgleichung fiihrt. 
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Eben deshalb beschriinkt sich Herr C. Neumann in seinem zitierten 
Artikel auf den Fall u)=0, vo, =0, in welchem man in der Tat ein 
bestimmtes Resultat erhilt. In diesem Falle fallt S, in den Anfangspunkt 
O, und M, konvergiert fiir limt—0O zu demselben Punkte S,;*) wir 
haben jetzt, wie man leicht einsieht, 


() u,=t U2, v, = t UP, 


limu,=u=0, limv,=»y=90, 
t=0 t=0 


ie 5 <a a“ (0), fim * = y” (0) 


und also durch Grenziibergang in (y) 
ty =U,(%,%), Yo = U, (29, Yo): 


Das Prinzip fiihrt uns also im Falle u=0, 4 =0 zu den Newton- 
Lagrangeschen Gleichungen, die wir aber natiirlich nicht als fiir eine 
beliebige Zeit ¢ giiltige ,,Differentialgleichungen* sondern bloB als Glei- 
chungen erhielten, die durch die Anfangsposition die Anfangsbeschleunigung 
liefern — wenn die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null ist. 

Die vorangehende Besprechung wird eine strenge Analyse des Prinzips 
wohl als wiinschenswert erscheinen lassen. Diese liefert zwar zumeist 
negative Resultate, fiihrt aber zu einer Aufgabe — die wir Ostwaldsche 
Aufgabe nennen —, die vielleicht mathematisch ein gewisses Interesse 
darbietet. Sie steht mit gewissen klassischen Untersuchungen von Jo- 
hann Bernoulli im Zusammenhang. Wir heben besonders hervor, dab 
die Aufgabe im allgemeinen keine Lésung zuliBt, weil eine in Betracht 
kommende Funktion wohl eine obere Grenze, aber kein Maximum besitzt. 


§ 1. 
Die Ostwaldsche Aufgabe. 


Es bezeichne A, die Anfangslage des in der Ebene des rechtwinkligen 
Koordinatensystems X OY beweglichen Punktes. Es seien 2, y) die ge- 
gebenen Koordinaten von A,, und 2, y die ebenfalls gegebenen Kompo- 


nenten der Anfangsgeschwindigkeit. Wir bezeichnen ferner durch A,V 
den Vektor, der vom Punkte A, ausgeht und die Anfangsgeschwindigkeit 
der GréBe und Richtung nach darstellt. 


yo 
*) AuBer dem Neumannschen Falle ist der Fall = = rE 
0 y 


M, zu S, konvergiert. Wir untersuchen diesen nicht weiter. 


der einzige, in welchem 
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Nehmen wir nun eine beliebige Kurve Ayg, die von A, ausgeht und 
im Punkte A, den durch den Vektor A,V detinierten Halbstrah] beriihrt. 
Man kann dann den Massenpunkt, der sich zur Zeit ¢= 0 im Punkte A, 
befindet, auf der Kurve Ag so fiihren, daB einerseits zu jeder Zeit die 
Gleichung der lebendigen Kraft 
(1) ety" _ U(x, y)+h 


erfiillt ist, und andererseits die Anfangsbedingungen 


x(O0)=%, y(0)=—%, 
r(O)=%, yYO=% 


befriedigt werden. Dabei bedeutet U(a,y) die gegebene Potentialfunktion, 
und h die Konstante der lebendigen Kraft, die durch die Anfangsbedingungen 
bestimmt ist. 

Es sei ferner ¢ ein gegebener Zeitpunkt, und A, die (ganz bestimmte) 
neue Lage, die der Punkt zur Zeit ¢ auf der Kurve A,g einnimmt. Die 
Bewegung soll dabei, wie schon bemerkt, nach einer ,,Fahrordnung“ ge- 
schehen, die auf der Kurve A,g durch die Gleichung (1) bestimmt ist. 
Bezeichnen wir dann durch s die auf der Kurve Ayg zuriickgelegte Bogen- 
linge, so wird diese durch die Gleichung 


‘ de 
7) t == eo 
( J yitenri 


(implicite) bestimmt. Hierbei ist die Integration lings der Kurve A,y 
zu erstrecken, und do bedeutet das Bogenelement lings der Kurve Aggy. 

Betrachten wir nun die Gesamtheit aller Kurven, die von A, ausgehen 
und dort den Halbstrahl A,V beriihren. Zu jeder Kurve dieser Gesamt- 
heit gehért in der oben auseinandergesetzten Weise ein Punkt A,. Die 
Ostwaldsche Aufgabe besteht nun — nach unserer Auffassung — im 
folgenden: 

Es soll diejenige Kurve A,g bestimmt werden, die durch den Punkt A, 
geht, dort den Halbstrahl A,V beriihrt, wnd fiir welche in dem thr ent- 
sprechenden Punkte A, die groBtmigliche Potentialdifferenz (der gréBtmogliche 
Energieumsatz) U(x, y) — Ua, Yo) auftritt. 

Die so formulierte Ostwaldsche Aufgabe ist eigentlich kein Problem 
der Variationsrechnung im engeren Sinne (es ist nimlich kein bestimmtes 
Integral durch eine passend gewihlte Kurve extrem zu machen), sondern 
ein gewohnliches Maximumsproblem mit einer Integralnebenbedingung. Die 
Funktion zweier Variabeln U(x, y) ist es, deren Maximum zu bestimmen 
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ist, und zwar in einem zweidimensionalen Gebiete, das durch die Gesamt- 
heit der Punkte A, gebildet wird. Die niihere Untersuchung fiihrt sofort 
auf eine wesentliche Unterscheidung. Die Aufgabe zeigt nimlich einen 
andern Charakter, je nachdem die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, 
oder von Null verschieden ist.*) Im ersten Falle schrwmpft nimlich der 
Vektor der Anfangsgeschwindigheit auf einen Punkt zusammen, bestimmt 
also gar keine vektorielle Richtung. Infolgedessen sind die Kurven Agg 
von der wesentlichen Beschriinkung, nach welcher sie in A, eine bestimmte 
Richtung A,V beriihren miissen, befreit. 

Im zweiten Falle aber bestimmt der Vektor der Anfangsgeschwindig- 
keit einen ganz bestimmten Halbstrahl A,V, den dann samtliche Kurven 
Ayy in A, notwendig beriihren miissen. 

Die jetzt erwihnte Fallsonderung, je nachdem die Anfangsgeschwindig- 
keit verschwindet oder nicht, soll aber keine definitive sein. Von 
Wichtigkeit ist nimlich nur dn Frage, ob die Anfangsgeschwindigkeit 
eine vektorielle Richtung, der sich dann die Kurven A,g in A, an- 
schmiegen miissen, bestimmt oder nicht? Eben deshalb werden in der 
Behandlung der Ostwaldschen Aufgabe die beiden folgenden Fille unter- 
schieden: 

1. Fall, in welchem der Vektor der Anfangsgeschwindigkeit A,V nur 
der GriBe nach gegeben ist, aber der Richtung nach frei bleibt. (Dem 


speziellen Falle AV = 0 entspricht die + Domging aus dem Ruhezustande.) 


2. Fall, in welchem der Vektor AV sowohl der Grife (die von _ 
verschieden ist) als der Richtung nach gegeben ist. 

Sehen wir nun zu, weshalb diese Unterscheidung iiberhaupt wichtig 
ist. Um das Wesentliche recht anschaulich hervortreten zu lassen, zeigen 
wir dies an einer Aufgabe, die der Ostwaldschen eng verwandt ist, bei der 
aber die auftretenden GréBen eine einfache geometrische Bedeutung haben, 
wihrend bei der Ostwaldschen Aufgabe die entsprechenden GréBen nur 
in mechanischem Sinne eine einfache Interpretation gestatten. Diese Auf- 
gabe ist die folgende. 


§ 2. 
Eine plangeometrische Aufgabe. 


Es sei eine gerade Linie ee, und auf dieser ein Punkt A, gegeben. 
Die Gerade ee teilt die Ebene in zwei Hilften, von welchen wir die eine 
etwa die ,rechte Hilfte‘ nennen wollen. Es sei ferner d eine gegebene 


*) Wir haben gesehen, daf schon die Analyse des Herrn C. Neumann diesen 
Unterschied hervortreten lieB. 
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Linge. Wir fiihren nun von A, ausgehend eine beliebige Kurve Ayg, die 
ganz in der rechten Halfte der Ebene verliuft, und tragen von A), entlang 
dieser Kurve, die Linge d ab. Es sei A, der Endpunkt, den wir so 
erhalten. Die Aufgabe bestehe nun darin, diejenige Kurve A,g zu be- 
stimmen, fiir welche der Endpunkt A, den gréStméglichen senkrechten 
Abstand von der Geraden ee hat. Und zwar wollen wir diese Aufgabe 
lésen: 

I. fiir den Fall, wo die Kurven A,g in A, gar keiner Beschrankung 
in bezug auf Beriihrung unterworfen sind; 

Il. fiir den Fall, wo wir verlangen, daB nur diejenigen Kurven A,g 
in Betracht kommen sollen, die in A, einen gegebenen Halbstrahl 4,V 
(der in der rechten Hiilfte der Ebene verliuft) beriihren. 

Es ist ersichtlich, daB der Fall I. der 1. Ostwaldschen Aufgabe, der 
Fall Il. der 2. Ostwaldschen Aufgabe entspricht. 

Um I. zu erledigen, errichten wir in A, die Senkrechte auf ee, tragen 
auf dieser (nach rechts) die Strecke d ab und erhalten einen Endpunkt A. 
Es ist nun klar, daB die Senkrechte A,A die Lésung der Aufgabe I. gibt, 
und daB A eben dieser in gré®tméglicher Entfernung von ee liegende 
Punkt ist. 

Die Aufgabe II. hat dagegen (im allgemeinen) keine Lisung. Es ist 
nimlich zunichst klar, daB die Abstiinde der Endpunkte A, von der 
Geraden ee eine obere Grenze haben, die keinesfalls grifer ist, als der 
Abstand d des Lésungspunktes A der Aufgabe I. Wir behaupten nun, 
daB diese obere Grenze genau d ist. Betrachten wir zu diesem Zwecke 
die Kurve Ayg, deren Gleichung 


(3) y =azre** 


ist, und zwar in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem, dessen 
y-Achse die Gerade ee, und dessen 2-Achse die Senkrechte A, A ist. Hier 
bedeutet a die trigonometrische Tangente jenes Winkels, der durch die 
x-Achse und durch den Halbstrahl A,V gebildet wird, und « eine positive 
Konstante. Die durch die Gleichung (3) definierte Kurve gehért nun in 
der Tat zur Mannigfaltigkeit der jetzt in Betracht kommenden Kurven. 
Sie geht niimlich durch den Punkt A,, verliuft in der rechten Hiilfte 


der Ebene und beriihrt in A, den Halbstrahl A,V ( weil (2)_- a ist : 


Wenn wir nun in Gleichung (3) die Konstante a? geniigend grof wihlen, 
so kénnen wir dadurch erreichen, daB der Endpunkt A, dem Punkte A 
beliebig nahe kommt. Dies folgt aus der Tatsache, daB die Kurve (3) 
fiir lim e@ = oo sich der z-Achse in einfacher Weise asymptotisch niahert. 
Die obere Grenze der Abstiinde ist also genau d. 
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Diese obere Grenze d wird aber durch keine der Kurven A,g er- 
reicht. Denn iiberhaupt die einmzige Kurve Ayg, die von A, ausgeht und 
einen Endpunkt A, liefert, der den Abstand d von ee hat, ist die gerade 
Linie A,A. Diese gehért aber nicht mehr zu den im Falle IL. in Be- 
tracht kommenden Kurven, weil sie in A, den Halbstrahl A,V nicht be- 
riihrt. Die Aufgabe II. hat also keine Lésung. 

Sie hat aber doch eine Lésung in dem speziellen Falle, wo der 
Halbstrahl A,V mit A,A zusammenfillt. Da hebt sich die Schwierigkeit 
wegen der Beriihrung in A, weg, und es ist die Strecke A, A die Lisung 
der Aufgabe II. (also dieselbe, die auch I. entsprach). 

Nach dieser Digression wenden wir uns zur Behandlung der Ost- 
waldschen Aufgabe. Wir untersuchen zuniichst den Fall 1. 


Behandlung des 1. Falles. 


Es sei A, die Anfangslage des Punktes, ferner seien pp und PP 
zwei Linien gleichen Potentials, die einen Streifen bilden, innerhalb dessen 
sich der Punkt A, befindet.*) Diese zwei iiquipotentiellen Linien seien so 
nahe aneinander gelegen, daB das Potential U fortwiihrend «éichst, wenn 
wir die durch A, gehende Kraftlinie von pp bis PP durchlaufen. 

Wir bewegen uns von nun an nur innerhalb des eben konstruierten 
Streifens, den wir kurz durch S bezeichnen. Mit anderen Worten: wir 
nehmen den Endzeitwert ¢ so klein an, daB der auf Ayg liegende und 
durch Gleichung 


8 
dé 


(2) ————— 
/2(U Eh) 
bestimmte Endpunkt A, bei beliebiger Wahl der Kurve Ayg in das Innere 
des Streifens S fallt.**) DaB der Punkt A,, wenn nur ¢ geniigend klein 
ist, notwendig in das Innere des Streifens S fiillt, laBt sich mit Hilfe von 
(2) sehr leicht zeigen. 

Es sei nun A,bA jene Kurve A,g, auf welcher der nach Glei- 
chung (1) sich bewegende Massenpunkt nach Ablauf der Zeit ¢ zu einem 
Endpunkte A gelangt, in welchem der gréBtmégliche Potentialwert U 


*) Wir setzen hier voraus, daB A, keine Gleichgewichtslage sei. Dieser Fall 
liBt sich tibrigens mit wenigen Modifikationen auch durch die obige Methode be- 
handeln. 

**) Wenn wir das Zeitintervall (0, t) von vornherein der GréBe nach ein- 
schriinken, so tun wir etwas, was bei der Behandlung der mechanischen Prinzipien 
allgemein iiblich ist. Die Extremumeigenschaft zeigt sich bekanntlich im allgemeinen 
dort auch nur in einem gehirig abgegrenzten Zeitintervalle. 
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auftritt.*) Wir behaupten, da® die Bahn 4,bA dann notwendig folgende 
Eigenschaft besitzt: 

Unter séimtlichen die Punkte A, und A verbindenden Kurven wird die 
Kurve A,bA in kiirzester Zeit durchlaufen, vorausgesetzt, dap stimtliche Be- 
wegungen nach Gleichung (1) stattfinden. 

Angenommen niimlich, es existiere eine Kurve A,b’A, fiir welche die 
Durchlaufungszeit 


dé 


TD vaoFH 


(das Integral erstreckt sich lings A,b’A) kleiner wiire als die zur Be- 
schreibung der Kurve A,bA nétige Zeit ¢, so wiirde der Massenpunkt, 
indem er die Kurve A,b’A passiert, schon zur Zeit + in A anlangen und 
kénnte den noch zur Verfiigung stehenden Zeitrest (¢— 1) darauf ver- 
wenden, um zu einem Punkte hdheren Potentials A’ zu steigen. Infolge 
dessen wiire eine Bahn vorhanden, auf der der Massenpunkt zur Zeit ¢ zu 
einem Punkte A’ gelangen wiirde, in welchem der Potentialwert gréBer 
ist als in A — im Widerspruche zur Voraussetzung. 

Also ist die Kurve, entlang deren der Punkt A des gréBtméglichen 
Potentialwertes erreicht wird, notwendig eine durch Gleichung (1) und 
durch die Punkte A,, A bestimmte Brachistochrone. 

Wir kénnen also jetzt die Mannigfaltigkeit der Kurven Ayg beiseite 
lassen und haben bloB die einparametrige Schar der durch den Punkt A, 
gehenden Brachistochronen zu betrachten.**) Jeder Kurve der Schar ent- 
spricht ein Punkt A,, und der geometrische Ort dieser Punkte A, ist eine 
Kurve 7', eine Transversale des Feldes. Zur vollstiindigen Lisung der 
Aufgabe haben wir blob denjenigen Punkt A der Transversale 7’, zu be- 
stimmen, in welchem das Potential U(a, y) den gréBten Wert annimmt.***) 
Wir erhalten also eine im allgemeinen ganz bestimmte Brachistochrone 
A,A als Lésung. 

Es laBt sich sehr leicht einsehen, daB die so konstruierte Lisung in 
der Tat die verlangte Maximumseigenschaft besitzt. 


*) Wir bemerken, da8B die Konstante h in Gleichung (1) bestimmt ist, da die 
Grépe der Anfangsgeschwindigkeit x)? -+ yj? vorgeschrieben ist. Von nun an be- 
deute h in Gl. (1) den so bestimmten Wert. 

**) Von nun an verkleinern wir das Zeitintervall (0, ¢) — wenn es ndétig ist — 
noch mehr; nimlich so, daB dann A, nicht nur in das Innere des Streifens S fillt, 
sondern in eine Umgebung von A,, innerhalb deren die Schar der Brachistochron- 
kurven ein ,,Feld“ bildet. 8S. in bezug auf diese Terminologie: E. Zermelo und 
H. Hahn, Math. Enc. ITA 8a (Bd. Il,. Heft 5, S. 626 ff.). 

***) Es kann vorkommen, da U(x, y) lings der ganzen T'ransversale konstant 
ist. In diesem Falle, den wir spiiter besprechen, ist die Lisung unbestimmt. 
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Hiermit wiire die 1. Ostwaldsche Aufgabe erledigt. 


e 
Wir heben noch folgendes hervor: Die als Lésung der 1. Ostwald- 
e schen Aufgabe erscheinende Brachistochrone steht in ihrem Endpunkte A 
7 orthogonal zur Niveaulinie, die durch A hindurchgeht. Denn einerseits be- 
riihrt die Niveaulinie in A die Transversale 7, (weil A jener Punkt von 
e T, ist, wo U(x,y) ein Maximum wird). Andererseits schneidet 7’, simt- 
liche durch A, gehende Brachistochronen orthogonal.*) Folglich schneidet 
die Brachistochrone A,A die durch A gehende Niveaulinie orthogonal. 
* Nach Erledigung des 1. Falles fragen wir nun folgendes: Angenommen, 
t, die Anfangsgeschwindigheit AV sei gleich Null; gibt es eine durch A, 
d gehende Kurve, lings deren die Ostwaldsche Maximumseigenschaft zu jeder 
r- Zeit t erfiillt ist, immer vorausgesetzt, daB die Bewegung nach (1) geschieht? 
re Wir kénnen natiirlich sofort sagen, daB im allgemeinen eine solche Be- 
a wegung nicht existiert. Die Auflésung der 1. Ostwaldschen Aufgabe 
er zeigte niimlich, daB die Bewegung schon vollkommen bestimmt ist, wenn 


wir das Erfiilltsein der Ostwaldschen Maximumseigenschaft fiir ein be- 
n stimmtes ¢ fordern. 


id Wir wissen schon, daB die verlangte Bahn eine Brachistochrone sein 
muB. Da nun die Ostwaldsche Maximumseigenschaft fiir jede Zeit ¢ 
te (d. h. in einem wenn auch noch so kleinen, aber endlichen Zeitintervalle 
A, (0, ) erfiillt sein soll, so muB diese Brachistochrone, nach unserer friiheren , 
t- Bemerkung, die Schar der Niveaulinien orthogonal schneiden. Die Bra- 
1e chistochrone schneidet aber die Niveaulinien nur ganz ausnahmsweise 
er orthogonal, so da also, wie schon bemerkt, eine Bewegung mit der ver- 
e- langten Kigenschaft im allgemeinen nicht existiert. 
*) Um die speziellen Fille zu bestimmen, in welchen eine Bewegung 
ne mit der verlangten Eigenschaft dennoch vorhanden ist, haben wir die- 
jenigen speziellen Potentiale zu suchen, bei welchen eine Brachistochrone 
in die Niveaulinien senkrecht durchkreuzen kann. Wir brauchen hierzu die 


*) Vergl. L. Roger, These sur les brachistochrones (Journal de Liouville, 
lie ire série, t. XII, p. 41, 1848), und hauptsiichlich: Darboux, Théorie générale des 
,e- surfaces, t. II, p. 456. — Ist z. B. die in A, vorgeschriebene Anfangsgeschwindigkeit 
gleich Null, und die wirkende Kraft die Schwere, so besteht die Schar der durch A, 
ae gehenden Brachistochronen aus der einfach unendlichen Schar der Zykloiden, die in 
It A, ihre Spitze haben und dort die durch A, gehende Vertikale (die ebenfalls zur 
Schar gehért) beriihren. Die orthogonale Trajektorie T, ist in diesem Falle die schon 


nd von Johann Bernoulli betrachtete ,,Synchrone“*. Der Punkt A ist in diesem Falle 
der tiefste Punkt der Synchrone. Vergl. Johannis Bernoulli Opera omnia, Lau- 
nt sannae et Genevae, 1742, T.1, p.192 etc, und Ostwalds Klassiker, Nr. 46, 8. 12, 13 


mit den zugehérigen Noten des Herrn Stickel. 
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Differentialgleichung der Brachistochronen. Diese laBt sich aus der Diffe- 
rentialgleichung der mechanischen Trajektorien sehr einfach durch folgen- 
des Lemma herleiten: 
Ist 
y= Fay) 
die Eulersche Differentialgleichung des Variationsproblems 


(4) f F(a, 9) 9 (yaa, 


so ist die Eulersche Gleichung des Problems 





(6) [Bia 
die Differentialgleichung 
y= — F(@,y,y). 
Fiihren wir hee die Bezeichnungen 
y 2 2 
oz Tes 0 oy a ys a 9, ee =", rhe cat ee ah 
ein, so sind die den Integralen (4) resp. (5) entsprechenden Kulerschen 
Gleichungen: 
—fyP + hee +h Py + fey’ =, 


resp. 
1 © cox os 1 "ow 
. — 3 — = : =0, 
pe ly? — pe leP — pe hy Py te Y ; 


woraus die Behauptung leicht folgt. 
Wir wenden dies auf die Integrale 


J V U+h Vi+y?da, 


an. Diesen entsprechen als Extremalen die zum Potential U und zur 
Konstanten der lebendigen Kraft gehérigen mechanischen Trajektorien 
resp. Brachistochronen. Da nun die Gleichung der mechanischen Trajek- 
torien bekanntlich 


oU 
(6) o (ay Midna PS ee) : 
y 2(0 +h) 
ist, so ergibt sich fiir die Brachistochronen 
aU eu e 
@) pa eI R)et? 
agg: 2(0 +h) 


als Differentialgleichung.*) 


*) Der einfache Zusammenhang zwischen (6) und (7) li®t sich auch geometrisch 
interpretieren. 
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Soll nun die Brachistochrone y= y(x) die Niveaulinien senkrecht 
durchkreuzen, so muB liings der Brachistochrone 

oU ,0U 

oy 9 Ge = 
und folglich, vermége der Gleichung (7), y” = 0 sein. Sie muf also eine 
gerade Linie sein. Ist dies der Fall, so ist die Maximumseigenschaft in 
der Tat in jedem Zeitpunkte eines geniigend kleinen Intervalles (0, ¢) er- 
faillt. Wenn wir noch hinzufiigen, daB in diesem Falle die Bewegung 
auch den Newton-Lagrangeschen Gleichungen der Mechanik Geniige leistet, 
so kénnen wir zusammenfassend sagen: Ist die Anfangsgeschwindigkeit 
gleich Null und ist die durch die Anfangslage gehende Kraftlinie eine 
gerade Linie — dann und nur dann existiert eine der Ostwaldschen 
Masximumseigenschaft zu jeder Zeit eines Zeitintervalles (0, t) geniigende Be- 
wegung. Die Bewegung erfolgt eben dieser Kraftlinie entlang und befriedigt 
die Gleichungen der Mechanik. Sind die Niveaulinien parallele Kurven, so 
kann die Anfangslage A, beliebig sein. 


Hiermit sind fiir den Fall AV = 0 die Fragen a), b) der Einleitung 
beantwortet. 


0 


§ 4. 
Zusammenhang mit dem Resultate des Herrn C. Neumann. 


Wir behaupten, es gilt ganz strenge folgender Satz: 

Beginnt eine Bewegung aus A, mit der Geschwindigkeit Null, und ge- 
niigt sie in einem einzigen Zeitpunkte der Ostwaldschen Maximumseigen- 
schaft, so besitet sie in A, dieselbe Anfangsbeschleunigung wie die in <A, 
mit der Geschwindigkeit Null beginnende mechanische Bewegung. 

Es seien namlich x,y, die Koordinaten von A, und es sei h so ge- 
wahlt, daB 

U (ao, Yo) +h = 0. 
Dann ist die Differentialgleichung der Bewegungen, die entlang den Bra- 
chistochronen (denn nur diese kommen infolge der Voraussetzung in Be- 
tracht) und zeitlich nach Gl. (1) stattfinden, 


oU oU , 
” oU Ox + yy , 
. se. 
8) au 


a ae a ou y’ 
’ aU , Ox oy , 
¥y=— Oy ah U+h y- 
Fir diese Gleichungen ist das System der Anfangswerte 
(9) 2(0)= 4%, yO)=%, #(0)=9, ¥(0)=0 
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singulér. Dies steht in Ubereinstimmung damit, daB fiir diese Anfangs- 
werte eine einfach wnendliche Schar von Integralkurven existiert*), wih- 
rend die Differentialgleichungen der Mechanik 


a” ee é U 

Ox 

(10) a”, ote eu 
y ay 


fiir dieselben Anfangswerte regular sind und also eine einzige Bewegung 
liefern. 

Fiir die Anfangswerte (9) ergibt also (8) eine Schar von A, aus- 
gehender Bewegungen. Wir behaupten nun, daB diese Bewegungen alle 
nicht nur mit gleicher Geschwindigkeit (diese ist eben Null), sondern auch 
mit gleicher Beschleunigung beginnen, und zwar mit derselben Beschleunigung, 
die das System (10) liefert. 

Denn es ist z. B. 








au.,,au., 

oa” toy% (0 +Ry 

eae “U+h? 
folglich durch zweimalige Anwendung der de |’Hépitalschen Regel 

aU, avy 
a 2 ee ee ee 
Sat rege why 
= 22” (0). 


Also gibt der Grenziibergang zu ¢ = + 0 in (8) fiir jede Bewegung 
der betrachteten Schar 
2" (0) = — Ug(2zo, yo) + 22"(0) 
y’ (0) =—- U,(%o; Yo) + 2y"(0) 
und daher fiir x”(0), y”(0) denselben Wert wie das System (10). Damit 


ist unsere Behauptung erwiesen und der Zusammenhang mit dem Re- 
sultate des Herrn C. Neumann klargestellt. 


§ 5. 
Behandlung des 2. Falles. 


Dieser léBt sich mit einigen Worten erledigen. Die Aufgabe 2. hat 
im allgemeinen ebensowenig eine Lisung wie die Aufgabe Il. Wir 
brauchen das nicht niher auszufiihren. Ebenso wie die Aufgabe II. aus- 
nahmsweise doch eine Liésung besaB, hat auch die Aufgabe 2. ausnahms- 


*) Vergl. z. B. das Bernoullische Beispiel der Schar der durch A, gehenden 
Zykloiden. S. 431 Note *). 
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weise eine Liésung; und zwar in dem Falle, wo der gegebene Vektor der 


Anfangsgeschwindigkeit Ai V die Brachistochrone A,A im Punkte A, 
beriihrt. Hier bedeutet A denjenigen Punkt, der durch die Aufgabe 1. 
geliefert wird, wenn wir als GréBe der Anfangsgeschwindigkeit die Linge 


—— > 
des Vektors A,V nehmen. 





Fragen wir nun auch hier nach einer Bewegung, die in jedem Zeit- 
punkte die Ostwaldsche Maximumseigenschaft aufweist, so existiert eine 
solche a fortiori nicht. Der einzige Fall, wo eine solche doch existiert, 
ist offenbar derjenige, wo die Kraftlinie, welche durch A, geht, eine gerade 


Linie ist und die Richtung von AV in diese gerade Linie fallt.*) 


Indem wir die allgemeine Erérterung der Frage abschlieBen, be- 
trachten wir nun noch den nicht uninteressanten speziellen Fall, den wir 
bei der Behandlung der Aufgabe 1. vorliufig beiseite gelassen haben, den 
Fall namlich, in welchem die zu A, gehérige Schar der Transversalen 7, 
mit der Schar der Niveaulinien zusammenfiallt. In diesem Falle kann 
man im Punkte A, (aber nur dort) die Anfangsgeschwindigkeit (in ge- 
wissen Grenzen) beliebig vorschreiben und man bekommt eine Bewegung, 
die zu jeder Zeit (eines geniigend kleinen Zeitintervalles) dem Ostwald- 
schen Prinzipe geniigt. Nun fiallt die Schar der 7, mit der Schar der 
Niveaulinien dann und nur dann zusammen, wenn die durch A, gehenden 
Brachistochronen die Niveaulinien orthogonal durchkreuzen. Daraus folgt, 
daB durch A, eine einfach unendliche Schar von geradlinigen Kraftlinien 
geht. Also sind die Niveaulinien konzentrische Kreise mit dem Mittel- 
punkte A,. Das Potential hat also die Form U(r), wo 


7 = (« — a) + (y — Yo)", 
und die Bewegung ist daher eine Zentralbewegung mit dem Punkte A, 
als Zentrum. Man kann leicht verifizieren, daB in diesem Falle in der 
Tat eine jede in A, mit beliebiger Anfangsgeschwindigkeit beginnende 
Bewegung — wenn U(r) fir r=0 regulir ist — nach dem Ostwald- 
schen Prinzip erfolgt. 


*) Streng genommen hat hier im allgemeinen nur | U (w, y) — U(a,,y,)| ein 
Maximum. 


28* 
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§ 6. 
Die Darbouxsche Abbildung. 


SchlieBlich wollen wir noch bemerken, daB die Ostwaldsche Auf- 
gabe in besonders einfacher Form erscheint, wenn wir die Ebene nach 
Herrn Darboux*) auf eine Fliche 


E= & (2, y), _ (2, y), c= &(2, y) 
abbilden, deren Bogenelement ds’ durch 
, dx* + dy? 

ds? = Fen : h 
gegeben ist. Diese Abbildung ist konform und den Brachistochronen der 
Ebene entsprechen die geodiitischen Linien der Fiche. Auf dieser Fliche 
entspricht der Ostwaldschen Aufgabe (z. B. der ersten) folgende Aufgabe: 

Es sei auf der Fliche ein Punkt A,’ und auBerdem eine Linge t ge- 
geben. Man bestimme eine durch A, gehende und auf der Fliiche verlau- 
fende Linie, auf welcher die Liinge t, vom Punkte A, abgetragen, zu einem 
Endpunkte A’ fiihrt, in welchem die Funktion U(a,y) den gréBtméglichen 
Wert erreicht. 

Bei dieser Formulierung der Ostwaldschen Aufgabe tritt ihre Ver- 
wandtschaft mit Aufgabe I. noch schiirfer hervor. 








*) Vergl. 8. 431 Note *). 
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Kriterien fir die physikalische Bedeutung der unstetigen Loésungen 
der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen. 


Von 
G. Zempiin in Budapest.*) 


Riemann**) hat gezeigt, wie bei der eindimensionalen Bewegung 
von Gasen endliche Spriinge der Dichte und Geschwindigkeit entstehen 
kénnen, und untersuchte die Bewegung, welche vor sich geht, wenn der 
so entstandene Sprung sich im Gase fortpflanzt. Christoffel***) hat 
einige Resultate Riemanns auf dreidimensionale Bewegungen iibertragen. 

Hugoniot}) hat solche Fille untersucht, in welchen nicht die 
Geschwindigkeit sondern die Beschleunigung unstetig wird, und Hada- 
mard+t) hat gezeigt, wie solche Unstetigkeiten der Beschleunigung oder 
einer héheren Ableitung der Geschwindigkeit ganz allgemein auftreten, 
wenn man die Anfangsverteilung der Geschwindigkeit und der Dichte, 
sowie die Bewegung der GefaéBwiinde willkiirlich vorschreibt. +++) 

In allen Punkten, wo die Geschwindigkeit oder eine ihrer Ableitungen 
nach der Zeit unstetig wird, sind entweder die hydrodynamischen Glei- 
chungen selbst oder gewisse, aus denselben durch Differentiation nach 
der Zeit gewonnene Gleichungen nich. erfillt. Es fragt sich daher, 
weshalb kénnen diese — an gewissen Stellen mit Unstetigkeiten behaf- 


*) Nach einem Vortrage des Verfassers, gehalten im mathematischen Seminar 
der Herren Proff. Hilbert und Minkowski im Wintersemester 1904. -05 zu Gottingen. 
**) B. Riemann, Uber Luftwellen endlicher Amplitude, Gétt. Nachr. 1860; 
Werke p. 151. 
*) E. B. Christoffel, Ann. di Mat. (2), 8 p. 81 und 191. 
+) A. Hugoniot, J. de I’Bc. Polyt. 1885, J. de Math. 1887, und C. R. 1885. 
++) J. Hadamard, Legons sur la propagation des ondes, Paris 1903, p. 142. 
+tt) Die ausfiihrliche Literatur der Entstehung und Fortpflanzung der Unstetig- 
keiten in Fliissigkeiten befindet sich in einem nichstens erscheinenden Referat des 
Verfassers in der Encykl. der math. Wiss. IV, 19. Hier sei nur auf die zitierte 
Monographie Hadamards besonders hingewiesen, welche auch viele neue Resultate 
enthilt, 
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teten — Geschwindigkeits- oder Beschleunigungskomponenten als Liésung 
des behandelten physikalischen Problems betrachtet werden, denn es kinnen 
ja unendlich viele Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen so bestimmt 
werden, daB die hydrodynamischen Gleichungen nicht iiberall erfiillt sein 
sollen. 

Die Bewegungsgleichungen allein reichen daher zur Beschreibung 
der physikalischen Erscheinung nicht aus und wir miissen entweder be- 
sondere Hypothesen fiir die Unstetigkeitsstellen postulieren, oder aber 
— was allerdings viel wiinschenswerter erscheint — solche allgemeine 
Hypothesen aufstellen, aus welchen fiir die stetigen Stellen die gewéhn- 
lichen Bewegungsgleichungen und fiir die unstetigen Stellen andere Be- 
dingungen folgen. 

Riemann und Christoffel haben den ersten Weg eingeschlagen 
und fiir Stofwellen (sich fortpflanzende Unstetigkeitsflichen, auf welchen 
die Geschwindigkeit und die Dichte endliche Spriinge erleiden) die Glei- 
chungen des mechanischen Impulses postuliert. 

Prof. Hilbert forderte mich auf den zweiten Weg einzuschlagen, 
nimlich zu einem Prinzipe der Mechanik zuriickzugreifen: es ist zu er- 
warten, da fiir den Fall einer sich fortpflanzenden Unstetigkeitsfliche 
aus einem geeignet formulierten mechanischen Prinzip fiir die stetigen 
Stellen die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen und fiir die Un- 
stetigkeitsstellen als sogenannte dynamische Kompatibilitdtsbedingungen sich 
die Impulsgleichungen ergeben werden. 

P. Duhem hat bereits wiederholt versucht, die Unstetigkeiten auf 
Grund des D’Alembertschen Prinzips zu behandeln. In seiner ersten 
Behandlung des Problems*) ist jedoch sein Verfahren, nach welchem er 
die Kontinuitatsgleichung variiert, nicht zu rechtfertigen und darum kann 
uns diese Behandlung des Problems nicht befriedigen; diese Rechnungen 
fiihren ihn iibrigens auch nicht zu den Impulsgleichungen. In der neueren 
Behandlung**) geht er von einer besonderen Form des D’ Alembertschen 
Prinzips aus, in welcher fiir den Fall, daB Unstetigkeiten in der Ge- 
schwindigkeit auftreten, an Stelle der Beschleunigungskomponenten die — 
allerdings unendlichen — Gréfen: 

a. Rae, Fee 
dt ? dt ’? dt 
einzusetzen sind, wo die Zihler die wihrend des Zeitelementes dé ein- 
getretenen plétzlichen Anderungen der Geschwindigkeitskomponenten 1, 
v, w bedeuten. Es ergeben sich nunmehr aus dieser Hypothese allerdings 





*) Cours de math. physique, Hydrodynamique, Flasticité, Acoustique, Paris 
1891, p. 60—98. 
**) Recherches sur l’Hydrodynamique, I. série, Paris, 1903, p. 75. 
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die Impulsgleichungen, es war jedoch wegen der Anwesenheit der Un- 
stetigkeiten eine besondere Formulierung des D’Alembertschen Prinzips 
notwendig, so daB diese Behandlung wesentlich der — jedenfalls ein- 
facheren — direkten Postulierung der Impulsgleichungen aquivalent erscheint. 

Im folgenden werde ich zeigen, wie aus dem Hamiltonschen 
Prinzipe der stationéren Wirkung, ohne andere Annahmen als die des 
Auftretens einer Welle, die Bewegungsgleichungen mit den dynamischen 
Kompatibilititsbedingungen folgen. 

Ich behandle der Durchsichtigkeit halber nur den Fall der eindimen- 
sionalen Bewegung ausfiihrlich, und begniige mich fiir den allgemeinen 
Fall mit Skizzierung des Verfahrens und Mitteilung der Resultate. 


* * 
ok 


Das Gas*) bewege sich in einer zylindrischen Réhre parallel zur Réhren- 
achse, so daB in einer und derselben, zur Réhrenachse senkrechten Ebene 
der Bewegungszustand aller Massenelemente derselbe ist. Wir wihlen 
die Réhrenachse als Abszissenachse und bezeichnen mit x die Abszisse 
eines durch irgend einen Parameter a charakterisierten**) Massenpunktes 
im Gase zur Zeit ¢. Die Réhre ist mit zwei beweglichen Kolben ver- 
sehen, welche mit den Querschnitten a = 0 und a = 1 in Beriihrung sind. 

Gegeben ist die Anfangsverteilung der Dichte und Geschwindigkeit 
und die Bewegung der Zylinderkolben; es sind daher die Funktionen 


%(@), u(2), (2), HK, AO 
gegeben, welche folgende Bedeutung haben: 


Bs Qxy a an — 8 an 00 O08 
na Bo AF sae Wve na ah — Mas 
0a) s=9 da 


(t)an0= fol), @anr = Alb: 
Die Bewegung wird bekannt sein, wenn 2 als Funktion von a und ¢ 
dargestellt wird. 


*) Unter ,,Gas* ist in dem folgenden (der Kiirze halber) ,,kompressible Fliissig- 
keit zu verstehen. 

**) a kann z. B. den Wert von x zur Zeit t = 0 bedeuten: es empfiehlt sich 
jedoch die Bedeutung von a unbestimmt zu lassen, denn im Falle, daB Unstetig- 
keiten auftreten, kann a nur auf einer Seite der Unstetigkeitsfliche den Anfangs- 
wert von x bedeuten. 

***) Es ist zu bemerken, daB o,(a) nur im Falle, daB a den Anfangswert von x 
bedeutet, dem Anfangswerte der Dichte @ gleich ist, aus der Definition der Dichte 


e= a 


a 


Ox 
Ca 


folgt niimlich nur fiir 7, =a die Gleichung e = @,. 
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Wir nehmen an, es entstehe aus diesem Anfangszustand und aus 
diesen Randbedingungen eine Bewegung, in welcher sich eine Unstetigkeit 
fortpflanzt: x sei nimlich eine, im allgemeinen mit allen ihren Ab- 
leitungen nach a und ¢ stetige Funktion dieser Argumente, es existiere 
jedoch in jedem Augenblicke ¢ ein gewisser Wert von a, bei welchem 


4 4 


Fi =u und aa = je einen endlichen Sprung erleiden; dieser Un- 


stetigkeitsquerschnitt pflanze sich mit stetiger Geschwindigkeit von Teilchen 
zu Teilchen fort, so dab, wenn die mit der Unstetigkeit behafteten Quer- 
schnitte durch die Gleichung 


(1) v(a,t)=0 
bestimmt sind, die ,,Fortpflanzungsgeschwindigkeit“ 


ay 
ot da 

@) ae 
da 

eine stetige Funktion von ¢ ist. 

Eine Unstetigkeit in a und ie bedeutet, wegen 

@ 

(3) = An? 
da 


eine Unstetigkeit in der Geschwindigkeit und in der Dichte. 

Wir beniitzen eine geometrische Darstellung im rechtwinkeligen 
Koordinatensystem atz (s. die Figur pg. 443): (1) ist die Gleichung einer 
Kurve fT in der atEbene, welche dieselbe in zwei Gebiete 1 und 2 teilt. 
Den Grenzwert einer Funktion ®(a, ¢) auf der Unstetigkeitslinie [ auf der 
Seite des Gebietes 1 bezeichnen wir mit ®,, auf der Seite des Gebietes 2 
in demselben Punkte mit , und beniitzen die Bezeichnung 


[>] = %, — 9. 
Ist daher ® auf der Kurve [ mit Unstetigkeit behaftet, so ist in 
jedem Punkte derselben [©] von 0 verschieden. 
Wir fragen nach den Gleichungen, welche diese unstetige Bewegung 


beherrschen, wenn wir annehmen, daB dieselbe sich entsprechend dem 
Hamiltonschen Prinzipe der stationiiren Wirkung abspielt. 


Es sei f oe U(x)dx, wo die Integration iiber das ganze Gas zu er- 
strecken ist, die gesamte potentielle Energie der auf das Gas wirkenden 
aiuBeren Krafte zur Zeit ¢, f @ w(52) dz die gesamte potentielle Energie 
der inneren Krifte. U ist eine gegebene Funktion der GréBe @ allein; 

















r 


r 
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W, die der Masseneinheit zukommende innere Energiemenge, ist im 
allgemeinen vom Deformationszustand und vom zeitlichen Verlaufe der 
Deformation abhiingig. Wir setzen voraus, das Gas sei vollkommen 
elastisch, dann wird W eine durch die physikalischen Higenschaften des 
Gases bestimmte Funktion der Dilatation o allein sein. 

Das Hamiltonsche Integral ist das Zeitintegral iiber die Differenz 
der kinetischen und potentiellen Energie des Systems: 


ra fafels —U-W} dz, 


was auf Grund von (3) als ein Doppelintegral nach a und ¢ dargestellt 
werden kann: 


) I= fates (Ge) — U@)—W Ge} aa 


Das Hamiltonsche Prinzip der stationiren Wirkung kann so for- 
muliert werden: bei der tatsichlichen Bewegung ist die bei festen Grenzen 
gebildete erste Variation von J gleich Null; x ist also derart zu bestimmen, 
daB, wenn man in J x + w&(a, ¢) an Stelle von ~ setzt, die Gleichung 


(6) Gz), _.-° 


fiir alle Werte von & erfiillt sei; hierbei bedeutet &(a,#) eine tiberall 
mit allen ihren Ableitungen stetige Funktion ihrer Argumente, welche 
die Bedingungen 
(6) § (a, 0) = (a, 1) = £0, 1) = £1, = 0 
befriedigen mu8, iibrigens ganz willkiirlich ist, wahrend mit m eine be- 
liebig kleine, von a, ¢ unabhingige GréBe bezeichnet wird. 

Wir zerlegen J in zwei additive Teile J, und J,, genommen tiber 
die entsprechenden Gebiete 1 und 2, innerhalb welcher x mit allen Ab- 
leitungen stetig ist: 


ad’ aJ, ad, 
(7) (3), 7 es (ae), 0? 
Ox dé 0U aw oé 
(8) (a) BC - fife Fit 92 da a) O04 


Mit Riicksicht auf die Stetigkeit von 2, § und ihrer Ableitungen 
innerhalb des Gebietes 1 kann dieses Flichenintegral mit Hilfe der ge- 
wohnlichen Verfahren (des Stokesschen Satzes) in die Summe eines 
Randintegrals und eines Flachenintegrals zerlegt werden; man erhalt mit 
Riicksicht auf (5): 
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®) (Fe) .a0 -f (00 (5 © + ge) §) 2 


ff ot + oe - - (00 4 = wy) § dade 


(1) 
und ebenso wird: 


(10) (Fe), —J leo @+ ae) §, dt 
~Sflo%i+ oe + 05 i ~£(e -)} Edadt. 


Soll daher (5) bei beliebigen Funktionen € erfiillt sein, so mu8 im 
Gebiete 1 und im Gebiete 2 die Gleichung: 


ata é aw 
(11) 00(53 + 3s) — 3a ( Ge) = 9 
bestehen und auf der Unstetigkeitslinie die Gleichung: 
é dw 
(12) [eo a] + [00 Ge |= 9 


Setzt man — @ | od gleich dem Drucke p, dann geht (11) in die 
gewohnliche ngteaiipinitiali Bewegungsgleichung 
atx , OU, 1 op 
Ge) a8 + Get aa? 
tiber und aus (12) erhalt man, wenn man beiderseits mit d¢ multipliziert, 


“oe Q9,dt = o,da = edz 


die Gleichung des Impulses fiir die wihrend der Zeit dt durch die 
Flacheneinheit des Unstetigkeitsquerschnittes tretende Masse: 
(14) p,dt — p,dt = (edz u), — (dru), = edx(u,—u,). 
(13) ist die Bewegungsgleichung fiir die stetigen Stellen und (14) die 
gesuchte dynamische Kompatibilitaétsbedingung fiir die StoBwellenfliche. 
Haben wir es nicht mit einer StoBwelle, sondern einer solchen sich 
fortpflanzenden Unstetigkeitsfliche zu tun, auf welcher die Beschleunigung 
oder eine Ableitung derselben unstetig wird (Welle héherer als erster 
Ordnung), dann ist (14) identisch erfiillt und die Bedingung (5) geht 
einfach in die folgende iiber: 


SS {e0(Sa + $5) — x (0 r)) Eaaat 


f Sia Gat 5.)— )— A. (e Gr)| Edaat = 0, 





cada 


st 
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woraus einfach die hydrodynamische Gleichung rechts und links der 
Unstetigkeitslinie [ folgt, und keine dynamische Bedingung fiir die Un- 


stetigkeitslinie selbst. ‘ " 
tt 


Die Kompatibilititsbedingung (12) laBt sich auch ableiten nach der 
Methode des Unabhingigkeitssatzes, mit der Herr Hilbert die Variations- 
probleme behandelt. *) 

Anstatt eine Flache x im ataz-Raume zu suchen, auf welcher das 


Integral 
dx “*) 
=f fr ( (x, aa? fa) dadt 


eine verschwindende erste Variation besitzt, werden wir die Forderung 
aufstellen, ein [p(a, t,x), q(a,t, x)|-Feld**) so zu bestimmen, daB das 
Integral: 


a) If f Pena + PEP 2) 4° ENO 29) ana 
von der Fliche «x(a, ¢) unabhiingig sei, die durch die feste Randkurve A 
(ABCD, welche x fiir die Rinder des Integrationsgebietes vorschreibt) 

Ox Ox 
gelegt werden kann; hel ek a 
werden dann die gesuchte ,,stationiare“ 
Flache bestimmen. 

Wir nehmen an, p und g seien 
dieser Forderung entsprechend be- 
stimmt, so folgt, daB p und q end- 
liche Spriinge erleiden, wenn a und ¢ 
auf der durch die Gleichung (1) 
dargestellten Kurve [ liegen — 


namlich auf der Kurve [ ce wad 2 
a 5 


unstetig werden, so mu dasselbe 
fiir das pq-Feld gelten). 

I sei die stationire Fliache: 
wir legen durch die Kurve [ einen 
Zylinder, dessen Erzeugende vertikal , 
sind und welcher die Fliche J in 














*) Hilbert, Mathematische Probleme, Archiv fiir Math. und Phys. (3) 1 
Rapports du Congets International des Mathématiciens, Paris 1900; Encykl. der math, 
Wiss. II1, 8a. 

**) Die hier voriibergehend beniitzte GréBe p ist nicht mit dem Drucke p zu 
verwechseln. 
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der Kurve [’ schneidet; [ zerteilt I in zwei Stiicke J, und J,; IJ sei 
eine beliebige von J verschiedene Vergleichsflache, die ebenfalls durch die 
Randkurve A geht. Durch f’ legen wir eine beliebige Fliche 6, welche 
IT in die Teile J und II® teilt. Wegen der Unabhingigkeit des Inte- 
grals J von der Integrationsfliiche erhalt man: 


(16) Jr, 4 Ji, = dz + Jie. 


J ist ebenso von der durch die Randkurven AEFB und EDCF 
gelegten Integrationsfliche unabhingig; also ist mit einer leicht zu inter- 
pretierenden Bezeichnung: 





Ji, = Jum + {J} 
7 1 o 
(17) bees + (J,}®, 
also: 
(J,}® + [J,} = 0 
oder 
OF /( 02) , oF CE 
(18) Sf({r+3Z¢ op (P é 3a) + Gq 0q (a—-§)} 


{+55 (° G2) + F5(0—Z) |) aat—0. 
6 bedeutet das Integrationsgebiet, welches sich durch Projektion des 
Flaichenstiickes 6 auf die at-Ebene ergibt. 

IT ist eine beliebige Flache, ebenso die Fliche 6; es muB daher der 
Integrand in (18) fiir alle endlichen Werte von a und a verschwinden; 
es ist also in beliebiger Nahe der Kurve [’ mit Ausnahme des Zylin- 
ders [T’: 


(19) [F+ Gp (P— 5a) +3 (1- Dl am (F+55 e-33) +5 (0-F))_ 
also: 





(F+p oy tage} = (F+e +09)” 
(20) (Ge i (2 (2) 
oer 
Das bedeutet, daB die GréBen F+p 49°F OF 2F vechts 


6q’ dp’ o 
und links vom Zylinder II’ stetig sind. tiie 


Um die Kompatibilititsbedingungen zu erhalten, miissen wir den 
ane * TF selbst untersuchen; zu diesem ie dividieren wir (19) 
durch ss und gehen zur Grenze tiber, so dap S* 
riicksichtigen wir, daB auf der Kurve I’ 


=o, of = 00 wird; be- 
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ox 


dt da 
"Ear 
ae 
. . - OF OF : 
und daB andererseits daselbst die GréBen p, gq, F, tp’ Ve endlich 


bleiben, so erhalt man: 


oF OF oF oF 
G5),- (5),- 8 ((3¢),- (5),) 0. 
In unserem Falle ist: 
oF qw OF _ CE 
TT qa? oq 00 Ft 
wegen 
Ox CE 
o= da’? = Ot’ 
und man erhilt also auf diesem Wege ebenfalls die Gleichung (12). 


* * 
* 


Diese Resultate lassen sich auf den allgemeinen Fall der dreidimen- 
sionalen Bewegung eines elastischen Kérpers iibertragen. 

Es seien 2, y, 2 die Koordinaten eines durch die Parameter a, }, c 
charakterisierten Massenpunktes zur Zeit ¢. Der Anfangszustand (a, y, 2, 


or =u, oY =», Saw und die Dichte 9 zur Zeit ¢ = 0 als Funktionen 


von a, b, c) ist gegeben; dann ist die Bewegung vollstindig beschrieben, 
wenn man 2, y, 2 als Funktionen von a, b, c, ¢ darstellt: die Dichte @ 
ist nimlich durch die Gleichung 


| Be Bax Be 
| da 0b @e 
Q * dy dy oy 
(21) w= lie |e 
las Oz Oz 
\da 0b de 
definiert. 


Es sei auBer dem Anfangszustande auch die Fliche vorgeschrieben, 
welche zu jeder Zeit ¢ die Oberfliche des Kérpers bilden mu8; wir nehmen 
an, daB die Teilchen, welche zur Zeit t= 0 auf der Oberfliche sich be- 
fanden, auch im weiteren Verlaufe der Bewegung auf der Oberfliche 
bleiben: ist die Bewegung der Oberfliiche vorgeschrieben, dann muB fir 


O(a, b, c) = 0 
(22) F(a, y, 4, t) =0 
bestehen. 


*) @, bedeutet wieder nicht immer den Wert von g zur Zeit t = 0. 
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Wir nehmen wieder an, es entstehe aus den gegebenen Anfangs- und 
Oberfliichenbedingungen eine Bewegung, in welcher die Ableitungen von 
x, y, 2 auf einer sich mit der Zeit stetig veriindernden Fliche endliche 
Spriinge erleiden, wihrend sonst iiberall 2, y, z mit allen Ableitungen 
stetig sind. Die Gleichung der Unstetigkeitsfliche sei 


(23) ¥ (a, b, ¢, t) = 0 
und die ,,Fortpflanzungsgeschwindigkeit* © der Unstetigkeit: 


ow 
(24) tS) =- aes 3 


é dw? (avy? 

V Gee) + (as) + Ge) 

sei eine stetige Funktion von ¢ und z. B. a und b. 
Das Hamiltonsche Integral hat die Form: 


(25) r= farf ffolE( y+ 64)'+ (Y) — v—w} aeayae. 


U, eine gegebene Funktion von 2, y, 2, ist die der Volumeneinheit 
zukommende potentielle Energie der aiuBeren Krifte zur Zeit ¢, W ist die 
winnere Energiedichte“; sehen wir von der Ziahigkeit des Mediums ab, so 
wird W wieder nur vom augenblicklichen Deformationszustande abhingig 
sein; bezeichnen wir zur Abkiirzung partielle Differentialquotienten durch 


untere Indizes, so wird W in erster Annaherung eine Funktion der neun 
GréBen: 





Day Ly, Le, Ya» >» Ye &q) 2s) 4, 


sein. Im Falle einer kompressiblen Fliissigkeit wird W eine Funktion 
von @ allein sein. Die Integration in (25) ist auf das ganze Gas zu er- 
strecken. Auf Grund von (21) kann J als ein vierfaches Integral nach 
a, b, c, t dargestellt werden: 


(26) 1 fae f fo {2 @ttyste u-w| dadbdc. 


(a, oc) $0 


Nach dem Hamiltonschen Prinzip mu8 bei der tatsichlichen Be- 
wegung die erste Variation dieses Integrals verschwinden, wenn man 
2, y, # so variiert, daB ihre Werte fiir ¢= 0 und ¢ = 1 unverindert bleiben 
und fiir O(a, b,c) = 0 die Gleichung (22) erfillt bleibe. 

Wir nehmen an, 2, y, 2, welche die tatsiichliche Bewegung darstellen, 
seien die den Anfangs- und Randbedingungen entsprechenden, auf der 
Flache (23) in ihren Ableitungen unstetigen Funktionen. 
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Wir bilden das Integral: 


(27) I*= 1—f fre, b, ¢, t) F(a, y, 2, t) df, 


(a, , ec) = 0 


wo A eine willkirliche Funktion seiner Argumente, df ein Flichenelement 
der Fliche ® = 0 bedeutet. 
Setzt man in J* an Stelle von 2, y, 2 die Funktionen 


z+ pé(a,b,¢,t), yt+un(a,be¢t), 2+ f(a, b,¢,t), 


wo & 7, € mit allen Ableitungen stetige Funktionen ihrer Argumente be- 
deuten, welche die Bedingungen: 


§ (a, b, ¢, 0) = & (a, b, ¢, 1) = 9 (@, b, c, 0) = n(a, b, ¢, 1) 
= €(a, b, c, 0) = &(a, b, ¢, 1) 
und fir @ = 0: 
F(a+ ws y+un, 2+ us, t)=0 


befriedigen, so muB (F),- 


den, wenn w einen von a, b,c,¢ unabhingigen Parameter bedeutet. 

oa kann entsprechend den Gebieten 1 und 2, in welche die vier- 
dimensionale Fliche (23) das ganze Integrationsgebiet teilt, in zwei ad- 
ditive Teile zerlegt werden, welche mit Riicksicht auf die Stetigkeit von 
x, y, 2 und ihrer Ableitungen innerhalb der Gebiete 1 und 2 nach dem 
Greenschen Satze behandelt werden kénnen. Man erhilt so fiir das 


Innere der Gebiete 1 und 2 die Gleichungen: 


Qo Gr + U,) ~ Fa (e0 W..) a i (0 W.,) ~ Ge (eo W..) = 


é é 
r) 
2° a 3 
(28) } e (5+ %) — 5a : 


, bei allen diesen Werten von &, 7, € verschwin- 


F) 
(¢ W,,) a 5 (¢0 Wy.) ~ Oe (¢0 1) 0 
oo (5 + U,) — F (c0W.,) — $5 (00%.,) — ae (00M,) = 93 


fiir die Oberfliche (a,b,c) 0 des Kérpers, wenn @’, f’, y’ die Rich- 
tungskosinus der Normalen der Oberfliche im Punkte 2, y, 2 bedeuten: 


(¢ W..,) a’ + (0 W.,) B+ (¢ W..) y =ia’, 
(29) (¢ W,,) ae’ + (¢ W,,) B+ (¢ W,.) y = 46, 
(00W.,) «+ (eoW.,) B+ (00W..) 2 = a7; 


endlich fir die Unstetigkeitsfliche »—0, wenn a, B, y die Richtungs- 
kosinus ihrer Normalen im Punkte a, b, c bedeuten: 
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Oe0[ Ze] + «[oM.,] + B[eoW] + 7[e0W.,] =o 
(30) © ¢0[ 5%] + «[eoW,,] + B[eoW,,| + 7[ eo, | 0 
@¢0[ 57] + «[eoW,,] + B[eoW,,] +7 [e0W,,] —0. 
Fiihrt man die Spannungskomponenten 
X,, Y,,Z, Y¥,=%, Z,=X,, X,=Y, 
auf Grund der Beziehungen: 
2=— 00 W,,, X,=— 00 W.,=— 00 Wy, X= — 00 Ws, = — OW, 


(31) ¥,~—oW,, ? Y¥,=—0W,,-—oW,, 
Z,= 4 Q% W, *) 


ein, dann gehen die Gleichungen (28) in die gewéhnlichen Bewegungs- 
gleichungen der elastischen Medien iiber; (29) spricht aus, daB bei 
vorgeschriebener Form der Oberfliiche der resultierende Druck immer senk- 
recht zu derselben ist (A ist der Betrag desselben), endlich gehen die Glei- 
chungen (30) in die Impulsgleichungen fiir die drei Achsen 2, y, ¢ iiber, 
wenn man wieder beiderseits mit d¢ multipliziert. 

Im Falle der Hydrodynamik ist W eine Funktion der Dilatation @ 
allein; waihlt man den augenblicklichen Zustand des Gebietes 1 als Anfangs- 
zustand (setzt x, y, 2 zur Zeit ¢ gleich resp. mit a, b, c), und setzt 


aw 
“G7, ~“P> 


dann gehen die Gleichungen (28) in die Bewegungsgleichungen in 
Eulerscher Form fiir das Gebiet 1 itiber, (29) ist identisch erfillt und 
aus (30) erhalt man die Impulsgleichungen durch folgende Uberlegung: 
Erleiden die ersten Ableitungen der Funktion x(a, b, c, ¢) auf einer stetig- 
differenzierbaren Flache endliche Spriinge, dann sind die Spriinge dieser 
Ableitungen mit den Richtungskosinus «, 8, y dieser Fliche und mit 
— © proportional:**) 


[7] =Aa, [%]=AB, [xe] =—Ay, [a J=—AO, 


(31) [y.J=Me, [y]=—MB, [y.]J=My, [yJ=— MO, 
[z,)=Ne, [4]=N6, [¢.]=Ny, [ze] =— NO. 


*) W ist eine Funktion von 2, ¥, 2, 2+ Yas e+ Za, Yot %- 
*) Hadamard, Lecons p. 81 und ff., 97 und ff. (Conditions identiques et con- 
ditions de compatibilité cinématique.) 
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Mit Riicksicht darauf, da® der augenblickliche Zustand des Gebietes 1 
als Anfangszustand gewihlt wurde, kann leicht bewiesen werden, dab: 


[zoe [We] «+ [Wa] 8+ [We] 7 
ete. 


so da® die Bedingungen (30) in folgende itibergehen: 


0,0, [4] = [pJa,*) 
(32) 8, e,[¢] = (28, 
0, ey [eo] — [p] Y» 


also in die Impulsgleichungen fiir die dreidimensionale Bewegung. 

Vertauscht man die Rolle der Gebiete 1 und 2, so erhilt man aus 
(28) die Eulerschen Gleichungen fiir das Gebiet 2 und in (32) wird 0,0, 
durch 0,9, ersetzt; aus der Kontinuitiitsgleichung folgt aber mit Riicksicht 
auf die Gleichungen (31) 

0,9; = 9:9, 

so daB man wieder dasselbe System (32) erhiilt. 

Ist nicht nur die Form der Oberfliche, sondern — wie es bei der Be- 
handlung der Schwingungen elastischer fester Kérper gewdhnlich ge- 
schieht — die Bewegung jedes oberflichlichen Massenpunktes vorge- 
schrieben, dann ist das Problem noch einfacher: J wird ein Integral, if 
welches mit iiberall festen Grenzen zu variieren ist (& 4, € sind bei be- 
liebigen Werten von ¢ fiir ®(a, b,c) = 0 auch Null), und die Bedingungen 
(29) fallen einfach weg. Die Resultate fiir das Innere des Kérpers und 
fiir die Unstetigkeitsfliche bleiben unverindert. 

Ist die Unstetigkeit héherer als erster Ordnung in «, y, z (sind die 
ersten Ableitungen von 2, y, 2 stetig), so ist die Impulsgleichung immer 
identisch erfillt und das Hamiltonsche Prinzip fordert die Erfillung der 
Bewegungsgleichungen nur rechts und links von der Unstetigkeitsflaiche, 
auf der Fliaiche selbst jedoch nicht. 


Paris, April 1905. 


*) ©, bedeutet die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bei der vorliegenden speziellen 
Wahl des Anfangszustandes. 
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Beweis eines Lemmas der Variationsrechnung. 
Von 


Max Mason in New Haven. 


Wird die erste Variation des Doppelintegrals 


ey Qz 02 oz 
Sfrey *> Ja’ by?” Tn) dedy 


nach der Du Bois-Reymondschen Manier umgeformt, und werden dabei 
Variationen € in Betracht gezogen, die nur innerhalb eines Rechtecks R 
mit den Seiten 

t=@, &=—@, y=), y=6 
von Null verschieden sind, so stellt sich eine Gleichung heraus, von der 
Form: 


Ss «@ 
o2m< 
(1) f [Pe 9) 25, dady =o. 
‘ Je oa” Oy 


Diese Bedingungsgleichung fiir die Funktion P soll fiir alle erlaubten 
Variationen Geltung haben, d. h. fiir alle Funktionen £, welche folgende 
Eigenschaften besitzen: 


Im Rechtecke R einschlieBlich der Seiten existieren 
gitk 
c, wer (t,k=0,1,-.-, m) 

und sind daselbst stetige Funktionen. 

Fir z =a sowie fiir z = a verschwinden 
ag 
aa* 
identisch fiir alle Werte von y; fiir y= 6 und fiir y= verschwinden 


oe (k=1,2,---,m—1) 


ok 
. i (k=1,2,---,m—1) 
Cy 
identisch fiir alle Werte von z. 
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Es gilt dann folgender Satz: 

Ist P(x, y) eine im Rechtecke R einschlieBlich der Seiten stetige Funk- 
tion, und besteht die Gleichung (1) fiir alle erlaubten Variationen €, so hat 
P(«, y) die Gestalt 

m—1 
(2) P(x, y) = SY. +4 X,@), 


k=0 


wo X,, Y, stetige Funktionen sind. 

Fiir den Fall m = 3 hat Herr Hilbert in seiner Abhandlung*) iiber 
das Dirichletsche Prinzip einen Beweis dieses Satzes gegeben. Der 
folgende Beweis kniipft enger an diejenige Methode an, nach welcher 
Du Bois-Reymond den entsprechenden Satz fiir eine Dimension be- 
wiesen hat**). 

Durch teilweise Integration, unter Beriicksichtigung der Grenzbe- 
dingungen fiir ¢, folgt direkt, daB die Gleichung (2) hinreichend ist, 
damit (1) besteht. Es gilt also, zugleich mit (1), die Gleichung 


m—1 
off P(x, y) ae Y,y +y'X,@) . rae dx dy =0 


fiir jede erlaubte Variation ¢ und fir alle stetigen Funktionen X,(zx), Y,(y). 

Bilden wir nun der Reihe nach folgende Funktionen, indem wir bei 
jedem Schritte eine Funktion aufstellen, welche derjenigen der Grenz- 
bedingungen fiir € geniigt, die von den vorhergehenden Funktionen der 
Reihe befriedigt werden, und auBerdem einer weiteren Bedingung. Die 
erste Funktion befriedigt alle Bedingungen, die sich auf die Linien x =a, 
y = 6 beziehen: 


y « 
foo(y) =f, [ Pa, y) dam ay, 
(m) (m) 
(@—aym 


fo(%, ¥) = foo (2; y)— aa foo(@, y), 


fi(% 9) =fo(@ y) — 2 yn i B), 





*) Festschrift ,,Uber das Dirichletsche Prinzip“, Abhandlungen der K. Géttinger 
Gelehrtengesellschaft, Berlin 1901. Abgedruckt in Mathematische Annalen, Bd. 59 
(1904), p. 161, 

**) Mathematische Annalen, Bd. 15 (1879), p. 300. Siehe besonders auch Zermelo, 
Mathematische Annalen, Bd. 58, p. 558, wo, im Falle der einfachen Integrale, die 
Du Bois-Reymondsche Methode in tihnlicher Weise wie hier vollstindig durchgefiihrt ist. 
29* 
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) E atest — Of, »¥)) 
far (2, ¥) = fr (@, y) — © ae - f “ie bee ? 





: (@—a)"(@—a«)™—* Ps... »m—1(@, Y) 
fn,m—1(% 9) = fn—1,m—1(%) 9) — (m— 1)! (e — a)” [ er "| 


Cam-t 


(m— 1)! (B—b)” oy") 
Man sieht sofort, da8 die Funktion 
(4) &(a, ¥) = fn,m(2, Y) 


eine erlaubte Variation ist; und ferner, daB 


: n —aa 7” m—i fe ‘ 
Fam (2 Y) =F a1 (a, y) — (y—b)" (y¥—B)"—* FO™—" Fin m—1 "| 


m—1 


(5) “eae = Pla, ¥) — >) («Kw +¥ Xo), 
k=0 


wo X,(x), Y,(y) gewisse stetige Funktionen sind. 

Nun gilt die Gleichung (3) fiir jede erlaubte Variation € und fiir alle 
stetigen Funktionen X,, Y, von « bezw. y allein. Setzen wir dann in (3) 
die durch die Gleichungen (4), (5) definierten Funktionen £, X,, Y,, ein, 
so folgt 


fed @ 

. m—1 2 
[[ {re y) — —-_e ry) + y' X, xo) dady=0, 
% a 


also gilt in der Tat die Gleichung (2) und der Satz ist bewiesen. 
Der obige Beweis liBt sich ohne weitere: auf mehrere Dimensionen 
ausdehnen. 


New Haven, Connecticut, den 12. Mai 1905. 
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Die partiellen Differentialgleichungen des Valentinerproblems.*) 
(Ein Beitrag zur Auflésung der Gleichungen 6%" Grades.) 


Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die Gruppe von 
360 terniren Kollineationen, welche von Hrn. Valentiner entdeckt 
wurde**) und deren invariante Formen sodann von Hrn. Wiman auf- 
gestellt wurden***). Es sind dies drei Formen beziehungsweise vom 
6", 12%" und 30%" Grade, die ich in der Folge f, g, » nenne, und ihre 
Funktionaldeterminante R; alle anderen invarianten Formen der 2,, 22, 2, 
sind ganze Funktionen dieser vier Fundamentalformen, insbesondere ist R? 
eine ganze Funktion von f, », y allein. Indem ich mit ¢, die numerische 
Irrationalitit bezeichne: 


¢4= rs (3 V¥3-V-— 5), 


12 





setze ich 


(1) v=, ae w = 6¢,° Ps . 


Die Berechnung der x, : 2:2; aus gegebenen Werten der v, w bezeichne 
ich als Valentinerproblem. Hr. Lachtin hat sich bereits mit den par- 
tiellen Differentialgleichungen beschiftigt, denen die GréBen 


(2) = WF % = oF 5 = ry 


als Funktionen der v, w geniigen, ohne indes die Zahlenkoeffizienten der 
in diesen Differentialgleichungen vorkommenden Potenzen von v, w zu 


*) Vergl. meinen Vortrag Uber die Gleichungen 6. Grades“ in den ,,Verhand- 
lungen des 3. Internationalen Mathematiker-Kongresses zu Heidelberg: (pg. 140—143). 
**) De endelige Transformations-Gruppers Theort (1889) in den Abhandlungen bi 
der Dinischen Akademie, Serie 5, Bd. 6. 
*) Uber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Kollineationen (1895), diese 
Annalen, Bd. 47. 
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berechnen*). Die explizite Herstellung dieser Differentialgleichungen mit 
den Mitteln der Invariantentheorie ist das Ziel der nachfolgenden Arbeit. 
Dureh das somit erreichte Resultat ist die Méglichkeit gegeben, die 
GréBen y, nach Potenzen der v, w in Reihen zu entwickeln und also das 
Valentinerproblem tatsiichlich zu lésen. 

Ich habe mich mit den langen Rechnungen, welche fiir den angegebenen 
Zweck nétig sind, im Hinblick auf die grundlegenden Ideen tiber Auf- 
lisung der Gleichungen sechsten Grades beschiaftigt, die Hr. Klein 1899 
in den Rendiconti dei Lincei angegeben hat**) und neuerdings in einem an 
Hrn. Hensel gerichteten Briefe, der in diesen Annalen, Bd. 61, Seite 50—71, 
abgedruckt ist, ausfiihrlicher erliiutert***). Es war von vornherein klar, da8 
man versuchen miisse, die Auflisung der Gleichungen 6“ Grades genau so 
auf das Valentinerproblem zuriickzufiihren, wie die Auflisung der Glei- 
chungen 5'*" Grades auf das Ikosaederproblem. Die Frage war nur, ob fir 
diesen Zweck niedere accessorische Irrationalititen ausreichen michten. Dies 
ist nach Hrn. Klein in der Tat der Fall; man benutzt keine anderen Irratio- 
nalitaten als Quadratwurzeln und Kubikwurzeln. Die Zuriickfiihrung der 
Gleichungen sechsten Grades auf das Valentinerproblem ist also durch- 
aus praktikabel und Untersuchungen iiber die Auflésung des Valentiner- 
problems sind ohne weiteres Beitriige zur Auflisung der Gleichungen 
sechsten Grades. 

Hr. Wiman hat bereits bemerkt (1. ¢.), daB beim Studium der 
Valentinergruppe zwei Systeme von sechs Kegelschnitten, die bei den 360 
Kollineationen der Gruppe je 360 Vertauschungen erleiden, eine wesent- 
liche Rolle spielen. Ich werde zwei Kegelschnitte, oder vielmehr die ihnen 
korrespondierenden quadratischen terniiren Formen 4A und B konjugiert 
nennen, wenn die Determinante von 24+ uB gleich ist 4°+ 4°. Man 
erhilt das einzelne bei der Valentinergruppe in Betracht kommende System 
von sechs Kegelschnitten in allgemeinster Weise, wenn man solche sechs 
Kegelschnitte sucht, die in dem angegebenen Sinne paarweise konjugiert 
sind. Mit dieser Aufgabe hat sich Hr. Gerbaldi, ohne damals ihre Be- 
ziehung zu einer endlichen Gruppe ternirer Kollineationen auch nur zu 
vermuten, bereits 1882 beschiftigt+) und hat damn in der Folge von 


*) Die Differentialresolvente einer algebraischen Gleichung sechsten Grades all- 
gemeiner Art (1902), diese Annalen, Bd. 56, ef. insbesondere pag. 459; vorher russisch 
im 22*" Bande der Moskauer Mathematischen Sammlung, 1901. 

**) Sulla risoluzione delle equazioni di sesto grado (estratto di una lettera al 
sig. Castelnuovo) (Sitzung vom 9. April 1899), Rendiconti, vol. VIII, 1° semestre. 

**) Uber die Auflisung der Gleichungen sechsten Grades (Mirz 1905), Journal 
fiir reine und angewandte Mathematik, Bd. 129. 
+) Sui gruppi di sei coniche in involuzione, Atti di Torino, vol. 17, p. 358—371. 
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diesem Ausgangspunkte aus eingehende Untersuchungen tiber die Resolven- 
ten des Valentinerproblems angestellt*). 
Auch ich gehe im folgenden von der Betrachtung solcher sechs 
Kegelschnitte ‘ 
. K,, K,,---, K, 


aus. Indem ich die zugehérigen terniiren quadratischen Formen der Kiirze 
halber ebenfalls mit den Buchstaben K bezeichne, finde ich, in genauer 
Ubereinstimmung mit Gerbaldi, daB man schreiben darf: 


= xy" + jatg? + jx", 
x? + jx? + jas’, 
= 19(a,? + a? + 5°) + VB - r( ayy + Hy, + 24%), 
K, = r? (2,2 + a2 + 2,2) + VB + 1 (aq — 45%, — 1,29), 
K, = r°(a,? + 25° + 2%) + V3 - r(— ayy + 252, — 2,25), 
Ky = 17(@,? + 24 + 45”) + V3 + 1(— X_g%y — XX, + 1, %,), 
unter j und y die folgenden numerischen Irrationalititen verstanden: 
2in 
j=e®, 4r—=—Y34+Y—5. 

Die K sind (gemaé8 unserer Definition des Konjugiertseins) vorstehend 
so normiert, da8 ihre Determinanten gleich 1 sind. Sie sind also nur 
bis auf eine beliebig als Faktor vorzusetzende dritte Einheitswurzel be- 
stimmt. In der Tat ist bekannt (Wiman), daB die Valentinergruppe, in 
homogenen Substitutionen der 2,, x, 2, geschrieben, mindestens aus 3-360 
Substitutionen besteht und der identischen Kollineation entsprechend dann 
die drei Substitutionen enthiilt: 


ky 
K; 
K; 


(3) 


\ 





(4) x, =j- dy, Sy = j"> Zp, Ly = j"- is (vy = 1, 2, 3). 
So werden also nicht die Formen K selbst, sondern nur thre dritten Potenzen 
bei den Valentinersubstitutionen glatt vertauscht. Im iibrigen bleiben die 
Formen K selbstverstiindlich bei der Substitution 
(5) ty’ = — I, Ly =— ty, Be=—— dy 
ungeiindert. Indem ich also in der Folge die (homogene) Valentiner- 
gruppe durch die 360 geraden Vertauschungen der Formen K® definiere, 
enthalt dieselbe nicht 3-360 sondern 

6 - 360 = 2160 
Substitutionen. Dieselben besitzen zur Hilfte die Determinante + 1, zur 
Hiilfte die Determinante — 1. 


*) Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piune, Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo, bis jetzt 4 Teile: Teil 1, Bd. XII (1898); Teil 2, Bd. XIII (1899); 
Teil 3, Bd. XIV (1900); Teil 4, Bd. XVI (1902). 


30* 
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Inu Ubereinstimmung mit den genannten Untersuchungen von Wiman 
erweisen sich alle Formen der 2,, 2%,,%,, welche sich bei der priazisierten 
homogenen Substitutionsgruppe nicht andern (und die ich allgemein mit 
dem Buchstaben ® benenne), als ganze Funktionen dreier Formen vom 
Grade 6, 12 und 30: 


f, P, ¥- 
Ich definiere, von Wiman in den Zahlenfaktoren abweichend: 
| f= ay =af,---= ZK, 
(6) P=Pr =--- =(aa,a,)° afay', as, 
Y= =--- =p agi x)Pasat, gr prt. 
Die bei Wiman gleichfalls auftretende Funktionaldeterminante 
R=(f9@¥) 


ist selbst keine ®, weil sie bei der Operation (5) ihr Vorzeichen dndert, 
wohl aber ihr Quadrat, das bereits Wiman als eine ganze Funktion der 
f, », v dargestellt hat. 

Meine fernere Methode besteht nun darin, daf ich das Formensystem 
der Form f im allgemeinen Sinne der Invariantentheorie untersuche, 4d. h. 
unter Heranziehung nicht nur der Kovarianten (auf deren Betrachtung 
sich Hr. Wiman durchweg beschriinkt), sondern auch der Zwischenformen. 
Eine Bezugnahme auf die Theorie der allgemeinen ternéren Formen 
sechsten Grades, deren Formensystem uniibersehbar ist, bleibt dabei aus- 
geschlossen; vielmehr benutze ich von vornherein besondere Eigenschaften 
der Form sechsten Grades f und beschriinke mich auch bei ihr auf die 
Aufstellung von Teilsystemen. Diese sind zweierlei Art: 

1) der Teil des Systems, welcher von den terniiren kubischen Formen 
tibernommen ist, 

2) die Formen, welche durch Faltung aus dem symbolischen Produkte 

y = (aa, a;)* af a, as, 
entstehen, und ihre Uberschiebungen. 

Ubrigens benutze ich bei der Untersuchung vielfach auch diejenige 
Untergruppe der Valentinergruppe, welche ein einzelnes K*, z. B. K,°, 
unverandert laBt. Es ist dies eine terniire Ikosaedergruppe, welche in 
Anbetracht der in ihr auftretenden Substitutionen (4) und (5) 6-60 =360 
Substitutionen enthilt. Diejenigen Formen der 2x,, x,, 2,, welche bei ihr 
ungeiindert bleiben, nenne ich P; dieselben lassen sich als ganze Funk- 
tionen von X,* und den ® darstellen. 

Mein Resultat ist in den folgenden Formeln enthalten. Man setze: 


(7) 4r=—V3+V—5, 4s=—y3-y-5, 


oe 6 hav a *¥— S$"  ¥—5 4. aah 
VTE” oy OVE+) 5), = 3 aan (3V3 V 5); 
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Differentialgleichungen des Valentinerproblems. 
(8) v=af-*p, w=6e'f-°y, § = 30sf-'K,® 

und fiihre ferner der Abkiirzung halber ein: 

a, =3 —v+2v2; dy =3—v—2v*; a, = 3 —6v + v? + 20°; 
(9) Az, = 9 — 12v + 25v? — 60°; a, = 9 — 1lv + 20°; 

| = — 9 + 30v — 430? + 60°; ay, = 27 — T2v + 39v? — 100’; 
a, =9+ 6v — 110? + 120%. 





by, = W — Ay; dy = GoW — Age; 
bs, = — 6w*? + 36(1—v)w + ay, a5, — 54(1—v)?; 
Dyy = SggW — Ags; 


(10) {gg = 3? — 9(1—v)w + aggv;  Dgy = 55043; 


Dig = — Gow? + Daggw — Ay, Ags; 
by, = 3(3—v) w? — (agg + 3ag¥)w + Mg, yy 0; Ogg = Ay5,493 
b =—18w* +108(1—v)w?+3 (ay, a5, —54(1—v)?—4a,, v) w + a, 455; 


Cy = O13 yg = Dg + 18 QO; Cg = Big + 12Gb, + 108 9°b,,; 


12 2 36 
Coy = Dy, — il Dit} Cog = Dy + Bq by, — 55 Oe — li q 433 
, 2 24 216 
Caz = dyy + 12 qby. + 18q7b,, — 11 bis — iy W243 q°ba13 


C5, = ds, + 6g, bg, + 369,045 
(11) 2 G39 = Bg. + Bqdgy + 6G, beg + 189q, by, + 64h, + 108 ¢qz 4,5 
C33 = Dgs + 36 qdgq + 54q7b5, + 18q,b.5 + 21699, boo + 324.97q, bey 
+ 18qybyg + 216 qqobyy + 19449? Gobi, — 59 53 
29. 45 
2 
G2 = — 159 + 3700 — 65v°. 


- 

29 

45g = — 21 + 50; 

29 - 45 
2 


q, = — 273 + 90; 





Wir erhalten dann erstlich fiir die Resolvente der §, (die schon Hr. Gerbaldi 
berechnet hat): 


x®—30s2°+ 15(22s°+ V3sv)at 

+5 (—(80s+7773)+373(8V3s+7)») a 

TI(e—£,)= +? (—(68V3r + 203)—6V3(16r—373)v+ 3(4V3r—1)o%) 2° 
+ 4 (T2V3w—110r—207 V3+2VB(LOV3r+-127)e—120s"r*) « 
+5Y—5r(2V3se+1) 
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und ferner fiir die in Formel (2) definierten GréBen y: 


1 1 1 


¥% =f Sa) ¥, =f 8 a, v3 =f Sx, 


dic folgenden partiellen Differentialgleichungen: 


Oty (5 11 oy 25 145 \ Cy 5 

b owt (> "43— = ts) av + ( a 4s —~ yp Css) du 24 184) 
o*y 11 oy . 29 oy e.+ 

ba = (—veie+ 5 C2) 52 + (- q Mart 5 ¢s2) Dw + 19 (12) 
Oty e 11 \ éy ‘ 29 oy 1 

b —_— Ue (5 VC — 95 cx) ae + ( 3Wey ome ¢s1) de 10 14> 


In den ersten drei Kapiteln werden die Eigenschaften der Invarianten 
erdértert, deren wir im folgenden bediirfen. Dies sind (1'* Kapitel) der 
Q-ProzeB, die Polaren und Uberschiebungen von Potenzen von Formen, 
dann (2“* Kapitel) die wichtigsten Formeln im System der kubischen 
terniren Formen und ihre Ubernahme (3'* Kapitel) in die terniren Formen 
6% Grades. Die aus dem System von f=a, iibernommenen Formen 
bilden einen Teil des Systems von / = a,’. 

Die niachsten drei Kapitel beschiiftigen sich mit den konjugierten 
Kegelschnitten K,, - - -, K,. 

Es werden (4** Kapitel) ihre Normalformen bestimmt, sodann (5** 
Kapitel) die Operationen des 1°" Kapitels darauf angewendet und schlieB- 
lich (6° Kapitel) die Werte der K und von f = 2° fiir spezielle Punkte 
berechnet. 

Hierauf wenden wir uns zu den Kollineationen. Die Valentinergruppe 
der 2 laBt die Formen © unveriindert und ihre Untergruppe der 7’ die 
Formen P (7 Kapitel). Die ® sind spezielle P. 

Im 8%" Kapitel werden die beiden Siitze bewiesen: 

1. Die ® sind ganze Funktionen von f, 9, y. 
2. Die P sind ganze Funktionen von f, g, y, K,*. 

Die konjugierten Kegelschnitte K sind linear voneinander unabhingig; 
jeder Kegelschnitt der Ebene ist als ein Aggregat: 


G=¢K,+64K,+---+¢K, 


ausdriickbar. Die Determinante von G ist eine kubische Funktion der 
Koeffizienten c,. 

Diese Funktion wird im 9°" Kapitel aufgestellt, und aus ihr werden 
im 10'* Kapitel die Werte der Uberschiebungen 


GM GAS 6A» 


als Funktionen der K berechnet. 
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Die Form 

f= ZK* 

ist keine allgemeine Form 6" Grades, zwischen ihren Kovarianten be- 
stehen (11° Kapitel) Beziehungen. 

Als Anwendung des Wimanschen Satzes werden im 12‘” Kapitel eine 
Anzahl ® als ganze Funktionen von f, o, y ausgedriickt. 

Die drei ersten Polaren von @ (13'* Kapitel) 


Pu, Py» Py 
und die beiden ersten Polaren von yw (14** Kapitel) 


Wy, Uy 
sind auf tibernommene Formen reduzibel. 
Infolge des Wimanschen Satzes sind die absoluten Kovarianten von /, 


von der Gestalt 4 ganze Funktionen der Valentinerparameter; im 15%" 


Kapitel werden mehrere solche Quotienten so ausgedriickt. 
In den letzten Kapiteln werden die Endformeln entwickelt, naimlich 
im 17%" Kapitel die Gleichung mit den Wurzein K* und im 18" die par- 


tiellen Differentialgleichungen mit den Partikularlésungen i 


I. Kapitel. 
Allgemeine Hilfsformeln aus der terniiren Invariantentheorie. 
I, $1. 
Der Q-ProzeB ist durch die Formel 


- in as 
Ly = atk iia 3, an 
gegeben. Wenden wir ihn auf 
uw ound gpu=arurue 

an, so erhalten wir die Formeln 

Qu ==n(n+2)ur-?; Qu, =3; Qu = 8u,, 

Qpur = wg + p(m+-n+p+2)pur-', 

Qam ue = p(m+p+2)amur—'. 

I, § 2. 
Aus den Formeln 
Qp = 0; an(axry)"-*(azy = 0 


folgt 


am(axy)"~°-(azyet! = 0. 
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Beweis. 

ama, (axy)"-*(azy)® = 0, 
man—a,(azy)"-€(azy + (n—)ar(aay)'-¢-(aey e+! = 0, 
az~ta,(aay)¢(azy)t + (n—0) a2", (aay) uae) (azy)t = 0, 
an—ta,(axy)'-¢(wey)-+(n—9)a2-acy)'€-"(azy)®(a,(axy)—a,(azy))—0, 
(n—o+1)a™—1a,(axry)"~°(azy)? — (n—@)a™(axy)"—°-'(azyet! = 0. 
Aus der zweiten und dritten Zeile folgt: 

(m-+-n—o+1) (n—e)a™(axy)"-°-'(aeye*! = 0. 


Aus den Formeln 

Qp=0; a™(axry)’ =O 

folgen diese 
an(axy)"~*(aey) = 0, 
an (axy)"~*(azy) = 0, 
an (axy)"-*(uey)’ = 0, 
a™(azy)" = 0, 

also: 

g=0. 


I, § 4. 
Die Funktion 


(—1)4 


— Fe a. x 
9% — 2) Ketetiwis +++ (m+n—k+2 2 pur 
k 


geniigt den Relationen 


QB6y=0; O(ariaxy") = a™(axry)’. 


Ist 
a™(axy)" = 0, 
so ist 
Og = 0. 
I, § 5. 
Die Polaren der Potenzen einer quadratischen Form 
f-a! 
haben die Werte 
n—1 


(Me = fhe — 





Ini lf" *(aa, zy)’, 


( f? yea — fhefe = => a (qay2)" + a (aa, a,)*(xyz)?. 


3 








hal 


be 
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I, § 6. 
Die Polaren der Potenzen der Form 


a =u? = (aa, u)? 
haben die Werte: 


=0), (a). = av? — . a?(auv)?, 
(a®), =c*v,u, 
(a). = or? — 3 a? a(auv)?, 


(e°),242 = av2w? — < a> a(avw)? + a (a®)*(uow)?. 
3 
I, § 7. 
Die Uberschiebungen der quadratischen Formen 
f= az, = b: 
bezeichnen wir mit 
(aa,u)? = uz; (abu)?= uj; (bb,u)? = uj. 
Wir wollen die Uberschiebungen 
(f°, g”, us)‘; (f°, g*, us); (f°, i’, uz) 
aus ihnen zusammensetzen. 


1, § 8. 
f= As ot = By 


Setzt man 


so wird 


(fp = ABA; = ala} — | (aay), 
(f°, ?, us) = (A Bu)t = (Abu)? (Abu)? 
= (abu)*(a,b,u)? — + (cc bu b, uw)? 


. 1 
alt deed «fp. 
I, § 9. 
Setzt man 
fi— As; 9° = Bi, 
so wird 


(F* ye 22 = azaya; — 5 5 a2(ayz)° + a a2(xyz)*, 
(7%, p, ub)’ = (A Bu)’ = (Abwy(Ad, u)® (Ab, w)? 
=p —+ y(edubju? + 2 GudjudjwPat 


‘ 3 
=y — = «By. 
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I, § 10. 
(f%, #2, 2)? = (ata}— = (azy)’ aia? — : (axy)’, ui) 
= fra — ; f(aazxu)® + = (wx «, 2 u)* 
=fta— Ff (fats atut) + | (eax)? 


1 2 4 sno 
>= fra — 9 Malte t+ a7 Ghee 


| 


Il. Kapitel. 
Anleihe bei der Theorie der terniiren kubischen Formen. 
ll, § 1. 
Wir werden im folgenden von einer Anzahl] Formeln Gebrauch machen, 


welche sich auf kubische terniire Formen beziehen. Die meisten derselben 
sind bereits bekannt, die iibrigen wollen wir nunmehr entwickeln. 


II, § 2. 
Von den Invarianten, Kovarianten ete. der kubischen terniren Form 
verwenden wir diese: 


allele a, (aa,u)?; A= (aa, a,)* A, Ay Me x) 
u,> = (aa, ay) (aa, u) (aa,u) (a,a,u); uu? = (aa, A) (aa,a) (au) (a, Au), 
v = a,A,(ahu)’; B —_ 4A, (44, u)*, 


S= a’; T= A, ‘ 
v=(yn2%); O=(yny?=O,; R=(fAy), 
A, = 245 + 6f7A,, 
A, = 12fdy + 6SA%, 
A, = 6(ayz)?, 
A, = 12f3, 


A, = 360, 
A, = 7243, 
A, = 36f?(Byzx)? + 36A*(ayz)’, 
A, = 120,, 


B,, = 12a,(af A)’, 
B,, = 2164, (af A) (af), 








Die 


Die 


unt 


i . 


i 
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B, = 6a, (af 6), 

B,, = 724,(Af A)’, 

B,, = 216A,(Af A) (AfO), 
B,, = 6A,(A7 0)’, 

Bs, =2- 6 (Of A), 

B,, = 6*(0 fA) (Of 8)’, 

By = 3 - 6°(0 fF 8)’, 

B =6°R*. 


Il, § 3. 
Die Kovarianten von / sind ganze Funktionen von 
Ss, %F &, &. 
Die geraden unter ihnen sind Funktionen von 
5, fF, f, &.- 
Die ungeraden haben den Faktor R. R® ist eine Funktion von 
S, T, f, &. 
Im folgenden werden wir die A und B in dieser Weise darstellen 
und fiir sie diese Werte berechnen: 


A, = 2Tf?— Sf? + 23, 

A, = S?f?—4TfA + 6SA?, 

A, = 2A? + Sf?, ; 
A, =— 2A? + Sf?, 

A, = S*f? + 47fA — 28%, 

A, =— S*f? + 167fA — 6SA’, 

A, = S*ft 4+ 87PA + 12+, 

A, = 6STf? — 48°f4 + 47%, 

By, = 6fv — A,, 

By = 18Ayy — Af”, 

B,, = — 216Ay? + 184;fy — A, Af, 

B,, = 386A — A,f, 

By, = 108 y? — 36 Tf*y + A,fd, 

By, = 108Sfw? — 6(A,f + 3.4,A)¥ + 4,4,4, 

By, = — 216? + 1447 f*v + A, A, — 247%, 

By, = 6A,fw — A, A, = Ag B,,, 

By = 18.4,4,¥ — A,*f? = A, Bis, 

B =—3-6ty? +2-647 fy? + 18(4, 4, —4A,fO — 24724) + A, Ay. 
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Il, § 4. 
Die einfachsten Relationen fiir die Kovarianten etc. von f sind diese: 
(adu)* = 0, 
a,A,(aAu) = y = azau? — - u2, 
t= a,a, ,u,(aa,u)’, 
fut — Sati pt Tat, fa = | Aue, 
6(aa,A)*a,a, A, = 6f, = GAu = Sf, 


6(aAA,)’a,A,4,, =6Ap, = 6f2 = 2Tf— SA, 
12(AA,A,)?A,A, A, , = 12Ap = S*¢—4TA. 
Aus ihnen folgen u. a. fiir A, und A, die Werte 
A, = 20° + 6f?A,» = 2Tf* — SfP?A + 2A5, 
A, = 12fA + 6SA* = S*f? — ATfA + 6 SA? 
Il, § 5. 
(aay)? = 2ffe — 2f7, 
(Bay)? = 2A A, — 243, 


(00, zy) = = O,(yay)* = 200, — 203, 
a,(axrau)® =fa+ a Au? = 3fa — 2a,(af u)’, 
A, (Ba Au)? = AB + 4 Apu? = 206 — 24, (AAu), 


5 On(7e Ou)? = 5 On(Or+ 5 Oput) — 50,07 — 2(8 Ou), 


also: 
a, (af u? = = fa — - Av, 
A, (Adu) = } AB — > Apu’, 


3-6°(0 Ou)? = 216 A,wy — AZ, 
3 = 00,: — + Opn(«pa), 
3-690? — 18.4, — A, Ay, 
12a, (af 7x)? = 6f (aya)? = Af, 
03 = Onw — 55, 4s(872)*. 





fol 
(1 
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II, § 6 

Aus der Formel 

8 

a,A,(ahu)’ = a,u,ra? — | uy 


folgen diese: 
S 


(1) aa, ,(aa,u)* = aa, orm u)? — a= fue — a 
— se + ; B +z 17 ui, 
aa, (aa, ry)? = — = fy + AA,» +3 fi Ber’ 
(2) a, A, (adu)* = azau? — ° y= : (f,—-7) = 5, 
a, A (ah xy)* = 
Ul, § 7. 


Aus der Formel 
(aAu)® = 0 
folgen diese: 


0=(adyy)(ad alle yeactes xy) — 2a oa ad, (abary) +a Qj(ah xy), 
a, 4, a,4, (adzy) = 9 Gh s(aAry) +; * abai, e(aa,ay)— > ai Ai (aAzy) 
= : a,A, (ah cy)? — 4 a, Ay, — 
a, A,a,A,(ahxy) = a,,a,4,(ahxry) = & (yay)? — = (aaxy)*, 
aA, (adyy)(adzy) = a d,A,(adcy) — 4,4,4,4,(G4 xy) 
a S, ° T 2 
= | @h,4,(aAazry) — 55 (yxy)’ + 55 (aay) 
8 iss : oo , . 
= ¢ POe—4yfy) — spelt ets 
= (ffe- fy, 
an. 8 . S'. 
(ef ~ 12 A) fe + qyfde — 6 5h, 


a, A (ah yx) (adzy) = : (f&,—A/,). 


II, § 8. 
(ayy) = a,A4,(a,4,—4,4,)° = ; AA,» Ste 


wD 


— Ady (A, , i My py)” ai ff — 2hhy 
Ay = 6 (ap)? = 2A? + Sf*, 


7 1 eee 
hy=- 6 Day + sft: 
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A, = 12f? = — 24? + Sf?, 
1 tn 
(apx) (apy) 3 4A, - 6 Thy» 
A, + A,A = 2Tf*— Sf? + 20° — 243 + Sfa = 2TF8, 


(ayn) = 5 Ady + § Shes 
A, = 3602 = 124 (} T/— * a) + S372 
IH, § 9. 
Aus den Formeln 
aa, (aa, zy)? = — - fhe + SO,» + - fy — 4}, 


1 C4. 
Oy, Uy My My 2,4 = — | BOy + fy 
folgt 


2 rr 1 wy 
Gd, (4,4, y +a, ay») ek” hy + 3 AA, + fy - 4, 


6 
| 1 BS» 1 as 
Ay, Ay, (Ay, p+ 4,0) = so ffe t+ ¢ S424 sh—_, 
G4, (AG, YX) (aa, yy)=a,a,, (a Gy y+ GG 4,— 4,4, (A, a, +4, 4% ,)) 
= 5 +The) — afte —% 4dr — Sf +4 43 
= ofr — 5 bby + 24 ++ a3, 
My 2(Aeh, — fa,) (aa, yx) (aa, yy) 
=f, (4 44,+ 2ff,) —£ (3 fhe — | OOe+ 373 + } a8) 
= — fle t § fade — 5 103+ 8 ff +4 Ofdy. 


II, § 10. 
O = ajaj,,(aa, yx), 


0 = a, ay %, a, (a a, yx), 


0 =a, a, (aa, 7%) (aa, ya), 


0 = a, (4a, y®) (a,(aa, 7X) — a,(aa, yy), 

. a 1 Po 
Gy, (40, 7X)” = 4,0, (44, yx) (4a, py) = («yx) (wyy) = 5 SO,+ | ff, 
ee a 
s)-1G 44, + 6 ff,) 


1 ee 
= A(4f,—f4,). 


f(y)? — faa, (aa, 72)*= f, (42 + 
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I, § 11. 


Aus den Formeln 


7.98 
(Byy)® =a,4 (4, — A,a;)° = 4 Anfe — Apdy 
= AA, (A, dy, — A, ,)? = — 2A%y + 2Ap dy 


folgt . 
, I. 36(6y2)? = 1ef (Rf 5 A) +360 (5-4) 
= S*f?4 8TfA — 6SA*, 
A, = 36f%(6y2)? + 36A*(ay2)* 
= f?(S*f2+8TfO—6 SA?) + 6A2(2A? + Sf?) 
= S*ft4 8TfA + 12A¢. 
IL. A}, = 5 Aphy — & fede, 


I 


A, = 7243 = 36 (5 f— 4 a) — 127(S7¢-F 4) 
= — S*f? 4 16774 — 682°. 


= , 
I. (8%)? = On = B fAe + (Ap). 


II, § 12. 
ad, ,,(aa,A)?u, = a,a, ,4,(aa, 4) (A,(aa,u) + 2a,(a, 4), 
4,4,4,u, = Ls fu, — 2a,a,4,u,, 


nnn 
A = = fu, — 2f,, 
8 + au 
Ac = = f4—27,4,, 
 — 
4,9, —_= = fv — a8 A,f, 
2a,0,0, 8, B,4, = dehy Ai, = = («By)*, 


- x uv 
(Bx)? = 47,4 y? 
A, (daar)? = A, (A?wv— 24, A,u,u,+ Au), 
a0, d,(aa, Auaz? = > ful —2 (= m 2f,) u, + da, 
2fy — 24,(Af u)? = Aa + 4f,u, — = fut, 
A (Af u? = — . a+ fy — 2f,u,+ 5 fe, 
A,(A7 p20) = fe — 5 As4. 
216A, (Af 0) = — 34,4 + 3A,f — 2fA, + 18Sf 
= 18Sfy + A,f— 34,4. 








| 
{ 
| 
' 
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II, § 13. 
a,A,A, ,.(aAd,)*u, 7 a,4,4, ,(aQd,) (a,(AA, u) + 24, .adw), 
A, Aju, = azazus + 24,A2u,, 
fi? = A&pf— 27,4,, 
> 1 
F404 = pv — 54, AA. 
Il, § 14. 
0= (yny)? sin a,A,(a,A, -— a,,)? 
= . 
= GO; + Safe — 2f,yA,, 
- ; 1 
= 6 fA, a A> fy = 2 (aBy)?, 
a,(aOu)? = = fy + Ara — : a, (4,U,—,U,)°, 
| 1 1 1 
= > fvt+4pa— > OB+ 3 Ap — = Ape 
1 a 1 . 
=~ Gye + — fy — = O86, 
A, > 720, = 12Sf4,; a 12Sf4,) —_ 36 (ap y)* 
; T. 8 ae" s 
(II, § 8) - 24. Sf ( 3 f—% 4) —36 (F AAy += fh.) 
r S ; 
= 18 Sf (= f—< 4) — A(S*f—474) 
— 6STf? — 4S*fA + 4TA?, 
8. ee ie Se 
v= —fO+f(sf— | 4) —y (ba) 
z 1 ‘ 
= FP — + («pay 


(apx)? =—2y + = Tf. 


Il, § 15. 
(Ul, § 12) 47,4, =" (aBx)’, 
f,4, = — + vr ; rf", 
8 Fr’ 
A? = v fA 27,4, 
ad y Ki Af 
(Il, § 13) i= Af — 27,4, 


=~ —— SfA. 
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II, § 16. 
a,(af u)? = + fe — = Aw, (Il, § 5) 
a, (af Ba) = + f(—20+ 5 TP’) (II, § 14) 
——fot+ if 
Il, § 17. 


R=ffe- $ (aay)’, 
A(Af 72) = fa,A,(ah pa)? — > A,(@@ 72) 
= fy = a A,4, 
4; seit AA; oy + (Bay), 
(fA ya)? = AF A 72) — 5 (f B22) 
= A(fu — ¥ (@ra)'d) — > Bre? 


= Afy— 7 Ay. 


II, § 18. 
AA, — : (Bay)*, 
B,, = 12a, (af O) 

= 12Aa,A,(af 4) — 6a,(af 62) 
12Af? — 6 (—fe +P") 


£ 
| 


I 


= fv + AA — 2Tf? (Il, § 16) 
= bfy — A). (II, § 8) 
Il, § 19. 


B,, = 2164, (af d) (af 9) 

216a,A, (af d) (wiaf A) — f(aO dA) +4, Af) 
216f, (vf, —f9,) 

18A,v — A,f?. 


|| 


I 


I 


| 


Mathematische Annalen. LXI. 
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(Il, $5) 


(II, § 5) 


(Il, ¢ 15) 


(I, § 4) 


(II, §§ 15, 13) 


(Il, $§ 12, 17) 


(Il, § 15) 





P. Gorpay. 
II, § 20. 
a,(af u)? = ; fa— ; Au, 
B,, = 64a, (af 0) = 3 - 6°72 — 68 Ay" 
= — 216Ay* + 184,fu — A, A,f. 
Il, § 21. 
A, (Adu)? = > AB— = Agu, 
B,, = 7124, (Af Ad)? 
= 36A/}? — 12f?Ax. 
— 36A (w— + Sf) wr 12f°4; 
= 3640 — ((6SA* + 1274.) 
= 36Ay — A,f. 
Il, § 22. 
Boy = 216A, (Af A) (Af 9) 
= 108A,A, ,(Ad,f) (WiAAf) — (44,0) 


= 108/,(f,¥ —9,/f) 
= 108y (v— 5 Sf) — 108f (Av — 15g -4e4) 


= 108y? — fy (188A + 108 (5 ¢— > d)) + 4,74 
= 108y* — 36T7f?v + A,fA. 


Il, § 23. 
1 
108 


B,, = 6A, (Af 0) 
= 6pA (Af 0) — 124,4, (Af px) 
- 6Y (18S + A,f— 34,4) — 12.4, (fY—F Ay) 
= 108 Sf? — 6(A,f+3.4,A)¥ + A, A, d. 


0; = yO, A,(yay)’, 


Il, § 24. 
(Ouv)? = 2yr? — 2(u,v,)*, 
B,, = 2-6°(Of A) 
= 4.6523 — (f,A,*) 


T 4-6°{— - a ¥T% Tf?) + (7.43! 


= — 6y? + 1447 f?y — 24T*f* + A, Ay. 
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II, § 25. 
B,, — 6*(07 ©) (07 A) — 3-69(07 O,) (AF O,) — @AA,)) 
= 124,f,(Af, —f4,) 


- A,A,A -- 12.4, f (— se+5 lf) (II, $ 15) 
= 6A, fy + A,(A,A—2T7f") 
= 6A,fv — A, As (II, § 8) 
: A, B,,. 
Il, § 26. 
3 - 6°(OOu)? = 216 A.wy — A,Zu2, (II, § 5) 


Bss = 3. 6°(0 70) 
ms 216 A,v/,? — A,*f? 
= 184, A, — Af? 
= A,B. 


Il, § 27. 
8; = Oy — ‘od A, (yxy), 
B= 6R? = 65(fA6)) 
— 6 (v7 00} ~ 595 Ae(F A 72)') 
= 18y(— iy" + 144 Tf?¥+ A, A,—24 TF") 
— 172A, (fav aa = A,) (Il, $17) 
= — 3. 6ty? +2. GT fy? + 18(4, A, — 24 T?f'—4A,fO)y + A; Ay. 


Ill. Kapitel. 


Kovarianten von /, die von den kubischen Formen iibernommen 
werden. 


Ill, § 1. 
Die Kovarianten etc. der kubischen terniiren Form 
‘=a 
sind Aggregate von symbolischen Produkten P. 
Hat P in den Koeffizienten den Grad n, so treten darin » Symbole 
4, M3, an a, 
auf, welche / darstellen. 
Das Produkt 


P ats ays as» “> a2. P 
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ist eine Kovariante der terniren Form 6'" Grades 
f =a}; 
sie heiBt eine aus dem System der kubischen Formen iibernommene Form. 
Die tibernommene Form P ist durch den Faktor 
a>, Asx Sgt as, 
charakterisiert. 

Ist P ein symbolisches Produkt, geschrieben in den Symbolen von f 
‘vom Grade » in den Koeffizienten, welches jenen Faktor besitzt, so ist es 
von der Kovariante etc. P der kubischen Form tibernommen. 

Die Relationen zwischen den P der kubischen Form bleiben bestehen, 


wenn man die P durch die P ersetzt. 


Ill, § 2. 


Analog den Bezeichnungen von II, § 2 fiihren wir fiir diese iiber- 
nommenen Formen von 


f=a 
die Bezeichnungen ein: 


= aigt ( \2. on 379 — 3 7% ; 2 
a= ara (aau); Op= Aja =a,a, a, ,a3a) a, ,(aa,a,)°, 


ye ; 
A = AF= = 4245, 2%, 2(AA, Mg); Us—= aa} ,a3 (aa, a,) (aa, u)(da,u)( a, dye), 


u,> = ada? ,a} ,d? (aa, A) (aa,u) (aa,u) (a,a,u), 
y=—ardh(ahu)’; B=d?d) A, 4, (Ad, u)’, 
S=aia}; T=d2d}, 
v= (77,2) = atat a AA, (ad ad, a)*, 
© = (yy)? = ata} Ad AA, (ad ad, y), 

0, = (7%) (yn) = atat,, Ad} AA, (ad a,A, x) (ad 4,4, y), 
R = (fpv) = (f49), 

A, = 243 — 6f?A,, 

A, = 12fA» + 6SA?, 

A, = 6(ay2)’, 


A,= 12/}, 

As = 36,2, 

A, a 124), 

A, = 36/2(By2)? + 36A*(ayz), 
A, = 120 ,, 


By, = 12a‘ (af A), 
By, = 216a$ (af A) (af 8), 
B,; = 6*a} (af ©), 








iht 
er’ 
(0 


(L 
(I 


(I 
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By = 120,4,(O7 M), 
jes 216A, (Af A) (Af), 
By; i 6*d A, (Af), 
Bs, cae 2.6°(07 A), 
By = 6*(@ 7d) (079), 
Bss = 3-65(Of 0), 
B =—65R’. 
Ill, § 3. 


Die Werte der A, B sind bereits in Il, § 3 angegeben und behalten 
ihre Geltung bei der Ubernahme. 
Von den iibrigen Relationen zwischen den iibernommenen Formen 
erwahnen wir 
aay, e(Gely —F My) (4a, 72) (aa, 7Y) 


Bs ee 1 . Bc A. 
(, § 9) —— 3 py, +traa,—+ rors Sr + 47a, 
: 1 ss 
(I, § 10) f,(@ ya)? 7s fara, at ,(aa, yx)? — 3 A(fA, as Sf): 
a. 
(II, § 4) Aw — ro 
T S 
” A,  - f a A 
(II, § 15) Ai =v — Ayf, 
(II, § 7) ata, ,d(ad 7%) (ad ya) = — > (f,—Af,), 
coe S A a. i 
‘ aia, A, dab yy) (a&yz) = (54- : f) fe—qafdet efi: 
Il, § 4. 


Wir fiigen noch einige weitere Relationen zwischen den Formen von 
f = a8 hinzu. 


(aay) = 2f fe — 2f/, 
aa, at, , (aa, ry)” = ff — fyfy, 
a2 ai , (aa, ry)* = 2f fy — 8f, fa + GFR, 
(aa, yx)’ = 2f fy — 12f, fs + 30f2 fy — 20f;, 
(aa, a3) (aa, xy)*ay . 


* »/ \¢9 9° 
= 2aiat — 8(aa, dy)? az a3 a} y d1,y dbz + 6 (a a, Ag)? a5 @ Oj, 2 Vy A». 
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Ifl, § 5. 
‘(aig 28 2 42 
6 (azai 2) = GAj,y + 4Qy Ay A1,201,y + Ay M,x; 
2 3 
(aa, zy)‘ = atat,, — 4asayas,.43,y + 6azaraz, Ai, y— 44,050}, x1, + Api, x, 
272 ), = 
(a; a, ay (aa, zy) 
1 | 2 ara, y(asai, "ie 4aza,ax, 2G}, y + 6 alazai, 24i,y— 4a,a3aj, xX, yt asai, a) 


S \+ 84a,4,4), oly pi y — 402 a, a1, 24i, yt 3a? a} aj, 2, ») 
— > fhe = 3fhefy a = fi. 


Ill, § 6. 
Aus den Formeln (I, § 6) 


(c®), = 02+ ve3 (@*)e = ave — + Aat(auv)?; 
(a3) 2 = ave — Ma Aaai(auv)’, 
(o),2 = @0qV2 — < Av, at (auvy? 
folgen diese: 
(fvrfy, @)° = es Gy Oya, 3 he 


(ff, @)' - a? 5 A= : 5 4% 


(fufe, @)° = A(f, @)* — a As «*) 5 A(f, «)*, 
2 . a ¢@ 4 > 
(f3, «)* = aia’ , @ a, et yee 
= Az ~~ 25 £ AA 


“yr :f + gy SfO* 


IV. Kapitel. 
Einfihrung der K und L, d. h. der sechs konjugierten Kegelschnitte 
in Punkt- und Linienkoordinaten.*) 
IV, § 1. 
az, ob; ’ 
heiBen konjugiert, wenn ihre Koeffizienten die Gleichungen befriedigen 
(aa,a,)?=6; (aa,b)*?=0; (abb,)*=0; (b0,b,)° = 6, 


Zwei Kegelschnitte 


*) Vergl. hierzu die in der Kinleitung zitierten Arbeiten von Herrn Gerbaldi. 








wel 


die 


bes 


fal 


dr 


Ww 
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wenn also die Determinanten der Kegelschnitte des Biischels 
Aa? + wb? 


die Werte 

23 4+. u® 
besitzen. 

IV, § 2. 


Zu einem gegebenen Kegelschnitte a? gibt es eine dreifache Mannig- 
faltigkeit von Kegelschnitten b?, welche ihm konjugiert sind. 
Bezieht man die beiden Kegelschnitte auf ihr gemeinsames Polar- 
dreieck, so kann man ihre Gleichungen in der Form schreiben 
a? = 2,7 + J @,* + 725, 
2 = a," + Pa? + 7 23", 
2ixzn 
wo j=e* ist. 
Es wird dann 
gy (4a tw)? — U? + fs” + jus”, 
—(abu? =u? +u,? + u,?, 
: (bb, u)? = u,? + ju? + 7 u,’, 


1 z . 2 2 
ee (aa, bb, x)* = 4° + 2." + 2,°. 


IV, § 3. 
Wir fiihren nun die Bezeichnungen ein: 
K, = 2? +5 a" + jas, 
K, = 42 + j%_? +3 25", 
L, =u? + Puy? +7 us", 
L, =u + 7 ug? + pu? 
und erhalten die Formeln: 
K?,,=3; K?.,=3; K?,=90; K?.,=9, 
(K, K,u)? = 2L,; (K, Ku)’ = 22,, 
— (K, K,u? =u? + ua? + u,? =0,; — (L,L,2) = 2? + a? + 2? = 0. 


IV, § 4. 
Geniigt ein Kegelschnitt 
a, = (aa,u)? = 2 


den Relationen 


at, =ai,—0; K?,=K?,=0, 


1,@ 
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so ist 
Gy, = Agg = 435, 


Die Kegelschnitte 
K,, L,——=(K,K,w)}, 
welche K, und K, konjugiert sind, lassen sich in der Form schreiben 
a2 = K,=r"0 + 2roe(a, 27,2, + a. 4,2, + 432, 2,), 
= L, = s*0, + 2s6(b,u,u, + duu, + du, Uy), 


wo die Koeffizienten 


to RO 


d 


e 


r, S$, @, 6, Ay, Ay, ds, D,, by, b, 
Relationen geniigen, welche durch die Formeln 
(aa,u)? = 2u2; (aa,x)? = 2a?; 
bestimmt sind. Sie lauten: 
OD te 222 — 74 2 2 2 — 74 2-2 »2 
3 = r* — a,?r* 9? = r* — a,’ r*? 9? = 1* — a,? 7? 0’, 
r? = st — b,?s?6? = s* — a,?s?6” = st — a,’s? 6’, 
ll ae 292 in 22 — 252 3 
sob, = a,a,r’ 9° —a,r°0; sob, =a,a,7°9" —a,r°0; sob, = a,a,r*o"—a,r*Q, 


roa, = b,b,s*6* —b,s°6; rea, = b,b,s* 6 — b,s°6; reo, = b,b,s*6* —b,s°6. 


IV, § 6. 
Wir wihlen @ und o so, dab 
A, Aga, = b,b,b, = 1, 


ies = Ss oi... 2S es 
a,” = a,? = a,” = b,? = b,? = b,? = 1 
und erhalten: 
3? = p* — r 9°; i= gt — s*6?, 


a,b, = a,b, = a,b, = 1; a, =); ag—b,; a, =—)b,, 
so=ro?— 0; ro = so? — s§o. 
Die den K,, K, konjugierten Kegelschnitte haben die Formen: 
Ky=r?0+2ro( a%3+23%,+2, 22); Ly =s?0,+286( ugtig+ugu, +e, uy), 
K,=9r°0+2ro( 24,—%,2,—%, 4%); Ly=s?0,+2s6( uyuys—ugu,—U, Uy), 


K,= 10 + 2ro(—a%.43+4,2,—2,2%,); L, =s*0, + 2s6(—u, Us + Ug Uy — Uy, Uy), 


K,=1'0 + 2ro(—4,43—%,%, +2, 2%); LD, = s?0, + 286(— ug utg— tg tt, +0, Uy). 
























Q; 
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IV, § 7. 
Sind die K,, K,, K;, K, auch einander konjugiert, so ist 
(K,, L,)’ = 3, 
(K,, L,,)? =0 fiir m2n, 
also 
rs? +2rse6o=—1; 3rs—2oe6=0, 
4rsial; rs= =i 06 = ; . 


Nach IV, § 6 ist: 
$6 = r*9°(1 — ~); re = so? (1 aed *), 
also 


Wir wiahlen 


und erhalten 


IV, § 8. 
Fiir r,s gelten die Gleichungen: 


—. 
rs=5, 


8 — - 
i+—+ - =0; r+s=— ; V3. 
Wir setzen: : - 
4r=—y3+Yy—-5, 
4s =—Y3—Yy_—5, 


ee 


V—5 8y—65 
= at = oe (373 — y— 5) 


(IV, § 6) 
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und erhalten fiir die sechs konjugierten Kegelschnitte die Normalformen: 
K, = 2,7 + ja," + 7°", L,=u,? + Puy? + jus*, 

K, = 4," + jay? + ja", DL, =u," + jug? + 7 u,", 

K,=ro+V3r( 293 +4732,4+2,2,), Ly=s?0, +V3Bs(  tugtts-+ugu, + Uy Uy), 
K,=r0+V3r( a%3—232,—2,2,), Ly=s*0, +V3s(  gts—ugu, —u, Uy), 
K, = 170 + V3r(—a,23 + %2,—4,%,), L5=s*0, +V3s(—ugtt; + gu, —u, Uy), 
K, =1?0 + V3r(—a9%3—% 3.2%, +4,2,), Lg=s?0, +V38(—ug tts —ug ut, +14, ty). 


wo 
Cs wos aD en ae 2 2 
0=2,° + 2° + 2°, O, = Uy" + Ug” + Us*. 


IV, § 9. 
Die Formeln 
4o= K, + K,+ K+ K,, 


43 2,2, = K, + K,—K, — K,, 
4V32,2, = K, — K§+ K, — K,. 
432,17, = K, —K,—K,+K,, 
32,°>=0+ K,+ K,, 
32,7 =0+ 7K, + JK, 
3a,°=—0+jK,+ 7K, 
zeigen, daB jeder Kegelschnitt ein Aggregat der K, ist, wihrend diese 
selbst durch keine lineare Relation verkniipft sind. 


IV, § 10. 
Setzt man 


_ ~ 
3u a x, 
so wird 
3L, = 3e, 


also hat man 


In dem Ausdrucke 
o? — K, K, = (@,?+4,? +25")? — (a? +j2,?+)?a%5") (2,2 +5,7%_? +) 25") 








ve 


di 
h 
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verschwinden die Koeffizienten von 
4 ,4 4 
. : Uy, Uy, Xs; 
wihrend die der Produkte 


g g ¥ ” oD 
a4" 25", 5” x, Uy Xy° 


den Wert 
2-j—fos 
haben. 
Mithin ist 


o — K, K, = 3(a,°4,?+ 254," + 2,74"), 


0,7 — Ly Ly = 3 (1g? tg? + g?te,? + vty ety), 


IV, § 12. 
In dem Produkte 


27 2,7 2,74," = (0+ K, + K,) (0+ jK, +)? K,) (o+/? K, +) K,) 
verschwinden die Koeftizienten von 
oK,?, oK,’, o° K,, o? Ky. 
Die Koeffizienten von 
o, K,, K,° 
haben den Wert 1 und der Koeffizient von 


ok, Ky 
den Wert — 3; mithin ist 


27,2422? = 0° + K,° + K,? — 30K, Ky. 


IV, § 13. 
K; + K+ K;* + K,° 
a (r°o +V3r( a%3+43,2,+2, 2,))* + (r°o + V3r( Wy %y— My 2, — yy)” 
+ (r?o + V3r( — ya's +50, —20y))” + (ro + V3r(—2_%,—252, +242)”. 


Der Ausdruck indert sich nicht, wenn die 2,, 2, 7; ihre Vorzeichen 
iindern, ist also viermal so groB wie die Summe der Glieder in 


> 2 > \3 
Ki = (r?o + V3r (xX +2152, +22)", 
welche nur gerade Potenzen von den x enthalten, es sind das die Glieder: 
o*, ox,*2,', ox,*2,', o,*2,"; 2,*2,°2,". 
o® hat den Koeffizienten r*; ox,?%,°, 0%,°2,°, 07,22," haben den Koef- 
fizienten 97* und 2,?2,2a,2 den Koeffizienten 18 73 r°. 
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Mithin ist 
K+ K+K,4+K, 
= 4r8o3 + 36r0 (a,2257 + a,22,? + 2,222) + 72 V3 122,220,725" 
= 4ro8 + 12r40(o? — K, Ky) + a (08+ K+ K,?— 30K, K,) 
om (4° +12r4+ aa *) o® + 7 3(K,* + K,°) — (127 + 8/3 r°) oK, K, 


64Y—5 8 : = 
ene - rite — 4 (K+ Ky) + 4V— 10K, K,, 


f= K+ x." + Ky? + K+ K,? + K,® 


64Y— 5 —5 4 e : 7 
iat Yr pings _ 4 V 7g UGE + KS) + 415 0 KK. 


V. Kapitel. 
Invarianten der sechs Kegelschnitte. 
V, § 1. 
Den Formeln (I, § 5, 10, 8, 9) 


(a2): = (a2)*aj — = (aa, xy)’, 
(a2). 2 = at- az - a? — : 2,a3(aa, cy)? + = 5 (ad, dy)” (wyz)’, 
(a2), (a3), uz)? = + (a)*(aa,u)® — 5 (aa,a,)2azu?, 
((a2)*, (632, ub)* = ((abu)*)? — — ; (aa, u)? (bb, u)’, 
((a2)%, (63), u8)® = ((abu)*)® — : (aa,u)? (abu)? (bb, u)? 
entsprechen die Formeln 
(K3)p = KK} — = ites 
(K®)e2 = KKyp Ka — = 2, 3K(Lyz)’ +, * (aye) \ 
(K?, K?, w2)? = = K*L — = Kut, 
(K3, K}, wt) = (K,,K,w*? — 5 LL, 


(K2, K?, ut) = ((K,, Kw") — "> L,L,(K,,K,«), 


m? n? m nl 
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(K%, K*, ut)}t = 422 — 4 L= & L? 
? + ed 8 8 ? 


(K*, K, us)’ = 815 — * ps —*8 pa 
Ferner ist 


(Ku Lx) = KL — 2K iu, + Kyu = KL — 2u2 + 8x2 


= KL+ 22. 
V, § 2. 
Aus der Formel (IV, § 11) 
f=aS= ZK* 
folgen diese: 
fy = ZE'*K,, 
fe = ZK*Ky — 5 EK(Lay)? 
= =K’Ky,, (IV, § 10) 


fp = ZKK,Kp, 
, 2 4 
fps = 2K Ky Ks — , 22,K(Lyz)* + 5 Z(wy2)? 


= EKK,Kzs —'S (eye) +4 (wyz)? (IV, § 10) 
= TKK/ Ka — 2(xyz)’, 
(2L'),= ZL; (S)»—2'LLa; (ZL).—ZLL,Le, 
(2D) 2 = SLL Ly — 2(uvw)*. 


V, § 3. 


m=6 


(f, Ly)? = >) K2(Kuy Lp)? = KP (Ky, Ly) 


m=1 
(f, L)’ = 3K’, 
(f, L’)’ = 3(K*, L) = 3 Ku,, 
(f, L*)* = 3(K?, L) =38 KK, — 2(LL2) =9K —4K 
= 5K, 
(f, L’)® = 5(K, L) = 5u,, 
(f, L’)’ = 5(K, L)* = 15. 
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V,§ 4. 


m=6 
ai (a K,, Lyx 2 ome > K? (K,, K, Lx)? 
m=1 
m=6 
| 9 , 9 r r < r r 
= . Kj. ((K,, L,)? Kn ss (Kn; L,)* Ky = 2 Ko, Le En, Ly Ke Kus) 
m=1 
m=6 \ m=6 Be 
m=1 m=1 


ai (aK La)? =f+ 3K’, 
aiaj.a, K,(a Ku) = (f 1)’, K) = 3 K*, K) = 0. 


V, § 5. 
alay(aKu) = 3(K*, K, uz)? 


» 
- 3(KKy~— , (Lay), Ky, ud)? ul 


= 3K(K Ku) — 2(Ku La? 
=6KL —2(KL +1?) 
=4KL — 2x?, 
(aiai, K?, u’) = 3(K?, K?*, ud)’ = 0, 
(V, $1) (ataj, K?, ui)! = 3(K?, K?, ut)* = 8 L’. 


V, § 6. 
Aus der Formel (I, § 6) 
ae ee aie io De 2 
(c3)2 4: = avzw, — — A,at(avw)? + ,,, A*(uvw)? 
\ 15 . 155 d 
folgt diese: 
( Ky ((Lyx)*)*, «*)° 

, 2\2 8 af r 9 4 § 2 

= K?((Lax)*? — ig S(Len)Pai (ak La? — 5, A Kai (a Le La}* d 


38 


| | Ke (Lazy?) — * A(Lax)? (f+ 3K) i 
a5 4?(K La Lz) = 


+ 





: —— po 
|— S anipk +38 ake. 
V, § 7. 
a2 > K?(ai, L?)’ = 3D K*(Ku,, «? 
= DK*(2K,u,+ K2u,) = 2f,+ Aa, 


a «@ 


=z Su,. 
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VI. Kapitel. 
Werte der K fiir einzelne Punkte. 
VI, § 1. 
Unsere Formeln gelten fiir alle Werte der Variabeln x,, x, x. Als 
Beispiele wihlen wir spezielle Werte (Punkte). 
Im ersten Punkte sei: 2, =,0; Ax, = 1; da, =i; =i y3r, 
» sweiten , ,: 4%,—Aa,—Az, —1; 2 = 8 Br". 
Wir wollen zeigen, da8 im ersten Punkte 


2r5 


P wy RB 4/ a r 5 5 U : f \2 
f=0; 2K*+6y—5rU=0; Kj +V—5 ‘nS svt (L, ax), 


9 2 
2 K*(Lary)? = ae (exy)?, 
eae 
und im zweiten Punkte: 
U-0; 2K¢—" tip 


ist. Hierbei bedeutet U das Produkt 
U=[]X.. 
n=1 


VI, § 2. 
Die K, im ersten Punkte: 


K,=2s; K,;=-—2s; K,—=K,—1; K,;=—K,=—1. 
Rechnung. 
K, + K, = —a,?-—2,7,=0; o=0; K,+ K,+ K,+ K,=0, 


K, — K, = K, — K, = 9, 
da sie den Faktor x, haben; ferner 
4?(K, —K,) = V8r(K, — K,) = (j--}*) (a.?—a,") = 2173; K, — K, = 4s; 
a? (K, + K,) =i V3r(K,4+ K,) = 2 V3ra,a, = 21y3r; K,+ K,=2. 


VI, § 3. 
Weitere Formen im ersten Punkt: 
f=0; U=—4s*; 2K&=12y—~5s; f, = —V—15(a,y, + 254s); 
(L,ax)*? = — 60s, 
A*(aay)® = 30(ygt+iys)?; VEK*(Lay)®? = 4y—15s*(y,—iyy)*. 
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Rechnungen. 
ZK* = 128s* + 4, 


A=6 


f, — 48° (K,+K,), + >’ K,,, = (—48°+49°) (ay, +2545); 


A4=1 
fi=% f--V—-15a; f,-—-V—154,, 
f?, = f? + Ff? +Jfs° — 15 K, mie 308; (L,ax)* = 2fief — 2fi., 
(aay) = 2fef — 2f/ = 30(xy, + x3ys)*, 


n=6 


ZK*(Lay)? = 16s*((L, xy)? + (L,xy)?) + = (L,,x2y)* 
n=8 
16s4(2(ay),? — (wy? — (ry)s*) 
| + 48(@wy),? + (ey),? + (y),*), 
(xy)y” + (wy)s” = — yy? + y,? = 0. 
Folgerung. 
Z=K'+6y—5rU=0. 
V1, § 4. 
Die K im zweiten Punkte: 


K,= K,=0; K,=y3s; K,= K,=K,=1. 


Rechnungen. 
K, = K, = K,. 
420 = 37%, 
2K, = 839° K, = 37? + 8V3r = 12r', 
2K, = 8V3r K, = 3r? — V3r = 830°. 
V1, § 5. 
Weitere Formen im zweiten Punkt: 


U=0; f=—12Y3s*; SK* = — 48(r?+4)s" 


Rechnungen. 


f=373s* + 3, 
ZK = 27s* + 3. 
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VII. Kapitel. 
Von den Substitutionen 2 und T und den zugehérigen Invarianten.*) 
VI, § 1. 


Es gibt eine Gruppe von linearen Substitutionen 2 der 2,, 2, 23, 
welche die K3 teils nicht andern, teils ineinander tiberfiihren. Ihnen ent- 
sprechen Substitutionen 2 der j’K,. Unter diesen 2 gibt es wieder eine 
Untergruppe von Substitutionen 7’, welche K,* nicht ‘andern. 

Von den Kollineationen 2 erwahnen wir: 


T= «18H, — 1855 Y, = — isa, + 182s, 


° 1 1 ° 1 1 
(1) y= WY, +> Ys + 9 ¥s5 Yp = — 172, + FM + ys, 


t=—iry, + = Y2 + ; Ys} Y3= irae, + + ty + + Xs; 
(2a) %4=—%; t= 925 t3= Ys» 
(2b) %—= %;3 Ly = — Yo} t3= Ys) 
(2c) %= %3 t= 923 The 
(3) X= 9p t= Ys3 t= Wp 
(4) y= "5 t= Ys} t= Ye» 
(5) t= I5 ty = 79s} y= JYs: 


Ihnen entsprechen die Substitutionen der K: 


eae ee 
ets STS 
eee 
an~¢ £2.47 o 
at BF EOS 
an ft PR ae 


x, = (4 a. ie eee. 5 
6 \g"1 jr2 p73 jes ps p76 


*) Vergl. die in der Einleitung zitierte Arbeit von Herrn Wiman. 
Mathematische Annalen. LXI. 32 
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Von den Substitutionen 7’ erwihnen wir: 





Tacs — 2343 T,, = 2355 T, ec _ 23,07 
T; = 2;, 
- 7 1 2 3 4 5 6 
Ts. _ 2 2323021 =(; 6 jr4 j3 6 
1 2 3 1 5 6 
T 3,5 = 2207s. =(; 5 j*8 j4 6 2) 
. 1 2 3 4 5 6 
T;,. as 25730 =(; 4 j76 jd 3 as 
aa 1 2 3 4 5 6 
Ts,4 = 2,134 =(, 3 jb j6 4 3) 
VII, § 2. 


Die Substitutionen und 7 bilden transitive Gruppen; die Z fiihren die 
K,*, K;*, K,°, Ky’, Ks*, K,° 
ineinander iiber, und die 7' fiihren die 
K,*, K;*, K,°, K;°, K,° 
ineinander iiber. 
Die 7, , andern das Vorzeichen eines x und lassen die anderen beiden 


unverandert. 
T, fihrt die x, in jx, iiber. 


VII, § 3. 


Das Entsprechen der zweiten bis letzten Kollineationen mit den Sub- 
stitutionen 2 leuchtet unmittelbar ein, jedoch wollen wir den Beweis 
erbringen, daB die erste Kollineation die Substitutionen 2, hervorbringt. 
Zu dem Ende bezeichnen wir die K,,,2 durch K, und wollen die Formeln 
beweisen: 


K, = Ky; K, = K;; K, = K,; K,= K,; K; = K;; K, = K;. 


Beweis. 
K, + K, = 22,7 — 2,7? — 2, 
= — 28°(y,— ys)? + 2? = > (Ya + Ys)" 
= K,+ K,, 
K, + K,= 2y,? — y.? — ys? 
= — 2s7(4,—2,)? + 2r?2,? — (a + 25)? 
_ K, + Ky, 





fae fee fee 


lie 
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K, + Kg =2r*(x,2+%4°+2,") — 2V3 ra, 
1 1 1 
=—5(Ye—Ys)*+ 209 (—r? y+ 5 Yartys)*)—2V3 (ry, + F (Yet 9s)" 
ie K, + K,, 
K, — K, = iV 3 (a,?—2,") = — 2V3ry, (Ys + Ys) = K,—K,, 
K,—K,= iy3 (y2” — ys") = 2 V3ra, (at, +2;) = K, — K,, 
K,— K, =2 V3ra, (as —%,) = 2 V3ry4 (Ye —,) = K, — K;. 


VI, § 4. 
Diejenigen Formen in den x, welche sich bei obigen Kollineationen 
nicht findern, bezeichnen wir mit ®. Solche ® sind u. a. die Formen 
f=Z2K*; U=I1K, 
die Koeffizienten p, der Gleichung 


v=6 


F(a) = 2° + p, x? + pyt* + pga? + px? + pot + pg -[[& ~aae? 
v=1 


und die Invarianten und Kovarianten etc. von f. 


VIL, § 5. 


Die © enthalten infolge der Substitutionen 2, nur gerade Potenzen 
der x, sie hingen rational von 
a", 2", x5” 
resp. von 
0, K,, K, 
ab. Infolge der 2, ist ihr Grad durch 3 teilbar. Wir bezeichnen ihn 
durch 6n. 
Die ®, welche K, zum Faktor haben, sind auch durch Ky, ---, K,, 
also auch durch U teilbar. 


VII, § 6. 


Die Formen in den 2, welche sich bei den Substitutionen 7 nicht 
iindern, bezeichnen wir mit P, und die P, deren Grad < 30 ist, mit Q. 


Die Formen K; und 
sind spezielle P. Die Grade der P sind durch 6 teilbar; die Q haben 
die Grade 0, 6, 12, 18, 24. 
Die P sind als ganze Funktionen von 
0, K,, Ky 
ausdriickbar. 


? 


teilbar und die P, welche den Faktor K,K, haben, durch U. 
32" 


Die P, welche den Faktor K, haben, sind durch K,, K,, K;, Kg 
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VIII. Kapitel. 







Die Fundamentalformen unter den © und P.*) 


Vill, § 1. 
Die einfachsten ® sind 
f, U 
und die einfachsten P 
Es @. 


Wir wollen den Satz beweisen: 
Alle P sind ganze Funktionen (P) von 


Ky’, h U, Ps» 
mithin alle Q ganze Funktionen (Q) von 


K,’, f, U 
und alle ® ganze Funktionen von 
f, U, Ds- 
Als Beispiele entwickeln wir die Formeln: 
(1) Kt — "+4 p_ey=sru, 
(2) Ke = 6 V—i5r*K* + a AfK, 
(3) = "” K(Lex) = mt (Kt + V—6rU. 
Vill, § 2. 
Die P sind ganze Funktionen von 
K,, K,, 0, 


also infolge der 7’ ganze Funktionen von 
K,’, K,°, 0°, K, Kyo. 
Wir wollen sie mittels der Formel (IV, § 13) 


foals i i093 4 re * 38(K,+K,) + 4V— 15 r'oK, K, 


*) Vergl., was die ® angeht, die Arbeit von Hrn. Wiman. 


Da der einzelne 


Kegelschnitt K durch 60 Kollineationen in sich verwandelt wird, die eine Ikosaeder- 
gruppe bilden, so sind die P ternire Ikosaederformen. Es ergibt sich daher ein 
naher Zusammenhang mit den auf diese Formen beziiglichen Untersuchungen, wie 
sie Hr. Klein friiher gegeben hat; vergl. beispielsweise seine ,,Vorlesungen iiber das 


Ikosaeder* II, 4 [das Problem der A]. 








er- 
2in 
vie 
las 
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so reduzieren, daB sie ganze Funktionen von 
f, K,’, K,*, K, K,o 
werden, und daB in dem Ausdruck o héchstens in der 2° Potenz auftritt. 
Die Glieder in Q, welche nicht durch K, teilbar sind, lauten 
Kk}, fRe~*, i sabia. K,f"~', F 
wo n<4 ist, Q hat daher die Form 
(4) Q = K,Q + of" + o,f" KA +--+ +6, 


VU, § 3. 
Wir behaupten 


CF = =---=c, =O. 


Indirekter Beweis. 
Wir nehmen an, daB 
Q—«f" 
nicht durch K, teilbar ist, daB also mindestens einer der Koeffizienten 


Chy Coys Oy 
nicht verschwindet, und leiten aus dem Ausdruck fiir Q mittels der 7 
noch 4 andere Relationen ab 
(4a) Q = K,Q, + cof + Kop +--+ + 0nKG, 
wo @ die Ziffern 3, 4, 5, 6 durchliuft. Eliminiert man aus m dieser 
neuen Formeln und der urspriinglichen die Koeffizienten 

of", cf"—* ss Cn» 
so entsteht die Relation 





Q. K,> .-- K," | 1 K,> .-- K,™ 
Qs; K,;° eux x,** | 1 . 
| tie = (@-4F") | _ 
| Q,-» ln ie = | | 1 K). ia | ae | 


| | 
= (Q—«f") (Kt K}). 

Sie kann nicht bestehen, da keiner der Faktoren rechter Hand durch 
K, teilbar ist. 

VI, § 4. 
Da in Q die Glieder 
f"-1K,8, f°-2K,§, - +, K,3" 

nicht vorkommen, so kommen darin nur zweierlei Glieder vor: 

1) Produkte f* K3", 

2) Produkte, welche den Faktor K, K, haben. 
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Wir bezeichnen das Aggregat der ersten mit Q und das der letzteren 
mit K, K,Q® und erhalten 


(5) Q= QO + KK, Q. 
Sowohl Q® als auch K, K,Q® sind Formen Q; das letztere Produkt hat 
den Faktor U (VII, § 6), so daB die letzte Formel in 
Q= G+ TEM 
iibergeht. Q() hat den Grad 6(n—2)*—12. Man findet durch die 
gleiche Behandlung dafiir eine Formel: 
QP = QM +eU 
wo Q{” ein (Q) und ¢ eine numerische Konstante ist. 
Durch Eintragung erhalten wir 


Q= QO + QMU +0, 


also eine ganze Funktion von 
me 
f, &,°, U. 


VII, § 5. 
Die P, deren Grad > 24 ist, lassen sich ebenfalls in der Form 
P= KP, + of" + ¢,K,3f"-'+---+¢,K,*" 
schreiben, nur daB x > 4 ist. Um sie in diese Form zu bringen, reduziert 
man sie mittels der Formel 
(7e= a | ee 0. 
Die weitere Behandlung ist die gleiche, wie die der ¥. 


VI, § 6. 
Nach diesem Satze sind die ® ganze Funktionen von 


A U, Ps» 


Pp, ein Aggregat von f? und U, 
p; ein Aggregat von f* und /U, 
p, ein Aggregat von f*, f?U und U*. 


u. a. ist 


Wir gehen dazu iiber, die Formeln (1), (2), (3) zu beweisen. 


VI, § 7. 
ZK® ist vom Grade 12, also ein Aggregat von f? und U 
2K*+¢0+ ef? =0. 


In den beiden speziellen Punkten von VI, § 1 hat man 











ren 


hat 


die 


rt 
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2K*+6yY—5rU=0; f=0, 


zK¢—"+t4p_o; U=0. 


Mithin ist = p—< 
¢, = 6Y—5r; “ses 


2K + 6yV—bru—*+* po. 


Vill, § 8. 
Das Produkt K*K,. ist ein P vom Grade 12, also ein Aggregat von 
K*, fR*, f*, U, 
K'+¢K?Ket+oK*f+e¢f?+¢U=0, 
f? ist nicht durch K und U® nicht durch K? teilbar, mithin ist 
¢=c,=0, 
K* + ¢,Ka+ oKf = 0, 
ZK (Ley) + 3¢,(ary)? = 0 (IV, § 9). 
Im ersten Punkte (VI, § 1) ist 
2K*(Lay)* — =a (axy)? = 0, 


also 
i: wate 28° 
' 3YV— 15’ 
Kt ~~ = Ka+ Kf =0, 
(5a) EEL — a + 3e,fut =0. 
— so 
VIL, § 9. 


Um ¢, zu berechnen, wenden wir den Q-ProzeB auf die Formel (5a) 
an und erhalten die Formeln 


16fu, + 60c,fu, = 0, (I, § 1) 
— pe ’ 
(6) K+— —_ = Ke- “ Kf=0, 
(7) ZK*L — ar «—* fut =0, 
(6a) Ka = 6V—15°K* + ve Kf, 


a= 2Y—1brwSKAL + oe fue. 
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VII, § 10. 
2K*(Laz)* = a fA, 
aie ree A+ af 
A = 6 YB EK + VE ops 
6Y—brU= f— ean 
VIII, § 11. 


Das Produkt 
K(Leaz)* 


ist ein P vom Grade 12, also ein Aggregat von 
K*, K*f, U, f*, 
K*® + ¢,K(Lex) + ¢4fK*'+eo0+ ef? =0 
f? hat nicht den Faktor K; es ist 
¢, = 0, 
K* + ¢,K(Lez)+¢fK'+c,0=0, 
2K* + ¢f?+ 6¢,U=0, 
also nach (1) 
yr? 4 > 
Gq =— ae ¢; = V— 5r, 
ret4 ’ ~ 
K* + ¢, K(Lax)* — —— fK* + V—5rU=0. 
Im ersten Punkte (VI, § 1) ist 


K*— *"_ K(Lax)?+V—5rU=0; f=0, 


5Y3 
mithin ist 
a 2rs 
, 53’ 
Kf = 57 E(Lax) + 5 Kf —y— 500 


5Y3 
2r5 2 4 7 2 
= ig Khan) + I EY -HP + oF 





‘Vai 





Pa al 
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VII, § 12. 


2K = = ~ EK*(Lea) +" +* eK y—5rf, 


EK® = = 2f” K(Laa)? + "+4 Ky —y—6r vy, 


DK = DK (= K(Laz) + "+* gp—y— 5rD). 


IX. Kapitel. 


Symbole g und h fir die mit den K und L verkniipften dritten 
Einheitswurzeln. 
IX, § 1. 
Nach IV, § 1 bestehen die Formeln 
(K, K, K,)* = 6, 
(K,, K,, K,)?=0 fir m2n. 
Wir bestimmen nunmehr im folgenden die Werte der 
(K,, K, K,)? 
in dem Falle, wo m,n, p verschiedene Zahlen bedeuten. Es sind dies: 
(K, K,K,,)® = (K, K,K,,)® = (K, K,K,,)? = — 37’, (IV, § 3) 
(K,K,K;)? = (K,K,K,)? = (K, K,K,) = (K, K,K,)? = — 3jr°, 
(K, K,K;)? = (K, K, K,)* = (K, K,K,)? = (K, K,K,)? = — 37?r*. 
Die GréBen 
(K,,K,4,)? und (L,,L,,L,) 
sind einander konjugiert. Fiihrt man nun die symbolische Bezeichnung ein: 
K,,K,)? = — Br hhh, (L,L,,L,)? = — 3s? II uIvs 


so werden diese Formeln: 


8 =—8s*?; Wh, =O fir m2n, 


und wenn m, », p verschiedene Zahlen sind, 

hy hgh, = hghyh, = hy hgh, = 1, 

hyhghs = hyhyhg = hghgh, = hhh; =), 

hghghs = hghyh, = hyhgh, = hyhyh, = 7*. 
Die Einfiihrung dieser Symbole g, h ist fiir die Durchfithrung der folgen- 
den Rechnungen auferordentlich wesentlich. 
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Die JnInJp Sind den h,,h,h, konjugiert; sind m, m, p verschiedene 

Zahlen, so ist 
(h,, h,, h,) = InInIp- 

Die Symbole g, und die Formen L, und K? sind einander kogredient 
und den Symbolen h, und den Formen K,, L? kontragredient. Aus den 
Symbolen g,,¢,9, kann man eine Form g’ und ihre Differentialquotienten 
zusammensetzen. 

Es ist: 


n=6 n=6 


—8r? > H3 + 6 (ay ya, + 152, Xe +X, Let+%,1,X,) + 62,2, > . 


n=1 n=3 
H+ 6.2, (y+ Xp.%q +H (Wy Uy +24 Xe) + j (Cy %_ +24 25)) 
+ 6.2 (Uy 1+ X5Xy tj (8g %q +H 4%q) +P? (@y%—+24%5)), 
G29, = — Br? ay? + 2a (yt Hy +s +My) + 2 (Hyary +50 q+F” (yp + XX) 
+ j (3% + X425)) 
G29 = — B77 X47 +22, (Hy +4 +4, 4+%5) + 2 (L344 %5.%p +) (Ly 5 +4 4%p) 
+)? (3 %e+X4%5)), 
G293 = — B72 x4? + 22, Hy + 2(H 45 +4 2% +45Xe) + 24, (4+)? 45 +) Xe) 
+ 224 (%.+j%5+)7%); 
G94 = — BrP HE + 2H, dy + 2 (Lys +H yXet+Xy%e) + 22, (y+)? X_+)x5) 
+ 2% (a3 +j%+J?X5), 
9295 = — Br? a5? + 2H, ty + 2 (aya, 4+ 75% +2425) + 22, (a+)? 25 +52) 
+ 225 (%e+jx3 +32), 
G29¢ = — Br? X47 + 24,2, + 2(%g4 +457; +2,x;) + 2%, (4, +72 7,+) 25) 
+ 22, (t+) 2%, +7725), 


RI: ex: 


929, = — 89X53 G.91Gq = Ly + Xt Xz + Xe, 


a= n= 
2 wy? > - > _ > ao > F ° 0 
¥ > In = — 8 > 2 + Baye + 4(ay ry +2g Hy +25 Xe +H yX3 +4 Xe+XpXe)- 
n=3 n=3 


Von den Relationen zwischen den 


InInJp Wad hhh 


= r men''p 
erwaihnen wir 


(1) GaIm Gn? = 2(h,, hh)? + 87° 9,9,92 + 8%,%, fir m2n, 
n=6 


(2) G.I2hy = 36 >'2, yy: 


n=1 


al 
a 


NAI2 


G9: 


GI 





one 


ent 
len 
fen 


—S 
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IX, § 2. 
Um die Formel (1) zu beweisen, gehen wir von der Formel 
(K, Ku)? =— P(L,+ 1,+L,+ Ly) = — 9, 
aus und wenden darauf in passender Wahl die Substitionen 2,, 2,,,, 2,,, 2 
an. So erhalten wir 
(K, KywP=—r( L,+ L,+L,4 Lf), 
(K, K,u?=—r( 1+ L4+1,4+ 1), 
(K, Kyu)? = — (7 L,+7L,+ L,+ 1); 
(K, K,u)? = —7(7L,+j L,+0,4+ L,). 
(K, Ku)? = —1°(j*L, +5 Iq +14 + Ly), 
(K, K,u? =—-—7(j 1,4+7L,+L,+ L,). 


IX, § 3. 


Sp 


Beweis der Formel oF 
n=6 


HAIN = nS = — 83? Sa- 23 +2 (>: *) 


= 87°9, 9292 + 84%, + 2 (hy hgh,)? A 


Roh, = hy, ( — 8rhe+ 2, Sh +2 (hghyAhshg) +3? (highs + lghg) +5 (lighg thighs) ) 


=16+8+4- 3 = 36, 


/ n=6 
PGIyhy = hig — 89h? + 2h, > hy +2 (Nighy + lish) +3°(lighs + lighe) +5 (isha + h)) - 


n=3 


X. Kapitel. 
Werte der > in den K, L. 


X, $1. 
Die Formel . 
a = 2V— Br SKL + +56, rful (VIII, § 9) 
lehrt uns 
a = (ffu)? 


durch die AK, ZL ausdriicken. Wir wollen nunmehr auch fiir 


(ffu)' und (ffu)' 
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(aa, u)® 
und hieraus 


a2 aj .(aa,u)(aa,v)* 

(IV, §3) ata? 
(aa,w)*(aa,v) 

(aa,u)*(aa,v)* 

(V, §1) (aa,u)*(aa,v)?(aa,w)? 
ZK? 


ZK*LL; 


ZLL;L,, 

2 KK} ((Ly2)*)* 

(aa, a, )azai 03,» 

(aa, a,)° (aa, f)aza? 1,2 a2 

(aa, a,)*(aa,ui)*(aa,u)a,03 ,a , 


(aa, a,)*(aa,u)*a2a? as 


a 1,2"23,2 


(aa, a,)*(aa,u)aza? Qs x Ca «2,2 


Aus den Formeln 


m 


analoge Formeln entwickeln. Wir erhalten 
a2 ai ,(aa,u)t = — » C2 K* TL? +> 


100 
-—-= ex LL 


ZL’ =— 


10 
2 y M 2 - 
i,2(44,U)*(aa,v)? =— = CLK *LL + =< tat(auv)?+* ee =u? v2, 
100 
= 9 CZILL,L,, 
100 
— 9 CZIL'L,, 
0 
=- ~OLLL, La- ~ © F(uvw)?, 
3 4 2 4 
= — 59 1424j,.(aa,u)* + Qu, 
3 2 
=— 5p GG, 2 (4a, u)*(aa,v)? + | at(auv)? 
+ 2u2v?, 
{00 104%), 
= a c}(aa,u)*(aa, v)?(aa,w)?+ 2(uow)?*, 
ks 8. , 
pecteaie CF (aE ay ay (aa, ya) ~ 80 ct (aa, yx)°, 
=— 10c*f, 
ams 
om 3 ef, 
= 0, 


(aa, a,)*(aa, u)as - 


(K,, K, K, 
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es t. 


3 
UL, 


=— ~ CLlK*LLBp+ > é 


eal 4 2fy2 

=— > ca— = ofus, 
10ca?a? ,(aa,u)* — = ut, 

= . efAu,. 
X, § 2. 

3u2 = TKL, (IV, § 10) 
me = — 37? hhh, (IX, § 1) 











x? 


)2 


2 
2? 
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folgen diese: 


p=6 
(3K, K,u)? = >"(K,, K, K,)L, 
p=1 
=— 3rh,h, Zh, L, 
=— 3rhyhahz, 


n=6 
3(K,,uv)? = >" (K,, K,v)*L, 
n=1 


=— Phy hi, ZhL 
=— 12m hihi» ? 


0 = hy hi, = gmgk. 


X, § 3. 
Aus der Formel (IX, § 1) 


In Im Inhe = 2 (hy Rgliz)® + 817° Gn InGat + BX pq %y 
folgen diese: 


(hn hy hi)? ae ee 47? Im Gn Gi? — 4Ly, Ty, 
(Km K,, u)*)? — Ar® gm Gn jn — 4r*L,, L,, 
(Kn K,. u)*)8 = 417° gm 9InGn Nim hn hi + 4r°L, L, him h, hy. 


X, $4. 
Aus den Formeln (V, § 1) 
(K?, Kj}, ui) = ((K, K,w)? -— > L,L,, 
(Ki, Kj, u’)° = (K, Kw)’ — © (K, K,u)*L, L,, 
(K*, K*, uf)* = ; L’, 
16 
(K', K+, us — 8 78 
erhalt man fiir m2 n 
(K3, 3, us)* —_—— 4r®g,, GnIGr hag < 1 Din Ri 


(K3, K3, u8)® = 489m gu gus Tin In hs, — 72° 78D Lig fim In 


und 


(K2, K3, uf)! =—4r8g2. gin — "9 r8L2, + 2478 Lt, 
(K2, Ki, ul)’ — 49° gh gus his hy — 72° r™ Lis hh, + 487° Lh. 
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X, § 5 
Aus der Formel 
azat = DT K(K,)? 
folgen diese: 


m=6 n=6 


a2a? ,(aa,u)'= 2 2 K,,K,(K?, K?, u®)! 


m=1 x= 


m=6 n=6 


= P 3 > Kn K,, (—4 9° dngugir _ cn re LD, L,) + 24r°§ SK*L? 
m=1n=1 
= — 4rigig,, — 28" (SKL) + 24r°EK*L? 
_ rel L? — 487%ut 
T LKL +2 


€ Pat. 


X, § 6. 


m=6 n=6 


(aa, w)® -2 2 & S, Re, 


m=1 x= 
m=6 n—-6 


ea: -> 2 (47° Gngagizhial hy — “ y* TZ, Ljhy hyhx) + 48 SL 


m=1 n= 


= 4rgignh, — = 2h, + 487° DL 
= (144r° + 48r*) SL' (IX, § 1 @)) 
=— = ZL’. 


; X, § 7. 
Schiebt man die Formel 


aia? , (aa,u)* = a CLK L +> ° ous 
viermal iiber f, so erhailt man 
a2 a} A» (ayy)! = — fF PEK za ah, + Ff 
10 . 20 , 
=— 37 DC LK +> ef (V, §3) 
= — 10c*f. 
X, § 8. 


Ersetzt man in der Formel 


aia} ,(aa,u)* (aa,v)? = —— P2K*LL, ry. — > cat(auv)? + 3 CuO 





el 


I? 
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einen Faktor a, durch (aa,u), v durch a, und multipliziert man mit 


A : 
a3, 80 wird 


ad? ,03 ,(aa,t)(aa,u)*(aa,a3)* = — cat DK (Kau) Kai 
+ > Caz (aa,u)a}, = 0. (V, $4) 
X, § 9. 


Ersetzt man in der Formel 
azai ,(aa,u)*(aa,v)? = — We2K*LL, wes » cat(aue)? + +2 cule? 
v durch a, und multipliziert man mit a},, so erhilt man 
aa? .a$ ,(aa,u)*(aa,a,)? = — * eaZDK* Lay, + Ss Ca + > ful 
=—10PSK'L+ > Ca +- > efu 
25° 20 
= —108(5 a+ - se + >a 
y= =f 
+ 5 ef (V, $3) 


=—jca— + fut. (VIII, § 8) 
X, § 10. 
Schiebt man die Formel 
(aa,a,)*(aa,v)? = - a Cl LL: 
zweimal iiber /, so wird 
af, .(aa,u)*(aa,a,) = — “ &Z1A(f, L 
=— Seek 
—— "Sd (— Fatal, .(aayu) + 2us) 


00 


2 
“i 2 4 8 
10caza; ,(aa,u)* — —- Pus. 


X, § 11. 
Aus der Formel 
(aa, v)*(aa,u)azal , = — oe ‘OK Lp L, +3 at v3 
leiten wir diese ab: 
(aa, Ay)*(Aa,U)azaz a; Ay,» =— , eat 2 K*(at, L*)* + > cAu 


z 


50 
cane, 


eAu 2t+5 — ° @Au, (V, § 7) 


10 
ane 
=> ehu,. 
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XI. Kapitel. 
Beziehungen zwischen Kovarianten von /. 
XI, § 1. 


Die Formeln des letzten Kapitels setzen uns in den Stand, eine grofe 
Anzahl von Kovarianten von f durch 


f, A, ¥v 
auszudriicken. 
Wir entwickeln die Werte von S und 7' 
S=3ef? —cA, 


S bas 
7-2 (ef—efa) 
und tragen sie in die Werte (III, § 3) der 
A,, Aw, Ay, Ai 


ein. 
So erhalten wir: 


A, = 3e°f* — 62f*A + cf?7A*? + 2A5, 

A, = 9c4f* — 128 fA + 25ef2A? — 6eAS 

A, = 3¢f* — cf*A + 24% 

A, = 3e*f* — cf*A — 243 

A, = 9etf* — 11e2f2A? + 2cA3, 

A, =—9Af* + 308 fA — 43c/2A? + BAS, 

A, =9ef* + 63f8A — 11eefta? + 12A4 

A, = 218 ft — 72e¢f7A + 398A — 10cfA3, 

bu= 5 ft—< fA, (H, § 4) 


A,=* ft—efta + cat 
Y 2 6 ’ 


Ai =y—l p+ epa—-<— far. (II, § 15) 


XI, § 2. 
Aus der Formel (X, § 1) 
Gai ,a$ ,(aa,a,)*(aa,u)® = — $ ca — . e fue 
leiten wir diese ab 





ToBe 


15) 
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2 
G30}, 23, x(4G, 4,)*(aa, ty)” = — = e(axy)®, 


steed — Bp =— Seen =— Eft, 


2 4 
azat a a .(@a,a,)*(aa, os)? i cA — 3 ef*, 
g _ 8 
A.A; 21, (AM, My)*(a a, ax)? =— cf, 


(f, oe)! = Aa — = of A 
—f-tefa. (, $4) 


XI, § 3. 
Aus der Formel (X, § 1) 
folgen diese: 1,05, 243, 2(40,t) (4a, u)? (aa,a,)? = 0 
Ay UA}, oA, x( AA, ZY) (AA, Ay)? = Aza}, 2A} 2Aey(aa, LY)* (aa,a,)* 
= (a2a? ,af ),(aa, 29)? (aa, a) 


2 sil 
=— 7 cazayaj,.(aa, xy)? (X1, § 2) 
Bea (aa, ay)* (aa, zy) a3a,a; ad, 


— 2 74 3 4 __g2g? 3 
— (aa, ay) as ,(apa,at , aja a, a} 2), 
2 
( 2 42 772 3 4 — g273 3 4 2 
(aa, 4,)*ayaza, a} 43, = Gaya, + -, casa,at ,(aa, zy)®. 
XI, § 4. 


_ 1 ‘e 
(Aa, dy)? (Ady YX) Oy A2Ai, 2Ms, yO3, x =~ (WA, My)*(Ady YX)*A2Ai,2A1,y A, x, 


ec mews 
(4d, dy)? 0201, yi, 203,2 — Ay = — | a2dyAt,2(aa, ZY), 

2 2 - c 4 - 
Gi GyAz+ = CALA, A, 2(ad, TY)?—Ays = — > abaya, e(aa, vy)’, 


azay a, = Ay — ¢(ffp—fyfy) = Sp — cara,at,.(aa,zy)*, (V, § 4) 
. 2 . 1 
AEA My dz = Ay» — Cf fy + 3 Chefy: + 3 Chyts- 


XI, § 5. 
(aaja,) (aau)ad at, a3 4 (a, (adgu) —a,(4, a54))® 
= 2(aa, ay) (aa,u) (a@a,u)*azat a}, — 2u3 
= (aa, a.) (aa,u)*arat a3 , (ay, .(aa,u) + u, (aa, a,)) — 2u8 
= — (aa,f) (aayu)azat, + ata? ,at,,(aa,a,)*(aayu)?u, — 2u2, 


Mathematische Annalen. LXI. 33 
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D om 
uy 


x (onsen) 


aa? 


21,2 


2 
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2 a? at a, 2 (a ay, a, )* (a a, uu, 


+ (aa, a.) (aa,u) a2 Us 23» (ay (a a, U) — U, (a, a,))* 


— 3 i 
—(aa,f)(aa,u)>a® a? + ; a2a? ,a$ (a 4, a,)*(aa,u)*u, 


— = (aa, d,)*(aa,u)aza? ,as ue 


= — (aa,f)(aa,u)?azay + 


=— (aa,f)(aa,u)?aza 


T 


2 


2,22 


9 


4 - 5 
2 £42 3 £9,3 
u,(— , hia se fu2)+ go fue 


2 
2 © fut 
12 — Cau, — = fut. 


XI, § 6. 
(aa,f) (aa, a) aaj 3,» =—S—cA— £ r 
10 
ae ef, 
S = 3ef*— cA. 


Aus der Formel (XI, § 4) 

Ay = as ara, oe effy _ ch yf 
leiten wir fiir Z — A? die Werte ab: 

(f, as) + = ef 8 

“ Pie 2 

— (aa, a,)° (aa, f)aza} 243, 44,2 — e(f, «*)* — 5 fa+5 


—> efA—e ( f—= cf) — 


—fa+t+ ;  eSf 


XI, § 7. 


c? 2 
3 f+ ss cfS 


— fA + > ef (8ef*—cA) 
> (fe). 


(f 


cc*)4 


XI, § 8. 


Go A 
ef-— 94 


 f(8ef?—cA) — 5 of A 


= 


cfs — . cfA. 


(X, $1) 


(X, § 1) 


efS (X1,§5) 


(X, § 1) 


(XI, § 6) 


(XI, § 2) 


(XI, § 2, 6) 








Pi 





5) 
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XII. Kapitel. 
Weitere Darstellungen von Formen ® durch die Grundformen. 
XII, § 1. 


Von weiteren Formen ® berechnen wir diese Uberschiebungen tiber 
Potenzen von «: 


9 ae | 13 
(aa, a,)*azaj, 24%, 2(ayai,y, «*)* = 7 of — 7 OPA + 34 04, 
2 1 
(aa, dy)*a20}, 2 a3, 2(a3a;,,, «*)* = — ; 1 sft + 3 e724 — = ch’, 
(fR; o®)# ~ i A’, (Ii, § 6) 


— 11 2 
atat (aa, 7)! = otf —" ofa + 2 at 


(fa) = > eft — 8c + 8 cas, 
(fufy, @)*§ = oe “a af 
(felis, @) = 5 ee ef, 


(FB, —v— SA + Hepa —% cfas, 


2 —_— : 4 5 179 
(adi, x)a(aa, 72), — Fy — Sf + 5 = + 555 £4", 


(aa, ax)® = — 20y-+ 15<8f5 — met J i += ” of A 
und die Summen: 
— 102K? ((Lax)*)? = 3/4 + ¢,(8 V3r—1) f2A + 2A, 
30¢, 2K (K}((Lya)*)*, a8)® = 12s*chy + 54r°f> — 66c,r°fA 


80 3s — 169 
15 


2K K3((Laa)’)? =< (12*stety + 978 — left 


_ 18r+3Y3 f 
va af4"), 


— 





2 fh’, 


— HEK((Les)') =6Y3 sey +3 VE" FM ps 4 aa HO PA 


+1432 fA?. 


33* 
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XII, § 2. 
Aus der Formel (XI, § 2) 
ad ata} = Ay — < (aay)? 
folgen diese: 
(aa, a,)?a? a2 ai ., 


2 4 
G2 %,2 


_ A» _— : c(aya)? + = errA 
(X11) =f f-epattar—fcp—efa+2a) +S ep 
c* 20 4. C ag 
—@h—g_ePh— Be 


. , —e © as 
(III, § 6) (f3, ac*)* = A? — 9 A? = — A’, 


eae . 2 1 2 
(fefys «*)* = fa A? he ai, nice A’. 


XII, § 3. 
Ersetzt man in der Formel 
(IIL, § 6) (a2) = udv? — & A(a,uv)?as,. 
die w und v durch a, a, und multipliziert man mit 


242 2 4 
(aa, a) Gs 2%, 2) 


so wird 
(aa, dy)*aza}, 2 a3 2(ayai,,, «*)* 
9 4 \ 
= (aa,a,)? a2a} at, (a2a3,,, — + A(aa,a,)*a4..) 
; e 20 ¢ oe ee 
(L§2) = (f-yePa—Za't+ fp aGert | cd) 


= eo . 
6 a7 POA + Bg cd* 


I 


XII, § 4. 


Ersetzt man in der Formel 
(XI, § 4) a2a,a2 a, = 4, Az + ; hufe + + Chefy: me) Chhys : 


y durch @,, 2 durch a,a, 


und multipliziert man mit 
at 


3 
Ws a, 1,2 2,2) 





pra 
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so wird 
canst (a3 ay,y, - 


= 4,0, Gee ((a,, A), + $ f.,at(aay a)? + F ata, (aa, 4;) (a, 5/) 
—cfada a, (aa, 4,)%) 
Fats ~ a? — = Sf?+ +~<ata, a, 442%, ~(@@, Ay) (a, Of) 
"+ fa(@4,43)) (IL, § 4) 
4 6 (—ef?+A) (Bef?—cA) +4 (—fydatfed.) (XL $1) 


a 


ce 


I 


— : f*+ = era ae 7 A?. 
XII, § 5. 


Schiebt man die Formel 


aha} (aa, yx) = 2f fy — 8fyfy + bf 
viermal iiber «*, so wird 


ada? (aa, 2) = 2f(f, a) — 8(fyfy, 2)! + 6(f, @*) 
=2(ger— Berd) —ZA't6- G4? (AML 82) 


=ceft— > cf? + : A’. 


XII, § 6. 
Ersetzt man in der Formel (X, § 1) 
ZK?*LL; = — ha clazaz .(aa,u)*(aa,v)? + ; at(auv)® + 2u2v2 


uw und wv durch e@& und @,%, so wird 


+ ois . 8 . 
2K*((Lex)*)? aoe aa 10 nies ae ax)? + 9 Pra 


~~ Ra(er—Berarsa)+ tra 
— 102K*((Lax)’)? = 3f* + «¢, sigitt 1) f27A + 2¢,2A2. 


XI, § 7 
Schiebt man die Formel (X, $1) 
(aa,u)* (aa,a,)*a} , = 10cazaz ,(aa,u)* — ~ cut 
viermal iiber ((@xy)*)? so erhilt man: 
(aa, «x)* (aa, ay)?a} , = 10cazaz (aa, ex) 


= e(cf*— SF cfd +5 A'). (KIL,$5) 
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XII, §. 8. 
Schiebt man die Formel: 
(aa, a,)* (aa, yX)*ad 2 = (a0, a)? 48,2 (2apat,»— 8ajards,A},2 + 6a; arai ya? -) 
viermal iiber «*, so erhalt man 
(aa, a,)*(aa, ax)*as , 


= 2(f,04)—8 (aa a,)* ae xa «(aha », 02) + 6 (aa, a,)*a a} oa,» (apa yc), 


10¢ (ft — 5 fPA+ > ; 4’) (XII, § 7) 
=2(f,a*)—8(—Left+ ef — ich?) +66 Oft— Repeat sed’), 
(f, 8)’ = 5 ft — Befta + F cht. (XII, § 3, 4) 
XII, § 9 
220,02 0 = = ara 


(fofvs 0) =F (fy! 
~8(Ler—M era), 
XII, § 10. 
(fefe, 8) = 5 ACE, a?) (IL, § 6) 
= is 4 (5 its = cf), 
XII, § 11. 

(3, 8) =—y—2 p94 spa (III, § 6) 
=v— 5 (ef'—efa)f? + ZfABer?—cA) (XI, § 1) 
=¥— Sofi + efta — Fcfdt 

XII, § 12. 
((aza¥,.)e(aa, 72)', a)’ =~ ff, 8)—3 (fefy,@)+ > (f2,0°)® (II, §5) 


al (ger —Bepat 70h?) —3 (Ge fO— si ¢f ~) 


ae 


+3 (v— SP + RePa—iefar) 


179 


11 _ 
“oP -$P +H CPD + 535 FO”. 
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XII, § 13. 
ui) (aa, @x)*= 2(f, «®)8f — 12 (fy fys, @)® + 30(fafy, «)* — 20(f,A, a*)* 
2f (> eft —3eftA+o ch!) —12 0 efa—i 1 ora?) 


jt +30( Terps — cfd’) 20(y—S f+ per a—5a cfd’) 
3 7) —— y+ 16ep—eptat ofa? 

), 

4 XU, § 14. 


Schiebt man die Formel (X, § 1) 
EKK}((Lya} = — 4 4 (a2ai, (aa, ya) — 5 (aa, ya) 


sechsmal iiber «’, so erhilt man 


ZK (K}(Lya)*), a)6 
3 ./8 on 179 
— Ha (FU— EP t OO t 55 FO") 


— 5 &(—20v4 16ef'— PD efrat | cfd?) 


6) 
= <{i2stety + 54r°f* — 66¢,7° fA + - 169 °° pas} 
XII, § 15. 
6) DKK: aaa? 
1) K(Kj((Lya)), «)°+ 2 AZK*(Laa)+ 5 fa'— fd? (V, $6) 


Anetta 2f> — 66¢,1 ope e2 :fA*) 


+30. _fa+ fe fd? (VILL, § 9) 





= 


d 5 3V3 
_ etecnagtial ar lt, ara). 
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XII, § 16. 
152 K*((Lax))* 
es oe $8 OK K2((Laa)*)? + 20f2K*((Laa)")? 
Vr (12stety + 9r*f> — Le ripta — P+ SVS op fA*) (VIL, $8) 
—2f ( 3f* + ¢ (8V3r—1) fA + 24d) 


pape (6VBscty +3 =. aes = —* of A+ 4yV3refar). 


XII. Kapitel. 


Rechnung mit Zwischenformen. 


XI, § 1. 
Die drei ersten Polaren der Form 
y = (aa,a,)*atat a}, A= dias (IU, § 2) 


und die Elementarkovarianten von 
d2 A} = (aa, dy)? dy aay, yA}, .d2,y a3 
lassen sich mittels der Formen 
QP, a 4,,; 
2c 2c 
gy = Oe — 75 fet rae 
Se as Se 
Py = Ay + ia ‘vly — lly, 
@A:(dAu) 0, 
7 i | 
UA (dAu)? = 36 0% 
d(dA&u)® = 0 


durch iibernommene Formen ausdriicken. Aus ihnen leiten wir die 
Formeln ab: 


@A?(ddyx) =< (fyfa—f fue); 
atat A, dd) (ad yz) (ad a,A, 2) = 5° (Af,—fA,), 
and A, ata (ah ya) (ad a,A, x) (ad a,, y) 
= St (— ial le + § fADy — 5 105 + oy SIR + Ayn). 





5 8) 


lie 
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XII, § 2. 


2 874  _— — 
(aa, ay) yA, A; 2%» se Py = 4,, 


1 
ao 2(3a2a%at at 3 8 qt 
Py = 3; (44, a,)* Bajazat a}, + 8a,ara, a? as .) 


3 ° 8 

= 51 Maya + 5 Ay 
2c. 

— dy — 7 (ffe— fi) (XI, § 2) 

py = : (aa, ag)* (Baeaz ay, yi xa» + 2ayazay,y a? ,d2,ya3,2) — xs a, azat (aa, Zy)* 
3 n 
= Ay — ¥ ayatat.(aa, XY)’, (XI, § 4) 
(pfu)? = (Af u)? —Z fat(afu)?. 

XIII, § 3. 


Vergleicht man die Koeffizienten der Formel 


8c, 
Ay = 9 + a (axy)y 
mit denen der Reihenentwicklung 
8\ /9 
(2) (:) 


(1) (i) 
(:) 





Ayd: = (Ard?) + — ay (Ady) (Aid?)y + 
1 
(:) () 


a ine 10 
(3) 
so erhalt man: 
A=; (dAzy)@O2=0; (dAxy)diA, =< (ary); (dAzy)*d = 0. 


(Adyx)* (A.di)y 


(Adyx)*d, 


Nach dem in I, § 3 aufgestellten Satze folgen hieraus fiir die Elementar- 
kovarianten von Ajd? die Werte: 


(dAu) dA, =0, 
(dAu)P di? = Ps ca, 
(dAujsds =O. 
XIII, § 4. 
A? d(dA yx) = (dA yx) (dQ x2) (d2A,), 


5 


— a = c((@axy)(@x2)), 
( 


2 


= (fut —fhr)- 


I 
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Schiebt man diese Formel zweimal iiber die Formen 
at(auyx)® und at(au yx) (auyy) 


in bezug auf z, u, so erhalt man die Formeln: 


atds(dd yx) (ad pa)? = * asad ,(fy4y,2—fay,y) (aa, 72) 


— a \/ 2c » . / : 
atdi(d& yx) (a yx) (aA vy) se ; asa? (fy 41,2 —F44,y) (aa, yx) (aa, vy) 
2 S 1 R xs Bb . 1 . 
sii +(- ial fet | f4dy— 2 fay + iff + 3 Af Ay. 
(III, ¢ 3.) 


XIV. Kapitel. 
Polaren von w. 
XIV, § 1. 
Die beiden ersten Polaren der Form 
v = atat ,@A,d A, (ad a,A, 2) 


lassen sich mittels dieser Formeln auf tibernommene Formen reduzieren 


(1) v, = 9, + Q(f4,—Af,), 
(2) by = Op + OfOy + Osfe — = fO5 + Osfi + afr Ay, 


wo die Koeffizienten die Werte haben 
45Q =— 21cf? + 5cA, 


29 - 45 Kr 

—; : Q, = — 273 f? + 95cA, 

29 - 45 = 159¢3¢4 3708f2A 74 2 
—- & =— 59c*f* + 370A — 65cA?, 
a a= 1598 f*— 84c°A, 

29-15 


=~ Q = — 2le*f? — Bed. 


Aus Formel (2) leiten wir diese ab: 
2c 


(vf u)? = (Of uy? + Qf(Afu)? + Qaz(afu)® — 3 (Afw). 
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XIV, § 2. 
Die beiden symbolischen Produkte 

uw i atat A, @A, a}, (aA a, 4, a), 

0, = atat A,@A, a (ad a, A, x) (ad a, 4, y) 
haben die Faktoren erster Art 
Gy 2» 4,; Ay 2 d,, d, oe» (aA a, 4, a). 
Man erhilt die Glieder ihrer ersten Polaren, wenn man je einen dieser 
Faktoren entsprechend durch 
A 


a 


x? 





ay, Gy y? y? 4, > d,, d, y» (ad a, 4, y) 
ersetzt. Die von 


a, ees) 4,, A, 2 
herriihrenden Glieder haben die Werte 
G,, = @a,at A, PA, .@ (aha, 4, x)? = ada, Ad (a 72), 


ay. 1,82 1,2°"1,2 aya 2 


Gy, — ada,at A,@A, ,d? .(aAa,4, x) (a&a,4, y) 


ry 1,222 
= aia, dA, (ad yx) (adyy), 
die von d, und d,, herriihrenden die Werte 
Gig = atat Ad, dA, a (ada,A, 2)? = atd,d,d8(ad ya)’, 
Gizy = ata}, Ad, d3d,,,d2 (aha, 4, x) (aAa,A, y) 
= ath, d, (ab yx) adypy) 
und die von (aAa,A, az) herriihrenden die Werte 
0, und O,-. 
Aus diesen Gliedern setzen sich die ersten Polaren mittels der Formeln 


zusammen: 


15y, = 0, + 5G,,+ 9G), 

29(0,), = 0, + 10G,, + 18G4,,, 

die wir auch so schreiben kinnen 

(la) 15y,- = 150, + 14(G,—0,) + 9(Gy— Gy), 
(2a) 22(0,), = 290, + 28(G., — 8,;) + 18(G..— G,,). 


XIV, § 3. 
G,, — 9, = aia, A, di (ad px)? — af, ada yx) (ad yy) 


= aA, (ad 7% (a,((aA a) — a,(ad Py) 


x 22 


= aia Ad? (ab yz) (aWy2) 


aye 


—— * (f4,—4f,), (IIL, § 3) 
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Gy, — 90, = ada, A, @(ad yx) (ad py) — afA,di (ab yy)? 


= Ad (ad py) (a,ad yx) —a,ah yy) 
= aA, da, (abyy) (ad yz) 


(8 T , &, T 
=(54-sf)fe—-plavt+ ehh (II, § 3) 
Gi, — Gy, = at, d, (ad yx)? — at A, Q(ad yz) = af(dd yx) &(adyz? 
= 97 AAP, —f4,) (XU, § 4) 


Gog — Gy, = at, d,d8(a yz) (adyy) — aA, d(adyz)(ad7y) 
= ai(dA yx) Bad yx) (adyy) 
2c i ae Sa » sae am 1 ’ 
— a (—isf*fe + g [44,— » fO, ally + 3 Af,A,) 
(XIII, § 4). 


XIV, § 4. 
Tragt man diese Werte in (la), (2a) ein, so wird: 
- To, Be , . 
15(¥,—0,) = (— 7 8+*° a) (fa,—Af,) 
=(—} Bef?—cd) +f A) (f4,—4f,) (XI, $1) 


=(—Tef?+ : cA) (f4,—Af,); 
v,=0,+ (— Fer + 5 cA) (f,—Af,) = 0, + Q(f4,—Af,), 
29((0,),—O,-) = = ((34—$f) fe—plbet 5 fi) 
| 44e(—S ery +traa,—traz+ Seg +1 ana,) 
—28 (=< (ffe-fi) (Eff) — {9(Afy—fhy) (3e*f*—c)) 
=)\+4e(—f(ffe—ff)Bef?—cA)+ = Ay — 5 £5 
+44f,4,) (XI, $1) 
[(—Tef?+ Bcd) faye +(—8e f+ FAP A—z ch) fy 


~ |-eepaz + (8ctf?— A) ffE + | AfyAy. 


XIV, § 5. 
Die Polare des Ausdruckes 
45(y, —A,) = (5cA — 21 cf?) (f4,—Af,) 
hat den Wert (XIII, § 1) 








3) 
) 
4) 
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29 - 45 (vy — (@y),) 
(fU1 Ady — eff + 2cf2) — 5Afy) (5c — 21°F?) 
—}+4A,(30c@fA, + Af, — 18-21¢f%f,) 
— f,(120cAA, — 12 -21¢/(f, + Mf,)) 
__ [11 fdyp (Ged —21e*f?) + fp(42e%f* + We*f*A— 25cA?) + 60efA} 
~ | +4 ff2(262c°A — 42c8f*) — f,A, (126 cf? + 90cA). 


XV. Kapitel. 
Einfihrung der v, w in die Formeln. 


XV, § 1. 
Nach dem im VIII. Kapitel bewiesenen Satze sind die Formen ® als 
ganze Funktionen von /, g, w darstellbar. 
Setzt man: 


y = cf?v, y= + ef 


so lassen sie sich als Produkte ausdriicken, deren einer Faktor eine Potenz 
von f ist, waihrend der andere eine ganze Funktion von v und w wird 





(Valentinerparameter). 
Den Formeln 
ZK =<f +- Ww qo (VIII, § 10) 
re - -s 2 28* 
6Y- Sr U= ia, ” ” 
4 2_ 88" 
2K (Laz) 3V— 15 ” ”? 
—102K?((Lax)®)? = 3f* + ¢, (8V3r—1) f27A + 22 A’, (XII, § 1) 
— T52K* ((Lex)*)* (XII, § 16) 
, = 
= 6Y3 sey +3 Vert ps 4 SVE — 8 6 rn 4 1a VBrsetf Ar, 
S = 3c*f? — cA, (XI, § 1) 
T= + (ef ile ef A), ” ” 
45Q = 5cA — 21c*f?, (XIV, § 1) 
a = = — 273¢ef? + 9c, ” ” 
% 45 


—— Q, =— 159cf* ot 3T0e FFA — 65cA*. ” ” 
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A, = 3¢f*—6eftd + cf*A* + 2A%, (XI, § 1) 
A, = 9ef* — 128f*A + Weef2A? — 6A, 
A, = 3¢f*—cf?A + 2A? 


A, = 3¢ft—ef*A—2A% 


A, = 9c'f§ — 11c*?f?A? + 2cA?, 
A, = — 9ctf* + 308f4A — 437A? + 6cA', 
A, = 9ef%+ 6efPA — 11e?ftA® + 12A%, 
A, = 27efi'— 2c fA + 39c8fFA? — 10cfA?, 
B,- 6fv—A, (Ul, § 3) 
B,= 36Ay — Af, 
B,, = — 6*y? + 1447 f*?y + A, A, — 24T*f*, 
By,= 18A,~— A,f?, 
By = 108yv?— 367f?y + A,fA, 
Bs = A,B, 
B,, = — @Ay* + 186A,» — A, Agf, 
B,,= 108Sfy* — 6(A,f+34,A)y + A,A,A, 
By = AgBs, 
B =—3.-6y'+2-6Tf*y? + 18(4,4,—4A,fA—24T?f*) y + A, A, 
entsprechen diese: 
6 af 4 nis 2s? \ 
ZK* = f (is Wik cv) ? 


—— r 2 9 - 
U yas! (14+2Y3sv), 
SKUL | a 
K ( aX) syal Vv, 
— 102 K*((Laz)*)? = f*(3 + 8 V3 r—1)v + 2v%), 
— T5ZDK*((Lazx)*)* 


53 V3r — 41 /s 
ee v+14y3r'e), 


= f® (v3 sw+3 >> + 
S=f(3—»), 
T= + ef(1—»), 
45 Q = c*f?(— 21 + 50) = 45°F, 
2 Q = ef'(— 2734-950) = ?-* 


29 - 45 


» 


ef? UN» 


Qs = o8f*(— 159 + 3700— 6508) — = * esptg,, 
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A, = &f*(3 — 60 + vo? + 20), 

A, = &f8(9 — 120 + 25v? — 60%), 
A, = f*(3 — v + 2v%), 

A, = &f*(3 — v — 2%), 

A, = cf*(9 — 110? + 20°), 

A, = cf*(— 9 + 30v — 430? + 60%), 
A, =cf*?(9 + 6v — 11v? + 12r‘), 
A, = &f'(2T7 — T2v + 39v? — 100°), 
By, = &f*(w — gf-°A,), 

B,, = ¢f'(6vw — eéf-*A,), 


By, = cf (— 6w*®.+ 36(1—v)w + &f- A, A, — 54(1—v)'), 
B, = &f*(8f-*A,w—ef-"A,), 
By = &f"(3w* — 9(1—v)w + &f-"A,0), 
Bs, — A,B,,, 
B,, = c'f'3(— 6vw* + 3c4f-°A,w — cif- A, A,), 
B, = &f'3(3(8—v)w? — (6 f-'A,+3ctf-*A;v)w + ci f-"A, Av), 
Bs; a A, By», 
B =f (—18*+ 108 (1—v) w?+3(chfA, A,—46f-" A, v—54 (1 —v)*)o 
+ c3f- A, As) . 
XV, § 2. 
Die absoluten Kovarianten 
t = 45073 f-°2K*(Laz)?, 
t, = 2700r?f-* 2K? ((Laz)*)*, 
t, = 40500rf-> 2 K*((Laz)*)?, 
Qs, = Cif-° Ay; agg = cif ® Ay; Gy, = Cf f-* Ag; yg — CE f-*A,; 
Qs,= Cif-° Az; dy =cf-"A,; a =o f-*A,; ay, =a f-"A,; 
by = 4f-° By; by =f" Bus by =f (By; 
bye = F-? Bigs Ogg = Eff Bog; Ogg = C8 f—? Beg; 
big = Cif Big; Ogg = CEF- Bags Ogg = cf * Byg; 
b =—6e2f-"R? 
haben die Werte: 
t = — 360rv, 
t, = — 270r?(3 + (8V3r — 1)v + 20%), 


2 3V3 17 28 
tp = — 810r (5 w-+ = + — r o+ vi ret), 
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a,= 3—v+ 20%, 

a,= 3—v— 2v’', 

a= 3— 60+ v0? + 20%, 

Gs, = 9 —12v + 25v? — 60%, 
a,= 9—I11v + 2v', 

ds, = — 9 + 300 — 430? + 60%, 


a,,= 27 — 7120+ 39v? — 100’, 

a = 9+ 6v— 1lv? + 12r+, 

b= w—a4y, 

b,,= 6vw — ay, 

bs, = — 6w*? + 36(1 —v)w + agga3, — 54(1 — v)*, 
Dig = BggQ — Age, 

be = 3w?—9(1—v)w + a,;0, 

Dsg = gg Dy, 

dys = — Gow? + 3a3,w — Ag, a5, 


bys = — 3(3—v) w? — (gs + Bay5v)t0 + Ay, M550, 
bsg = aby, 
b =— 18w* + 108 (1—v)w* + 3(a,,a,, —54(1—v)? — 4a,,v)w + a,as,. 


XVI. Kapitel. 


Die Cik- 
XVI, § 1. 
Die Formen 
D,,=12ah(aF 5 Dy—216a(af9)(aF) 5 Dy—6a(af oy? , 
Dy—2BA(AF GH); Dy=216@2A,(A7H)(A7 0); Dy—6'@A, (AFD), 
Ds, =2-6(Of 9)? ; Dy=6(Of p)(OF %) ; Dy =3-6(Of%) , 
Cr =12at(af 9)? ; Cs =216at(af p)(af v) ; Cs =6tat(af %)? , 
Cy =2GfOP 5 Cy = 216 (pf 9) (oF ¥) ; Cy=—F@fv)?  , 
Cy =2-B(vfp) 5; Cy —6 (vf p)(¥f dv) 3 Cy =3-6° (vf oP 
lassen sich mittels der Formeln 
2 2 
Py _ 4,; Gy — A, eg a thy + A ‘3 (XI, $ 1) 


¥, = 0,+ Q(f4,—Sf,); (wFu)? = (OF u)? + Qf(AFu)? + Qat(afu)? 
—<f(QFuy (XIV, $1) 
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als Aggregate der B,, darstellen. Die Formeln lauten: 

Dy = By; Dy = Byt 18fQBi; Dis = By + 127QB, + 108°C? B,,; 
Dy, = Boy; Dog = By + 36 QBa 5 Dyg = By + 12fQ By, + 1877 Q?B,,; 
Ds, = Bs; Dyg = By + 3fQ Boy 3 Dss = Byg + 367 Q By, + 547? Q?B,,; 
Cy = Dy = Buy Cy = Dy = Byt 186 QB; 

C,y = Dy = By + 12fFQB,. + 1087? Q°B,,; 

Cy, = Dy, — = D,, = By — A cf By; 


’ 2 a Sux 36 
Cp = Dy — Ti CDi = By + 3fQ By, — 11 ef By, — li cf? OB,,; 


, a : 2 24 
C.; = D,;— if Pis= By, +127QB, + 187? Q’ B, — af Bs— qe? Q*B,: 


216 
vs 11 cf* QB,,; 


Cy, = Dg + 6QFDay + 36.Q Dy = By + 6 QO, FB, + 36 Q, Bi; 
Csy = Dg, + 6 Qf Dez + 6 Q2 Diy = Bey +3 OF Bs, + 6 Qf Boy + 18QQ,/? By, 
1 + 6Q, By + 1087QQ, B,,; 
Cy3 = Dys t+ 18Q,f Des + 18 Q, Dis — = fB 
Bs; + 36/Q Bs, + 547° Q’ Bs, + 187Q, Bys + 21677 QQ, By 
+ 324/°Q? @, By + 18Q,B,s + 2167Q Q, By. + 1944779, B,, 


fB. 


2 
— 29 © 
XVI, § 2. 
Die Formen 
C= ef Cys gel Ge; Gs= ait PGs; Gq = atf—"Cy; 
Cop = °F Cog3 Cag = CFO ag3 gp = POC gs Ogg = COC gg; 
C33 = €, °F Css 
sind absolute Invarianten, also ganze Funktionen von v und w; sie lassen 
sich mittels der obigen Formeln als Aggregate der b;, ausdriicken: 
Cy = Dans Crp = Oya + 18 QD 13 Cys = dys + 12 Q,y + 108970,,53 Co, = by, — nt by 3 
2 36 
Coq = by + 3qd,, — il Dy, — li 1133 


Cag = bys + 12Gb. + 18q°b., — bs bys — = Gry — _ Poy; 

C5, = Ds, + 69,0, + 3695041; 

C52 = Dgp + 3qds, + GG, do + 189Gb, + 6Ggb,2 + 108992041; 

C53 = dys + 36 qds9 + S4q7Ds, + 189, by + 21699, bye + 324q°q, 9, + 18q9b,5 


r 2 
+ 216 qq,b,. + 19449?q.b,, — a9 2 
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XVI. Kapitel. 
Berechnung der Resolvente der &,.*) 
XVII, § 1. 
Die absoluten Kovarianten hingen nur von den Verhiltnissen der 
Uy, Ly, Us 
ab. Einfache Funktionen dieser Verhiltnisse sind 
§ = 30sf-'K°, 
n = 303 rf-?K(Laz)’. 
Aus ihnen setzen sich u. a. die Koeffizienten p, der Gleichung 
THe —§,) = a + px? + pat + pox? + px? + pot + Do, 
sowie die Potenzsummen 
Zt =s, 
zusammen. 
XVII, § 2. 
p, = — 30s; 8, = 30s; 
p, bestimmen wir aus den Formeln 


DP, = 900° s*f-* U5, 


eo : 2V3sv (EV. 28) 
L y= f2?(1+2y3sv), (XV, $1) 


es hat den Wert - 
Ds = — DV— 5 r7(1 4+ 2Y3 sv). 
s, berechnen wir aus den Formeln 
s, = 900s*f-? 2D K®, 
my ptt. op (XV. g 
=K*=f (is + sys °°) XV, §1) 
es hat den Wert 
4 2s? 
8, = 900s? (— + ——— 
"2 F (35 + 3V— 15 





cv). 


XVII, § 3. 
Aus der Formel (VIII, § 1) 


2" K(Lex)? = K*— "+4 ¢K8 4 y—5rU 
5V3 15 


*) Diese Resolvente ist bereits von Hrn. Gerbaldi in seiner dritten Mitteilung 
an den Circolo Matematico di Palermo angegeben (1900, Rendiconti Bd. XIV). 





fo 


is 
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folgt zwischen y und & die Relation 
P=7+n8+%, 


wo 
= 7+ 8s, 
— : (1+2V3s0) 
ist. 
XVII, § 4. 
Den Formeln 
ZK (Laz) = 


t = 4503 f-*2K*(Laz)’, (XV, § 2) 
t, = 2700r*f-* 5 K?((Laa)*)*, 
tp = 40500rf-° 2K*((Lex)*)* 


entsprechen diese: 


zy = 0, 
Zéy ai t, 
=1? =, 

Zér? = ,. 
XVIU, § 5. 


Aus den Formeln (XVII, § 3) 


83 = t + G82 + 4251, 
t, + 693 = s, — 24,853 + Gis, 
ty + 2qot, + G38, = 8; — 24,5, + 9355 
kann man s,, s,, s, berechnen und aus ihnen mittels der Newtonschen 
Formeln die Koeffizienten 
Po,» Ps» Pa Ps- 
Wir fiihren die Rechnung in etwas abgekiirzter Art aus. 


XVI, § 6. 
Sy = 9,5, + 6q, 
Pi = 8g + = = 4,5, + 6g, + 2prs, 
1 
Aw s z si 9 ~ a5 — 34 


= 15 (22s? + V3sv), 
P+e t+ Gitar = . (51 V3r+19) + 10V3se. 


34* 
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XVII, § 7. 
G, +P, = 7 — 22s = Wr + 11/3, 
24, + py, = 2(r—7s), 
34 +m =— 6V3 r, 
4q, +p, = — 8s*. 


XVH, § 8. 
Nach den Newtonschen Formeln ist fiir 2<n <6 
O = 8, + Pi8y_1 + PeSp_2 °° * Pa-181 + Py; 
PrPa—1 — "Py = Z(G + HE + Go) (E"-? +, 8"-* ++ - Py») 
= 2En(6"— > +p, 8"—*---py_s) + Gs (Sp +P Sn—9°**Pn—251) 
+ 92(Sp-2+P1Sn—3°**Pn—s51 + 5D, _2) 
= ZEy(B"-° +p 8" *-pya_s) — (—1) G4: Py_1 + (8—2) 49P,-2, 


1 1 
Pn = — 5 ZEn(E"—* +," *-y_s) + (@— Da +P) Pas 


a 
— = (8—n)p,_2%, 


Py=— ett Znt+P)r — =| Pid 
B= a LEn(E+D) + | (BH +P)Ps — WP», 
Ps = — + 2Ey (E+ p,§+p2) + : (44, +21) Ps — = q2Ps; 
XVII, § 9. 
Ps = — < t+ = (24; +21) Ps — ; WP; 
(XV, § 2) = 120rv + 10(r — 7s) (22s? + V3sv) — 125s(1 + 2V3sv) 


= 5(24rv + 2(r—7s) (228? + V3sv) — 25(14+2V3s0)s) 


— (80s + 773) + 3V3 (8V3s +7») - 


= 5 


XVII, ¢ 10. 


ZEy(E+D,) = Syn t+U45 + +8) 
=t+ (y, +%)t, 
Len (E+ Ep, +m) = LEn(n +15 + a +716 + Pr) 
= t+ 2y((p, +4) (N+4,§ +42) + Go+02)8) 
= + (mata + ia ++ 2 +De)t. 
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XVII, § 11. 


4 1 1 1 4 
im" p4i-Z (Py +H)t+ 15 (p, +34,)P3 — 15 Z2)2 


187°(3+(8V3r—1)v + 2v*) + 24(r—22s) rv 
(XV, § 2) = )—2)3r*(—80s+ T7V3) + 3V3(8V3s + 7)v) 
+ 10(14+2V3sv) (22s?+ Y3sv) 
= — (68 V3 r+203)—6Y3 (16r —3 V3)v+3(4 V3 r—1) 0°. 


XY, § 12. 


4 4 4 is": q 4 4 
3 Bs = Fp a Fp tah — gp (Pot Got ait U)t+ 35 (+401) Pa— = VoD s 
2 38V3s+17 , 58V8r—41 28 
2167 (sw tN Ra 8y2 
6r(5sw + ; on r vt re) 
+72r°(3+ (8V3r—1)0+2v*)(r—22s) 
(XV,§2) = 


+96rv (> (61V3r+ 19) +10V3s0) 
—8 s*(—(68/37+203)—6)3 (16r—3V/3)v+ 34 3r—1)o*) 
+10 ((14+2V3s0)(—80s+77V3)+3V3(8V3s+7)v) 
72V3w + 108r(3V3r + 17) + 21672(r—228) + 85°(68V/3 r+ 203) 
—10(80s + 77 V3) 
{367 ©3V3r—41) + 727°(8V3r—1) (7228) + 144751 V3r+ 19) 
| 44873s*(16r—3/3) +30 V3(8V3s-+7)—20V3.s(80s+-77 V3) 
+ v9 (72-28V/3rt+ 144r*(r—22 s) +480) 3—2489(4V3r—1) 


+ 180s(8V3s+7)) 
= 72 V3 w —170r— 2073 + 2V3 (10V Br + 127)v — 120 s*v?. 








XVIU, § 13. 
Trigt man diese Werte der Koeffizienten p, in die Formel XVII, § 1 
ein, so wird sie: 
TT, (@—&,) 
a® — 30sx° + 15(22s? + V3 sv)a* 
+ 5(—(80s + 77/3) + 3V3.8V3s + Tv) a* 


—) +") (—8V3r-+ 203)—6 3 (16r—8 30) +34 V3r—1)o*) a 
+f (T2V3w—170r— 2073+ 2V3AOVBr + 127)v— 1205°r*)« 
+ 5V—5r°(2V3s0 + 1) 
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XVIII. Kapitel. 
Herstellung der partiellen Differentialgleichungen. 


XVI, § 1. 
Die Differentiale der Formen 
9, ¥ 
haben die Werte 
df — 6f,. 
dp = 129,,, ° 
dy = 30y,, 


(1) 
Wir 


wird. 


d,f = 30fz2 + 5fa2» 

dp = 132 942 + 12 94,25 

dy = 870¥, 2 + 30%, .- 
wihlen f, », ~ als unabhiingige Variabeln, so dab 

d,f = d,g = d,v = 0 


XVII, § 2. 
Diese Formeln lassen sich in die eine zusammenziehen: 
Ou, Ou, OU, as 
OF d,f + op d,y > Oy dw = 0. 


Fiihrt man die Bezeichnung ein 


(2) 


ou, a np, OU, 
92 = 30 of fe a 132 ag QP ~ 870 aw Wa, 


so wird diese Formel 


(2a) dt, + Jae = 9. 
XVIII, § 3. 
R= (fy v), 
RGi2 _ (99%) faz + (90f) Pa + (9f 9) vax 
also nach (2a) 
(3) R*d,u, + (9PWhax + (Uf) Paz + (of 9) Vaz)” sand 0. 
XVIII, § 4. 
Aus dem totalen Differentiale d,w, lassen sich die partiellen Differen- 
tialquotienten 


O74, Oru, O° u, 
og?’ apow’ dy? 








mi 


In 


u. 
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mittels der Formel berechnen 





o* OU, Uy O Uy na 0? Uy, , 
du, — Ste apt + SH dg? + THs ay +2? 3 to +2 ree afdy 


+2, > Op ay. 





In der Identitat 


a°u, aru 
R? (36 a7 fit 144 4 ~“F gi, + 900 § Ow? thee 


o* (3 ” Uy 
+ sara faaVex + 120 Gen Ven) 
+ (GPW)faz + GU) Paz + (9F9)Ya2)" = 
verschwinden die Koeffizienten von 
Fix Pix Vier fax Paz? fax Vaz Pax Vaxi 
u. a. ergeben sich die Formeln 
900R? “Ys + (gf)? =0; 360R? oe ~ (gF 6) (gF ¥) = 0; 
144 R? & z = + (of ue =0 
und nach der Formel R* = cali 


(4) 25 -6-5e9 fH OM 4 (97g) =(; 10-6- 569155 . ss be *, —(9f 9) (9f ¥)=0; 


OK) Ow 


4-6-8087 O° + (gf ¥)? = 0. 


XVIII, § 5 
Wir wenden uns nun zu den absoluten Kovarianten; sie lassen sich 
nach XV, § 1 als rationale Funktionen der Valentinerparameter 
v=c¢,f-7A; w= 6Ef-°v 
ausdriicken. Die partiellen Differentialquotienten dieser beiden GréBen 
haben die Werte 
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Der Quotient 


hiingt nur von den 
von v, w. 
Seine partiellen 
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XVIII, § 6. 


~ 
u=f Fu, 


Verhialtnissen der x ab und ist daher eine Funktion 


Differentialquotienten haben die Werte: 


ou ou ov Cu Ow 1 (2 ou ee) 
= = v>—+5w 
of ev af + dw ofr ees ev + »} ? 
Cu ou ., ou Ow _ 9 0% 
Je de 2 +7 7,=—«af —s 
p Ov 6p Cw og Ov 
éu du dv , dw dw 6 f-5 Gu 
ow dv ew dwiaw Ow’ 
eo? u ov Cfu ow CFu 
= my - Fs ef-* —. 
og af (i Je 30 ow oq) = if Cv? 
a e f-9(5$ ov, ou ed) = 6ctf-? oFu 
Opew ‘4 Cv? Ow | Ovéw ow 1 Cvow? 
os a ae 
o* —6¢ 8 ( ov o = Be) = 36¢ co f-10 Om “U 
oy? 1 vow og ' dw* Ow ow? 


Aus ihnen leiten 


ab. Es wird 


(5) 


(6) 





wir die der Differentialquotienten von 





1 
u,=f*%u 
“a 1 
CU, eG ou ee) 
= u—2v— —dw— 
of f 6 Ov w)? 
o 1 a 
ou, = f* ~20u 
é@ 1 dv? 
i so 
Ou, = 6ef% 5 Ou 
ow Cw? 
1 e 
Ou, _ 18 
ag? 1 év*? 
1 e 
Ou, es Gare ore 
cpow 1 Cvew’ 
1 = 
a2 — —10 72 
au, . ofu 
ow? = 36¢f Ow 








(7) (g 
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XVIII, § 7. 
; (gf u)?. 
Nach (2) wird: 


(gf uy? — 30 + at(af w)* +1322 : us (pfu)? +870“ (pfu)? 


-fé * (s0f-4 (4 u— 209" — 510M) at (afu)? +132¢,f-2" (pF u)® 
+6-870¢/-5 2" (yf u)?) 
=f ((- 60f-*vas(af u)?+ 132¢,f-* fF u)*) 5 a 
+(—150f-"wataf w?+6- 870-87 wt) O45 7- ‘as(afu)*) 


und nach Kapitel XVI 


7— ms 11 ou 25 145 b 
(gf p)=ef°s ((- Svey+ | es) oe + (— ey Un +o tu) 5 + zs eum), 


e 


_~ 


25 45 Ce) ou 5 ) 
“+(- 36 412 +! 36 “8 dw + 216 12" ’ 


> > 


(7) (9f 9) (97 ¥)= oft ‘(-: ig V2 + 35 = tal 


u 


25 45 \ 4 5 
(of ¥)=cf"s “(-2 ios °“13 + 398 5°) 5 dot (<3 916 1s + 3 g0% cus) 5a +r 4s u) 


XVIII, § 8. 
Tragt man in Formel (2) fiir die GréBen 


ae sone Fe zyer (GF), (9F 9) (9F¥), (9F¥) 


ihre Werte aus (6) und (7) ein und ersetzt man u durch die Variable y, 
so erhilt man die partiellen Differentialgleichungen 


aty 5 11 25 145 y 5 
b ay — (= Gs — 2 aaa) 52+ ( Fras * eas) SY — S40 


o? 7) 5 éy 1 
b—2- = (~ ves + = ¢) 3 Yt (— 5 wes +: 3 0) 50+ i2°e 


y 6 11 oy 29 dy 1 
b-4= (= VC — 35 Cx) ay ( 3 Wey — 7H Cm) Do 10 9- 
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Sie haben die allgemeine Lésung 
/ 
u=f_ ; (tly 24 + tly ay + tts ’g) 
und die Partikularlésungen 
1 1 1 


f “Hy, f * ta, A *s,. 
Mit der expliziten Angabe dieser Differentialgleichungen ist das Re- 
sultat, welches Herr Lachtin 1902 im 56°" Bande der Math. Annalen 
gegeben hat, in der hier beabsichtigten Weise vervollstindigt. 


Erlangen, im Herbst 1905. 
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Uber einen Satz von Tschebyschef. 
Von 


Epmunp Lanpav in Berlin. 


$1. 

Es bezeichne f(x) die Anzahl der Primzahlen < x, welche die Form 
4n +3 haben, g(x) die Anzahl der Primzahlen 4n+1< 2. Dann ist 
nach einem schon von Dirichlet*) vermuteten, aber erst von Herrn 
de la Vallée Poussin*™) bewiesenen Satze 

im f) 2 

nm g@) 1 
Diese Gleichung folgt nimlich unmittelbar aus Herrn de la Vallée 
Poussins***) Relationen 





(1) te 2.2? ee Se. 
r=@ os 2 r=x ad 2 
log x log a 
Da 
‘ a (2) 
li Li (x) ait 
: log x 


ist, wo Li(x) den Integrallogarithmus von x bedeutet, lassen sich die 
Gleichungen (1) auch so schreiben: 


ga Oa 2 ae ‘ 
ee 0-580) -* See 


*) ,Beweis des Satzes, daB jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren 
erstes Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, unend- 
lich viele Primzahlen enthilt‘, Abhandlungen der Kéniglich PreuSischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, 1837, S. 45; Werke, Bd. 1, 1889, S. 315. 

**) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers‘, Annales de 
la Société Scientifique de Bruxelles, Bd. 20, Teil 2, 1896, S. 281—362. 

***) 1. ¢., S. 360, Gleichung (13). 
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Kiirzlich habe ich*) nachgewiesen, daB sogar fiir jedes m 


_ wa oa a - log” x 
Tim ne. x (f(z) a Li (z)) as 0, Jim ve. x (9(2) a Li (2) = 0 
ist. Hieraus folgt 
- log” x 
lim —- 


(f(x) —g(a)) =. 


Die Differenz f(x) — g(x) ist also fiir «= oo von geringerer GréfBen- 


x 


ordnung als f(x), als g(x) und sogar als 
stante bezeichnet. 

Uber das Vorzeichen von f(x) — g(x), sowie iiber die Frage nach 
einer unteren Schranke fiir die GréBenordnung dieser Differenz liefern 
diese asymptotischen Resultate offenbar keinen AufschluB. 

In dieser Richtung liegt nun ein Satz, den Tschebyschef**) im 
Jahre 1853 ohne Beweis in folgendem Wortlaut veréffentlicht hat: 

Si de la totalité des nombres premiers de la forme 4n +3, on retranche 
celle des nombres premiers de la forme 4n +1, et que Von divise ensuite 


x ° ° 
+» WO m irgend eine Kon- 
log” x So 


cette différence par la quantité _, on trouvera plusieurs valeurs de x 
5 
telles, que ce quotient s'approchera de Vunité aussi prés qu’on le voudra. 
Tschebyschef spricht also in sehr klaren Worten folgenden Satz aus: 
Wenn zwei positive GriBen 0 und x, gegeben sind, so gibt es oberhalb x, 
ein = £(0, 2%), so daB die Ungleichung 


‘6 f(x) — 9@) 

(2) “ae —1/ <6 
log x 

erfiillt ist. 

Dieser Satz ist zuerst im Jahre 1891 von Herrn Phragmén***) 
bewiesen worden, mit Anwendung der Theorie der Funktionen complexen 
Argumentes und insbesondere eines funktionentheoretischen Hilfssatzes, 
den der Verfasser zu diesem Zweck entwickelt hat. 

Dies ist zur Zeit der einzige Beweis des Tschebyschefschen Satzes. 
Um diese Behauptung zu rechtfertigen, muf ich eine Reihe anderer 


*) ,,Uber die Primzahlen einer arithmetischen Progression“, Sitzungsberichte der 
Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaft- 
liche Klasse, Bd. 112, Abt. 2*, 1903, S. 532, Gleichung (48). 

**) Lettre de M. le professeur Tchébychev & M. Fuss, sur un nouveau 
théoréme relatif aux nombres premiers contenus dans les formes 4n-+ 1 et 4n-—+ 3°, 
Bulletin de la classe physico-mathématique de l’Académie Impériale des Sciences, 
Bd. 11, St. Petersburg, 8S. 208; (Euvres, Bd. 1, 1899, S. 697. 

***) Sur le logarithme intégral et la fonction f(x) de Riemann‘, Ofversigt af 
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar, Stockholm, Bd. 48, 8. 599—616. 
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Arbeiten besprechen, welche sich mit dem Gegenstand beschiftigen und 
vermeintliche Beweise des Tschebyschefschen Satzes enthalten. 

I) Polignac*) hat im Jahre 1859 eine Untersuchung iiber die Ver- 
teilung der Primzahlen 4n + 1 und 4n+ 3 veréffentlicht, in welcher er 
den Tschebyschefschen Satz zu beweisen glaubt. Er bildet richtig eine 
Identitét, auf welche auch Tschebyschef im Briefe an Fuss anspielt; sie 
ist eine Verallgemeinerung derjenigen, welche den friiheren unabhingig 
entstandenen Untersuchungen von Tschebyschef und Polignac iiber die 
Verteilung der Primzahlen zugrunde liegt. Polignacs SchluBfolgerungen 
aus jener Identitiit sind jedoch heuristischer Natur und enthalten im 
iibrigen nicht einmal dem Wortlaut nach das zu beweisende Resultat, 


welches Polignac nur in der unscharfen Form zitiert: ,,pour x trés-grand, | 


le premier terme de la différence des nombres premiers de la forme 
= 6 
4n+3 et 4n+ 1 est nad : 
It) Im Jahre 1896 hat Herr C esaro**) eine Abhandlung iiber unseren 
Gegenstand verdffentlicht. Seine Schliisse enthalten jedoch am Anfang 
eine auch beim heutigen Stande der Wissenschaft unausfiillbare Liicke. 
Der Verfasser setzt nimlich als selbstverstindlich voraus, daB die unend- 
liche Reihe 


p+i 
S 1 1 1 1 wis . 
(3) o@ a ~8 i ws - aa 3 at aa 
3 5 7 11 : Pp 


wo p alle ungeraden Primzahlen durchlauft, fir reelle s > + konvergiert. 


Tatsiichlich weif man iiber diese Reihe, welche offenbar fiir #t(s) > 1 
konvergiert, nur noch durch Herrn Mertens***), daB sie fiir s =1 kon- 
vergiert, d. h. daB die Reihe 


1 1 1 1 
) poet 


konvergent ist, und durch Herrn de la Vallée Poussin*+), da sie fir 
alle s mit reellem Teil 1 konvergiert. 
Ubrigens ist Herrn Cesiro, wie er am Anfang}+) bemerkt, bei der 


*) Nouvelles recherches sur les nombres premiers (suite)‘*, Comptes rendus 
hebdomadaires des séances de l’'Académie des Sciences, Paris, Bd. 49, S. 386—387. 
**) Sulla distribuzione dei numeri primi‘, Rendiconti dell’ Accademia delle 
scienze fisiche e matematiche di Napoli, Ser. 3, Bd. 2, 8. 297ff. 
“**) Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 78, 1874, 8. 55—56. 
+) Vergl. die auf S. 527, Anm. **) zitierte Arbeit, 8.361. Es folgt ohne weiteres 
aus dem dort mit 5° bezeichneten Satze. 
++) lo ¢., 8. 297. 
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Veréffentlichung seiner Arbeit die Tschebyschefsche Note aus dem Jahre 
1853 unzugiinglich gewesen; er hatte nur eine spiatere Abhandlung*) von 
Tschebyschef gelesen, welche die obige priizise Formulierung des Satzes 
nicht enthalt, sondern nur die sehr populiire Aussage: ,J y a une dif- 
férence notable dans la répartition des nombres premiers, des deux formes 
4n+3,4n +1: la premiére forme en contient beaucoup plus que la seconde.“ 
Es ist — von der Liicke im Beweise ganz abgesehen — der in der Un- 
gleichung (2) bestehende Tschebyschefsche Satz nicht in vollem Umfang 
in Herrn Cesaros Arbeit entwickelt. Herr Cesaro ist also im Irrtum, 
wenn er spiter**) unter genauer Wiedergabe der betreffenden Stelle aus 
Tschebyschefs Brief an Fuss meint, zu dem Satz in seiner Arbeit gelangt 
zu sein. 
Da einmal von der Reihe (4) 


1 


a 
T 


ee 
. 11 


1) = 


1 
5 
die Rede war, benutze ich diese Gelegenheit zu einigen historischen Mit- 


teilungen iiber dieselbe, welche mehrere verbreitete Irrtiimer richtig stellen 
sollen. Schon Euler***) hatte mit dem Produkte 


1 
al ae — 
, 7s? 
Pp 

gerechnet, ohne dessen Konvergenz zu beweisen, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, ohne die Konvergenz der Reihe (4) zu beweisen. Dieser 
unendlichen Reihe widmete Euler — gleichfalls ohne Riicksicht auf die 
Konvergenzfrage — spiiter eine besondere Abhandlungy}). Merkwiirdiger- 
weise operiert auch Tschebyschef in einer Arbeit}+) aus dem Jahre 1851 
mit der Reihe (4), ohne ihre Konvergenz zu beweisen. Tatsiichlich 


*) Sur une transformation de séries numériques‘*, Nouvelle correspondance 
mathématique, Bd. 4, 1878, S. 305 ff. 
™) L’intermédiaire des mathématiciens, Bd. 7, 1900, S. 3886—387. 
**) Introductio in analysin infinitorum“, Bd. 1, Lausanne, 1748, S. 241. 
1 1 1 1 1 1 
a = e ee > a as 
+) ,.De summa seriei ex numeris primis formatae 3 é _ ; ~ 41 ~~ 18 17 
1 


TI etc. ubi numeri primi formae 4 — 1 habent signum positivum, 


1 1 1 
+ 35 +33 — a9 + 


formae autem 4n-+ 1 signum negativum“, Opuscula analytica, Bd. 2, St. Petersburg, 
1785, S. 240ff.; commentationes arithmeticae collectae, Bd. 2, St. Petersburg, 1849, 
S. 116 ff. 

++) ,,Note sur différentes séries“, Journal de mathématiques pures et appliquées, 
Ser. 1, Bd. 16, S. 343—346; Cuvres, Bd. 1, 8. 105—108. 
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begriindet Tschebyschef an jener Stelle héchstens die Existenz des Grenz- 

wertes 

pa =e a 

©) = a ae a 

wo s von rechts an 1 heranriickt, und er bestimmt diese Konstante 

numerisch auf mehrere Dezimalstellen genau*). Wenn die Konvergenz 

der Reihe (4) festgestellt ist, so ist ihr Wert tatsichlich gleich jener Zahl (5). 
Nun ist ja, wie schon oben**) bemerkt, von Herrn Mertens die Kon- 

vergenz der Reihe (4) bewiesen worden, so da alle hieraus friiher ge- 

zogenen Schliisse gerechtfertigt sind. Folgende Griinde lassen jedoch die 

Entscheidung der Frage nach dem wahren Konvergenzbereich der Reihe 

ui 1 


(3) 3° rape 58 + ———~* ? 


insbesondere die etwaige Bestiitigung der Vermutung ihrer Konvergenz 
1 
fiir s>- 


>» als in weiter Ferne liegend erscheinen. Wenn die Reihe fiir 
s> + konvergiert, so konvergiert sie — als Dirichletsche Reihe — in 


allen Punkten der Halbebene %(s) > < - Dasselbe gilt alsdann auch von 
der unendlichen Reihe 





da die Zusatzreihe Pp 


es 
x(- ae | 
2s 3s 
p *P F 

in jener Halbebene konvergiert. Also wiirde das Produkt 


fiir R(s) > ; konvergieren und eine regulire, nicht verschwindende ana- 
lytische Funktion von s darstellen. Die fiir R(s)>1 giiltige Gleichung 


: —_— > sy 1 
(6) L—~i +o: = Beene i 
role Pe, id 


*) Dieser Wert findet sich auch schon in der auf 8S. 530, Anm. +) zitierten 
Eulerschen Abhandlung auf S. 254 bezw. 8. 125. 
**) 5. S. 529. 
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wiirde also fiir R(s) > ~ gelten und zeigen, daB die fiir R(s) > 0 kon- 
vergente unendliche Reihe in (6) in der Halbebene %i(s) > = nirgends 


verschwindet. Der etwaige Nachweis der Richtigkeit dieser Vermutung 
wire ein analoges, also wohl ebenso schwieriges Problem wie die Ent- 
scheidung der zur Zeit noch offenen Frage, ob wirklich die Riemannsche 


Zetafunktion in der Halbebene Si(s) > = von 0 verschieden ist. 


Herr Torelli glaubte neuerdings im Kap. 11 seiner groBen Mono- 
graphie*) iiber das Primzahlproblem den Beweis der Richtigkeit der 
Gleichung (6), also der Konvergenz des darin rechts auftretenden Pro- 
duktes fiir alle reellen s > 0 erbracht zu haben. Er entwickelt nimlich 
dort vermeintlich allgemein fiir s > 0 die Gleichung 


7 = z(m) — mr 
(7) ao -[]- xp)? 
n=1 P mae OF 
P 
wo z(”) ein vom Hauptcharakter verschiedener Charakter modulo JM ist**). 


Schon aus der Konvergenz des Produktes in (7) fiir alle >> wiirde 
die Konvergenz der Reihe 


(8) SY 
Pp 


fiir s> ; folgen, also fiir R(s) > , , also die Richtigkeit der Gleichung (7) 
fiir R(s) > ; und das Nichtverschwinden der Reihe 


(9) L(s) = Se? 
n=1 


fiir R(s) >> ***). Jedoch enthilt Herrn Torellis Beweisfiihrung einen 


unheilbaren Fehlschlu8+). Aus der Tatsache, daB eine gewisse Funktion 
G(a) fiir jedes konstante m die Gleichung 


*) Sulla totalita dei numeri primi fino ad un limite assegnato“, Atti della 
R. Accademia delle science fisiche e matematiche di Napoli, Ser. 2, Bd. 11, 1901. 
**) Im vorliegenden Fall ist M = 4. 
***) Dies bemerkt Herr Torelli nicht einmal und schlieBt (1. c., 8. 158) aus (7) 
nur: ,@lle Nullstellen der Reihe (9), deren reeller Teil zwischen 0 und 1 liegt, sind 
nicht reell.* 


+) lL ¢., 8.157, Z. 9—10. 
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lim (G(a+m) — G(a)) = 0 


erfiillt, schlieBt niimlich der Verfasser, dab lim G(x) existiert. 


Die irrtiimliche Annahme, die Gleichung (7) sei fiir irgend ein s<1 
bewiesen, findet sich noch in einer kiirzlich erschienenen Notiz von 
Herrn Pellet*). Die Schliisse, welche derselbe aus (7) zieht, sind daher 
unzulissig. 

Ich erwihne noch, da8 ich im SchluBparagraphen meiner Arbeit**) 
iiber die arithmetische Progression den Nachweis gefiihrt habe, daB die 
unendliche Reihe 


] m 
(10) Zz vee 
Pp 


fiir jedes reelle m und jedes s mit dem reellen Teil 1 konvergiert. 
Wire fiir irgend ein s<1 die Konvergenz der Reihe (8) bekannt, so 
wiirde diese Reihe (8) fiir den in der Konvergenzhalbebene gelegenen Punkt 
s=1+ ti gliedweise differentiierbar sein; die Konvergenz von (10) wire 
also fiir jedes ganzzahlige positive m, also fiir jedes reelle m selbstver- 
stindlich, und ich hitte einen iiberfliissigen analytischen Apparat auf- 
geboten. Aus diesem Grunde habe ich hier Wert darauf gelegt, die 
Unrichtigkeit aller bisherigen Begriindungen der Konvergenz von (8) fiir 
irgend ein s<1 zu konstatieren. Ich darf hinzufiigen, daB ich den 
Herren Cesaro und Torelli von meinen Einwiinden schon vor einiger Zeit 
Kenntnis gegeben habe, und daB sie die Berechtigung derselben an- 
erkennen***), 

ILf) Herr Torelli bemerkt in einer Notey+) aus dem Jahre 1902, der 
Tschebyschefsche Satz iiber die Verteilung der Primzahlen 4n+ 1 und 
4n + 3 folge als Korollar aus Herrn Poincarés}}) Untersuchungen iiber 
die komplexen Primzahlen a + bi. Dies ist jedoch nicht der Fall. Herr 
Poincaré beweist nur diejenigen Siitze, die man spiiter zu der Folgerung 

im [ _ 
z=a 9 (2) 
*) Sur un théoréme de Lejeune-Dirichlet“, Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de l’Académie des Sciences, Paris, Bd. 136, 1903, S. 1235—1236. 

**) 1c. (vergl. S. 528, Anm. *)), S. 5833—535. 

*“**) Vergl. auch die entsprechende Mitteilung Herrn Torellis am Ende der 
Rezension von Herrn Vecchi iiber sein Buch, Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche, Bd. 6, 1903, 8. 48. 

+) Sur quelques théorémes de M. Poincaré sur les idéaux premiers‘, Rendi- 
conti del circolo matematico di Palermo, Bd. 16, S. 100. 

+7) ,.Extension aux nombres premiers complexes des théormes de M. Tchebicheff*, 

Journal de mathématiques pures et appliquées, Ser. 4, Bd. 8, 1892, S. 26 ff. 
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verschirft hat und deren Wortlaut symmetrisch in den beiden Primzahl- 
arten 4x + 1 und 4n + 3 ist, da nur die Glieder héchster GréBenordnung 
betrachtet werden. 

Im folgenden beabsichtige ich nun einen neuen Beweis des Tscheby- 
schefschen Satzes mitzuteilen, welcher einfacher ist als der Phragménsche. 
Ich beginne damit, in § 2 einen allgemeinen Satz iiber Dirichletsche 
Reihen zu entwickeln, der auch an sich von Interesse erscheint. In § 3 
beweise ich dann unter Anwendung dieses Hilfssatzes den Tschebyschef- 
schen Satz. In § 4 ziehe ich einige andere Folgerungen aus den analy- 
tischen Hilfsbetrachtungen. 


g 2. 


Wenn eine Potenzreihe 


(11) P(x) = ay taet--++a,a"+--- 


mit endlichem Konvergenzradius R vorgelegt ist, so folgt bekanntlich 
ohne spezielle Voraussetzungen aus der Tatsache, da8 die Reihe in einem 
bestimmten Punkte auf dem Konvergenzkreise konvergiert oder divergiert, 
nichts iiber die Frage, ob jener Punkt ein reguliirer oder singuliirer Punkt 
der durch die Reihe definierten analytischen Funktion ist. Es kann sich 
eben in beiden Fiillen beides ereignen. Manchmal jedoch kann man aus 
den Koeffizienten der Reihe Folgerungen iiber die analytische Natur eines 
Randpunktes ziehen; in dieser Richtung liegen ja zahlreiche Arbeiten der 
neueren Zeit. Liner der einfachsten Siitze dieser Art lautet: 
Sind alle Koeffizienten von einer gewissen Stelle an positiv, ist also 


a, >O fir n>m, 
so ist der positive Punkt x = R des Konvergenzkreises sicher singuldr, mag 
die Reihe dort konvergieren oder nicht. 

Dieser Satz wurde trotz seiner Einfachheit zuerst im Jahre 1893 
von Herrn Vivanti*) ausgesprochen. Ein Beweis wurde etwa gleich- 
zeitig von Herrn Pringsheim**) verdffentlicht; derselbe lautet folgender- 
mafen. £ = re?’ sei irgend ein Punkt im Konvergenzkreise. Dann ist 


5B) |=| D'(Z)ae-is D(s) ar 


fir n>m 
ran rn 


*) ,,Sulle serie di potenze“, Rivista di matematica, Bd. 3, 8. 112. 

**) .Uber Functionen, welche in gewissen Punkten endliche Differentialquo- 
tienten jeder endlichen Ordnung, aber keine Taylorsche Reihenentwickelung besitzen‘, 
Mathematische Annalen, Bd. 44, 1894, 8. 42. 











D 


(1 


ea nmaes q mw 








TT aTlUCOrlUC OOhllhCUMOOhUCUL UCU hlhUCS:S 











Ein Satz von Tschebyschef. 535 


Die Koeffizienten der in der Umgebung von § = re?’ fiir konstantes 
r (2. Br= = ) giiltigen Potenzreihe 


(12) Bee) = Da PO w— 
n=0 

erreichen also von dem Index » =m ab durchweg ihre Maximalwerte, wenn 
gerade p= 0, =r ist. Daher ist der Konvergenzkreis der Reihe (12) fiir 
keine Stelle & mit dem absoluten Betrage r kleiner als fiir § =r selbst; 
da auf dem Konvergenzkreise 2|= R der urspriinglichen Reihe minde- 
stens eine singulire Stelle liegen mu, da also mindestens einer der Kon- 
vergenzkreise von (12) fiir § = re?! gerade den Radius R—r haben mub, 
so muB dies sicher fiir den auf § =r beziiglichen der Fall sein, d. h. 
«x = R ist eine singulire Stelle. 

Derselbe Beweis steht auch in den Biichern von Herrn Hadamard*) 
und Herrn Vivanti.**) 

Ein anderer Beweis des Satzes lautet folgendermaBen: Es sei be- 
stiindig a, >0; dies ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da es 
sich — unter der Voraussetzung a, > 0 fir n >m — stets durch Ad- 
dition einer ganzen rationalen Funktion erreichen lit. Gesetzt, der 
Punkt 2 = R wire reguliir, dann hiitte die in der Umgebung von =r 


(0 <r<kh, 2zBr= 3) gebildete Potenzreihe 


(13) J Dare 


ven 


einen Konvergenzradius 9 > R—r. Es sei R+>p irgend eine Zah] 
zwischen R und r + g, also O< p<r+o—R. Dann wire die Reihe (13) 
fir «= R+p konvergent. Diese Reihe 


> > (*) a,r’-"(R +p —r)" 


n=U0 V=n 


ist eine Doppelreihe mit positiven Gliedern, lat sich also beliebig ordnen, 
Es wiire also die durch Vertauschung der Summationsfolge entstehende 
Reihe 


Sor SoC Sere 7- Secon 


r=0 n=0 v=0 v=0 


*) ,,La série de Taylor et son prolongement analytique“, Paris 1901, 8 21. 
**) Teoria delle funzioni analitiche, Muiland 1901, S. 369—370; deutsche Aus- 
gabe von Gutzmer (Leipzig, 1906), S. 399. 


35* 











536 E. Lanpav. 


konvergent, d. h. die Potenzreihe (11) wiirde in dem auferhalb ihres Kon- 
vergenzkreises gelegenen Punkte R + p konvergieren. 

Dieser Beweis hat vor dem ersten den Vorzug, daB er den Satz von 
der Existenz eines singuliren Punktes auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises einer Potenzreihe nicht voraussetzt; aber schlieBlich ist es ja 
gleichgiiltig, ob man den einen oder anderen Weg einschlagt. 

Ganz anders verhilt es sich, wenn man die analogen Fragen fiir 
Dirichletsche Reihen untersucht, d. h. fiir Reihen von der Form 


a 
Oa ee a, 
F(s) = > n* 
F(s) = > a,,¢~4n*, 


n=1 


oder allgemeiner 


wo 4,, 4,,--+ eine monoton ins Unendliche wachsende Folge positiver 
GréBen ist. Bekanntlich ist das Konvergenzgebiet einer solechen Reihe — 
von den beiden extremen Fallen abgesehen, daB die Reihe nirgends oder 
iiberall konvergiert — eine Halbebene, d. h. es gibt eine bestimmte reelle 
Zahl o, so dab die Reihe fiir R(s) <6 divergiert, dagegen fiir R(s) > 6 
konvergiert und (wegen der gleichmaBigen Konvergenz in einer gewissen 
Umgebung jeder Stelle dieser Halbebene) eine analytische Funktion dar- 
stellt. Das Verhalten auf der ,,Grenzgeraden“ bleibt ebenso unbestimmt, 
wie das Verhalten der Potenzreihen (die ja fiir 4, = einen Spezialfall 
der Dirichletschen Reihen darstellen) auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises. Nun ist aber bekanntlich auf der Grenzgeraden Ri(s) =o einer 
Dirichletschen Reihe nicht notwendig eine singuliire Stelle der durch sie 
in der Halbebene %i(s)>o definierten analytischen Funktion gelegen; 
z. B. hat die Dirichletsche Reihe 


1 1 1 


die Grenzgerade R(s) = 0 und stellt doch eine ganze transzendente Funk- 


tion, niamlich (1 ~ =) £(s), dar. Wenn also fir Dirichletsche Reihen ein 


analoger Satz zu dem obigen Satze iiber Potenzreihen vorhanden ist, so 
wiirde sicher die erste der beiden angefiihrten Beweismethoden versagen. 
Tatsichlich ist aber, wie nunmehr gezeigt werden soll, die zweite Me- 
thode imstande, den Satz zu beweisen: 

Wenn alle Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe von einer gewissen 
Stelle an positiv sind, so ist der reelle Punkt ihrer Grenzgeraden eine sin- 
auldre Stelle der Funktion. 
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Zum Beweise darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen 
werden, daB alle Koeffizienten a, der gegebenen Reihe 


ao 


(14) F(s) = >) ae 


n=1 


positiv sind, da man anderenfalls (wenn nur fiir n>m a, > 0 ist) dies 
durch Addition einer ganzen transzendenten Funktion 


> b,e7 4n* 
n=1 


stets erreichen kann. Gesetzt nun, es sei die reelle Stelle o der Grenz- 
geraden reguliir, so wiirde, wenn o, irgend eine Zahl >o ist (z. B. 
6, =6+1) die Potenzreihe in der Umgebung von s = 6, 

5 : 1 i(m) / n S) 1 ~ —dy o. n n 
(15) P 3 5 FF (6,) (8 —6,)"= >) 5 > ae (— a,)"(8— 4) 

n=0 n=0 v=1 

einen Konvergenzradius 9 >6,—o haben. Es sei 6 —p irgend eine 
Zahl zwischen 6, —@ und 6, also 0<p<o@—(o6,—<6). Dann konver- 
giert die Reihe (15) fiir s = 6 —p; d. h. die unendliche Doppelreihe 


a=0 


v=1 
mit positiven Gliedern konvergiert, also auch die durch Vertauschung der 
Summationsfolge entstehende Reihe 


> : > 'F 
a,e~ 4% 57 (4,6, — 6 + p))” = > a,e~4v% ety (1-9 +P) 


v=1 ra=0 = v=1 
_ a a,e~ Ay (o- ?); 
v=1 
d. h. die gegebene Dirichlet’sche Reihe (14) wiirde in dem links von der 
Grenzgeraden gelegenen Punkte s = 6 — p konvergieren. 

Der hier bewiesene Satz ist, so viel ich weiB, bisher nirgends aus- 
gesprochen oder angewendet worden. Es wird sich im folgenden zeigen, 
daB er manche bekannte Untersuchungen wesentlich abzukiirzen gestattet. 
Dabei wird namentlich folgende Fassung angewendet werden: 

Wenn von einer Dirichletschen Reihe, deren Koeffizienten von einer ge- 
wissen Stelle an positiv sind, bekannt ist, daB sie mindestens fiir R(s) > ¢ 
konvergiert, und daB die durch sie dargestellte Funktion auf der Strecke 
6) <8<6 sich regulir verhdlt (wo 6, irgend eine reelle Zahl <6 ist), so 
konvergiert die Reihe mindestens in der Halbebene R(s) > 6o. 
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Dies folgt tatsiichlich aus dem Satze. Denn nach ihm kann die 
Abszisse « der Grenzgeraden der Reihe nicht >, sein, da sonst « eine 
singulire Stelle der Funktion wire; « ist also — oo oder endlich und <o,, 
d. h. die Reihe konvergiert (mindestens) fiir R(s)>o, und stellt in dieser 
Halbebene eine reguliire Funktion dar. 


g 3. 
Es mégen F,(s) und F,(s) die Dirichletschen Reihen 


: ey 1 1 1 


n=0 


_ A 20 
F,(8) = @npip te te 
n=0 
bezeichnen. Die Grenzgerade der ersteren ist R(s)=1, der letzteren 
R(s)= 0; ferner ist F,(s) fir 0<s<1 von Null verschieden, da die 
Glieder monoton abnehmen und abwechselndes Vorzeichen besitzen. Ferner 


ist fir R(s)>1 
(16) F() -[]-*;, 


- - 2 
p 
1 
(17) F,(s) = I] re 
war a Se 
p 


wo p alle ungeraden Primzahlen durchliuft. Aus (17) folgt, daB fiir 
R(s)>1 


p-1 e=t 


log (0) = — Doe (1 Se i ee 


p vp 
-1 


Pp 
+2 C2 A ; mt.) 


ist. Die letzte wie ist in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der 
Halbebene R(s) > - gleichmaBig konvergent, stellt also eine in dieser 
Halbebene reguliire Funktion dar. Im — mégen in fortlaufender 
Nummerierung unter R,(s), R,(s), --- Funktionen rear ences werden, 


welche in der Halbebene R(s)>1 und fiir reelle s >= regular sind. 
Dann ist also fiir R(s) > 1 


te 


log F,(s) = 2 = >} + 72! p 5+ R,(s), 
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also, da nach dem oben Bemerkten 


log F, (8) = Py(s) 


ist, 
e-* 


(18) a cy ial => rc + R,(s). 
P P 
Nun folgt aus (16) 
log F, (2s) = — ps log (1-3) -> * + >) (> zs eos -) 
_ ie P P 


. 1 
- >’ p™ + R,(s); 


Pp 


F,(s) = (1— 3) &(8) 


bekanntlich fiir s = 1 einen Pol erster Ordnung besitzt, ist 


da 


log F,(2s) = — log(s — 5) + R,(s), 


also 
1 


1 
= = — log (s = 3) + R,(s); 
Pp 
dies ergibt, in (18) eingesetzt, 


p-1 
(19) = oo = 5 log (s— 5) + R,(s). 
Pp 


Die Gleichung (19) zeigt, daB s = — 


Dirichletsche Reihe 


eine singulare Stelle der durch die 


2-3 


v 


(20) ses 4 


Pp 


definierten Funktion ist; die Abszisse der Grenzgeraden der Reihe (20) ist 
also zwischen ss (inkl.) und 1 (inkl.) gelegen; sie lat sich zurzeit nicht 


bestimmen*), und die Kenntnis ihres Wertes ist, wie sich zeigen wird, 
erfreulicherweise fiir den vorliegenden Zweck unerheblich. 


Ich setze nun 
g(x) = f(x) — 9(@), 
wo f(x) und g(x) die auf 8.527 angegebenen Bedeutungen haben; (x) 


*) Vergl. S. 531—532. 
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ist also der Uberschu8 der Anzahl der Primzahlen 4m + 3 < a iiber die 
Anzahl der Primzahlen 4m+1< 2. Es ist offenbar 
= 1 fiir Primzahlen » = 4m + 3, 
y(n) — p(n —1) ) =—1 fiir Primzahlen n = 4m + 1, 
= 0 fiir andere Zahlen, 
und es ergibt sich fiir #(s) >1 


p-1 


= 


> (—y * _ > @(n) — o(n—1) 
p a — n? 
Pp 


n=2 


Durch partielle Summation erhilt man 


> Fi) = a ~) -> p(n) (= ~~ (n + 7) + ore 


n=2 n=e 


wegen ; 
p(«)|<a 
ist fiir R(s)> 1 
. 9 (x) 
Jim ea —% 
also 
go-1 
(— »,- mS 
(21) a --> 9”) (aay): 
Pp n=2 
Nun ist 
att u 
1 q 
(22) ~ dae cra, a i —s(s +1) J auf 553 
es konvergiert 
9 (”) 
neti 


fiir R(s) > 1; auBerdem ist wegen 


n+1 n+ 


v s\-|s-+1 
sera fan f <|s\-|s+1)- fea foi Reps < Re +2 


die Reihe 
oo att u 
P p(n) s(s + 1) fav f 
n=2 b n ‘ 


in einer gewissen Umgebung jeder Stelle der Halbebene i(s) > 0 gleich- 
miBig konvergent; aus (21) und (22) ergibt sich also 
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pes 
Soe -- SG + RR. 
P n=e 
also in Se mit (19) 
(23) 57 2) _ _ 1 jog (s—1) + BGs). 


n=2 


Ferner ist fiir R(s) >> 


a . 1 
yM->-1--3- 


=2 =2 
_— . 3 log n % 


& @ 


-fz 3 ds 


- 2 
rina ££ “2 .* 


-* J — fi (s+ >) ds +s—1l, 
1 


a? 2 
n=" n* logn 











also, da £(s) im Punkte s=1 einen Pol erster Ordnung mit dem Re- 
siduum 1 hat, 


ai Vn 
1 1 , 
(24) - — . = — leg (s - +) + Ryo(s). 
(24) werde von (23) subtrahiert: 
Vn 


g (n) — 


(5) en _ (1 — 4) tog (s— 1) + Bx 


= : (s - 3) log (s _ +) + (8). 


Da bei Anniiherung von rechts 


= (s— >) log (s— 3) =0 


2 


ist, so folgt aus (25), wenn 


p(n) — na = ¥(n) 


gesetzt wird: die durch die mindestens fiir R(s) > 1 konvergente Dirich- 
letsche Reihe 

. w ‘ 
(26) oe 


n=2 


definierte analytische Funktion ¥(s) ist fiir > <8 <1 reguliir und hat 


in s= + eine singulire Stelle; jedoch nithert sich bei Anniherung von 


rechts an diesen Punkt die Funktion einem endlichen Grenzwert. 


i 
: 
i 
\ 
| 
\j 
} 
f 
) 
t 
4 





542 E. Lanpav. 


Der zu beweisende Tschebyschefsche Satz sagt nun aus: wenn 0 eine 
beliebig gegebene positive GréBe ist, so ist unendlich oft 


@(n) 





—1 n) 
Vn =" 
log n 
also ‘ 
. Vn Vn . Yn 
a log n < v(m) — log n <6 GS 
Vu Vn 
(27) =7 logn <¥(n)<d logn- 


Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daB weder fiir alle m von 
irgend einer Stelle an 


3 Vn 
(28) v(n) >d Ges 
noch fiir alle hinreichend groBen » 
; Vn 
(29) v(n) << —9 bax 


sein kann. Denn, wenn dies bewiesen ist, schlieBt man weiter so: wire 
(27) nicht unendlich oft erfiillt, so wiire fiir alle » von einer gewissen 


Stelle an der Quotient y(n) : Le auBerhalb des Intervalles von — 6 (exkl.) 


bis 0 (exkl.) gelegen. Wenn nun aber das Argument sich um 1 ver- 
mehrt, so iindert sich dieser Quotient um eine GréBe, welche fiir n= oo 
den Grenzwert 0 hat, also fiir alle hinreichend groBen » kleiner als 20 
ist; es ist namlich 
p(n) <n, p(n) —g(n—1)=1, O oder —1 

und folglich 

| om+1) om) | _ | ott) _— om) 

Ynt1 Yn || Ywtl Yn 
log(n+1) logn log (n+ 1) log x 


ar = (w+1) log (n +1) on log n \ | 
= | (p(n+1)—g(n)) — ra + o(n) (Vara 1 ) 


< ee (n+}) — $e*) | 
Swell ti ire (oye =o i 


log (n+ 1) 1 log (n+ 1) log(m+1) , 1 log (n+ 1) 
= +n (—- r | Sis : 
Vn+1 nyn 2nYn 





yn+i | yn 2Vn 


Also wiire unter der Annahme, daB der Tschebyschefsche Satz falsch ist, 
entweder (28) oder (29) von einer gewissen Stelle an erfiillt. 
Gesetzt nun, die Ungleichung (28) sei fiir alle » > m erfillt. Dann 
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wiren alle Koeffizienten der Dirichletschen Reihe (26) von einer gewissen 
Stelle an positiv; die Anwendung des Satzes in § 2 ergibt also, daB die 
Abszisse 6 der Grenzgeraden von (26) nicht > ; sein kénnte. Denn 
nach dem auf 8. 541 Gefundenen ist die durch (26) definierte Funktion 
fiir = <s<l regulir. Aus 6 < , wiirde 6 = ~ folgen, da ja die durch 
die Reihe definierte Funktion im Punkte . singulir ist. In diesem Punkte 


divergiert die Reihe (26) und zwar nach + oo, da fiir » > ~m ihr all- 


gemeines Glied 
em 8 
log n 


wire. Die nunmehr fiir 9i(s) > = durch die Dirichletsche Reihe 


2 = ap (n) 
(26) n* +1 


dargestellte Funktion ¥(s) wiichst infolgedessen offenbar bei Anniherung 
von rechts an s = = iiber alle Grenzen. Denn nach Annahme von g 
gibt es ein y= v(g), so dab » >m und 


a 





2 
nag 


w (n) w(n) 
lim arti ->" 


= os 


ist. Da nun 


ist, so wiire fiir = eo< = + « (wo ¢ nach Annahme von g passend be- 
7 20 w (n) 
wnt <s 
p(n) 
Yihes 


>: = >J 


a=? 


stimmbar ist) 


n=2 


also 


und a fortiori 


¥(s) wichst also bei Anniherung an s = + von rechts tiber alle Grenzen; 


» 


SS SS 
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dies steht aber im Widerspruch damit, daB nach 8. 541 Y(s) bei jener 
Anniaherung gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. 

Genau ebenso ergibt sich, daf die Ungleichung (29) nicht fiir alle 
hinreichend groBen » erfiillt sem kann, und damit ist der Tschebyschef- 
sche Satz bewiesen. 

Offenbar folgt ebenso, daB unendlich oft sogar 

fn) — 9) é 
Ya | Tog log 
log n 
sein muB; denn die Annahme 
me dVn 
v(n) 2 log n log log n 


fiihrt wegen der Divergenz von 


ins] 
ey went 
n log n log log n 


n=2 


zu demselben Widerspruch wie oben (28). 


§ 4. 


Es sei hier noch eine andere Anwendung des Hilfssatzes in § 2 an- 
gegeben. Es vereinfachen sich durch ihn die Untersuchungen, welche 
Herr Erhard Schmidt*) iiber die Verteilung der Primzahlen angestellt 
hat; es wird nimlich die Anwendung eines Satzes von Herrn von Koch**) 
und damit der tieferen Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion 
entbehrlich. Dieser von Kochsche Satz lautet: 

Unter der Annahme, daB die komplexen Nullstellen von §(s) séimtlich 


den reellen Teil ; haben, ist fiir «> 2 


z 


F(a) ” ] bey < Const. Vz log x, 


wo F(a) die Anzahl der Primzahlen < x bezeichnet. 

*) Uber die Anzahl der Primzahlen unter gegebener Grenze‘‘, Mathematische 
Annalen, Bd. 57, 1903, S.195—204. Herrn Schmidts Sitze verschiirfen die ihnlich 
lautenden Ungleichungen, zu denen vordem schon Herr Phragmén gelangt war, vergl. 
dessen auf S. 528, Anm. ***) zitierte Abhandlung und seine Arbeit: ,Sur une loi de 
symmétrie relative & certaines formules asymptotiques, Ofversigt af Kong]. Vetenskaps- 
Akademiens Férhandlingar, Bd. 58, 1901, S. 189—202. 

**) Sur la distribution des nombres premiers“, Acta mathematica, Bd. 24, 
1901, S. 182. ; 
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Herr Schmidt beweist nun den Satz*): 
Wenn alle komplexen Nullstellen von §(s) den reellen Teil — + haben*), 


so ist oberhalb jeder Schranke die Ungleichung 


(30) f(a) — St, dy -_ 1 Ve 


Tog y 29 logaz 
erfiillbar , wo f(x) durch die Gleichung 


1 1 
f(a) = F(a) + + F(a®) + 4 F(a) +>. 
definiert ist. 
Um dies zu beweisen, setzt er 


92) = 1a) — Sybe 


n=a2 


versteht unter », bezw. n, die Zahlen, fiir welche p(n) >0 beaw. p(n) <0 
ist, und entwickelt zuniichst die mindestens fiir R(s) > 1 giiltige Glei- 
chung ***) 


(31) oy , log n, a ie oe log n, — A’ (s) 


+3 ‘ft ro +0 s))as— + (i +89)); 


wo a irgend eine reelle Zahl >1 ist und A’(s) eine fiir R(s) >0 reguliire 
Funktion bezeichnet. Da ¢ a + §(s) sich im Punkte s=1 regular ver- 
hilt und da bekanntlich fir O<s<1 £€(s)+0 ist, liBt sich (31) kurz 
so schreiben: 

(32) a log n, = aa log n, + G(s), 


wo G(s) fir reelle s >0, also insbesondere fiir = <s<l1_ regulir ist. 


*) Ich zitiere hier einen Teil des bei Herrn Schmidt mit I. bezeichneten Satzes. 
**) Fiir den Fall, daB ¢(s) Nullstellen mit reellem Teil >> besitzt, beweist 


Herr Schmidt die Richtigkeit der Ungleichung (30) wesentlich elementarer. Ubrigens 
mache ich in der Beweisanordnung des Textes keinen Gebrauch von jener Annahme 
tiber die Nullstellen. Vielmehr wird sich aus der — als unrichtig nachzuweisenden — 


Annahme (33) von selbst ergeben, daB alsdann £(s) fiir Rs) >> von Null ver- 
schieden - wire. 
***) 1. ¢., 8. 200, Gleichung (7). 
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Herr Schmidt nimmt nun — um daraus einen Widerspruch herzuleiten — 
an, daB fiir alle hinreichend groBen x 


(33) — 9(m) <0 sr 


ist, wo ¢ eine positive Konstante bezeichnet. Daraus folgt die Kon- 
vergenz der Summe auf der rechten Seite von (31) und (32) fir 
R(s) > > Um nun schlieBen zu kénnen, daB auch die Summe auf der 


linken Seite von (31) und (32) fiir R(s) > + konvergiert, und dann ge- 


wisse Grenziibergiinge gegen die Gerade R(s) = >: ausfiihren zu diirfen, 

wendet Herr Schmidt die aus dem von Kochschen Satze folgende Relation 
p(n.) < Const. Yn, log n, 

an. ‘Tatsichlich kann man aber mit alleiniger Anwendung des Hilfssatzes 

in § 2 folgendermaBen schlieBen. Die fiir R(s)>1 durch die Dirichlet- 

sche Reihe 


my 


mit positiven Koeffizienten definierte Funktion ist fiir =< $<1 reguliir; 


also konvergiert diese Dirichletsche Reihe fiir R(s) >>: Jetzt kann 


der Beweis des Satzes auf 8. 545 weitergehen wie bei Herrn Schmidt. 
Analog zu dem Satz in § 2 lassen sich auch die analytischen Hilfs- 
siitze, welche Herr Phragmén a. a. 0.*) entwickelt, beweisen, und zwar 
so, daB ein Teil der Voraussetzungen fallen gelassen wird. Dadurch liBt 
sich z. B. der Phragménsche Beweis des Tschebysche{schen Satzes so dar- 
stellen, daB der (a. a. O. unter Benutzung der Funktionalgleichung zwischen 
den Argumenten s und 1 —s gefiihrte) Nachweis der Ungleichungen 


(s) + 0, 2 ida an +0 
fiir den Kreis |s —1|<1 entbehrlich wird. 
Jene Modifikation sei zuniichst bei dem ersten der Phragménschen 
Satze ausgefiihrt: 
Es sei p(x) eine Funktion der reellen Variabeln x, « eine Konstante 
= 1; es konvergiere das Integral 


So(2) a-*-*'ds 


*) S. seine auf S. 528, Anm. ***) zitierte Abhandlung und auch seine Note ,,Sur 
la distribution des nombres premiers“, Comptes rendus hebdomadaires des séances de 
l’Académie des Sciences, Paris, Bd. 114, 1892, S. 337—340. 
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fiir R(s)>1, und es sei die durch das Integral dargestellie Funktion an 
der Stelle s = 1 reguldr und lasse sich in eine Potenzreihe > a,(s—1)" 


entwickeln, deren Konvergenzradius >1 ist; dann kann niet fiir alle x 
von einer gewissen Stelle an 

p(x) > d 
sein, wo 0 eine positive Konstante ist. 

Der folgende Beweis dieses Satzes setzt nicht voraus, daB die Funktion 
fiir |s—1|<1 reguliir ist, sondern nur, daB sie auf dem Stiick der 
reellen Achse 0<s< 1 regular ist. 

Gesetzt, es sei von einer gewissen Stelle an (fiir alle x > 2») 


p(x) > 9; 


ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann 7,=« angenommen werden, da 


[o(@a-*da 


eine ganze transzendente Funktion ist. 
Das Integral 


J (2) ada 


divergiert, da der Integrand >da-* ist. Da nun fir jedes «>a der 
Integrand g(a) x~-*~-* mit abnehmendem reellem s zunimmt, so gibt es eine 
ganz bestimmte Zahl 6 zwischen 0 (inkl.) und 1 (inkl) derart, daB das 
Integral 


(34) F(s) =fe (x) a-*-*da 


fiir s<B divergiert, fiir s > 6 konvergiert.*) In der Halbebene R(s)> £8 
ist wegen 

ip(a)a-*-*| S p@)a-Ro-* 
sicher das Integral konvergent und zwar gleichmiBig in einer gewissen 
Umgebung jeder Stelle; (34) stellt also fir R(s) > eine regulire ana- 
lytische Funktion dar. Da 0<f<1 ist, ist nach Voraussetzung die fiir 
R(s)>1 durch das Integral (34) definierte Funktion im Punkte f reguliir. 


*) Bekanntlich l4Bt sich, auch ohne die Annahme, da8 g(a) konstantes Vorzeichen 
Pa 


—3=— 


besitzt, beweisen, daB der Konvergenzbereich des Integrals f 9 (x) x ‘dx eine 
‘@ 


Halbebene ist; aus der Konvergenz fiir s, folgt niimlich die Konvergenz fiir jedes s,, 
das die Ungleichung §(s,) > R(s,) erfiillt. 
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Es sei y irgend eine Zahl > (z. B. y= 2). Die Taylorsche Reihe 
in der Umgebung der Stelle y ist, da Differentiation unter dem Integral 
zeichen gestattet ist, 


> %(8—2" = > 2 FO (y) (8 — 


n=0 n=0 
( 1)" f a l 2 —y-1 n 
a J (2) log” xx dz(s—y)", 


n=0 a 


und ihr Konvergenzradius @ wire >y—f. Es sei B—p eine Zahl 
zwischen y—g und f, also O0< p<oe—(y—f). Dann wire 
; , 1 _ ™ 
> (6—p—r => A, f o(a) loge va-Y-1da (p+ 7-8) 
n=0 n=0 = 
konvergent, also auch, da alle Elemente positiv sind, das durch Ver- 
tauschung der Summation und Integration entstehende Integral 


x 


[o(@)a-r > . log" x(p+y—B)"dx = { p(x) a-¥—1 gloex(p+y—8) dy 


n=0 
> 
= fp(2) 2-0-9" ae; 
@ 


d. h. das Integral (34) wiirde fiir s = $— yp konvergieren, und f wiire 
gar nicht der Grenzpunkt der Konvergenz auf der reellen Achse. Also 
fiihrt die Annahme g(x)> 6 (fiir alle « >2,) zu einem Widerspruch. 

Allgemein gesprochen, geht aus diesen Entwickelungen folgende Tat- 
sache hervor: 

Es erfiille eine Funktion p(x) fiir x >a (x) wird > 1 angenommen) 
die Ungleichung 

p(x) = 0; 
es sei das Integral 


fole)e-*-*ae 


weder fiir alle reellen s, noch fiir kein reelles s konvergent, es gebe also 
ein bestimmtes B derart, daB das Integral fiir s< B divergiert, fiir s> 8B 
konvergiert. Dann ist s = 8 eine singuliire Stelle der in der Halbebene 
R(s) > B durch das Integral definierten analytischen Funktion. 

Diese Tatsache fiihrt auch mit Leichtigkeit zu einer Verschirfung 
des von Hern Phragmén*) kiirzlich bewiesenen Satzes: 


*) Vergl. die auf S. 544, Anm. *) zitierte Arbeit. 
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Es sei %=>1, (x) eine reelle Funktion von x, und es konvergiere 
das Integral 


(35) Jip(a)\art-*da 
fiir s > s); die alsdann fiir R(s) > sy durch das Integral 


(36) J[ol@)a-*- da 


definierte Funktion ®(s) sei im Kreise 's—s, <o regulir. Es sei « 
eine reelle Zahl >s,—o, k eine ganze Zahl (S 0 


) und es werde zur 
Abkiirzung 


(u} = 


. 


gesetzt; dann sind die Integrale 


u fiir u>0, 
0 fir u<O 


(37) S{e@)} a-*- (log x)-* da 
und 
(38) J (= 9(@)) a-#* (log 2)-* de 


entweder beide konvergent oder beide divergent. 

Die folgende Beweisanordnung setzt nur voraus, daB die Funktion 
(s) auf der geradlinigen Strecke s, >s > s) — 9 regular ist, nicht, da 
sie im ganzen Kreise |s — s)| < 9 reguliir ist. 

Es sei etwa das Integral (37) fiir ein spezielles Wertepaar a, k 
konvergent; dann soll bewiesen werden, daB (38) konvergiert. 

Durch k-malige Integration bezw. Differentiation des Integrals (36) 
ergibt sich, daB das Integral 


[p(x)a-*- (log x)-* da 
in der Halbebene R(s) > s, eine reguliire Funktion Y(s) darstellt; dieselbe 
ist zufolge der Voraussetzung liings der Strecke s, >s > fortsetzbar.*) 
Das Integral 


J { y(x)} «~*~! (log «)-* da 


stellt wegen der Konvergenz von (35) fiir R(s)>s, gleichfalls eine 
regulire Funktion dar, die wegen der Konvergenz von (37) fir s>a 
regular ist. 


*) Falls «=, ist, heift dies, daB die Funktion im Punkte s, regulir ist. 
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Da nun 
i— (x)} = | p@)} — o@) 
ist, sc folgt aus dem vorigen: die fiir {i(s) >s, durch das Integral 


(39) {l= @) a" (log 2)-* ax 


definierte Funktion ist fiir reelle s>« reguliir. Nach dem Satze auf S. 548 
ist also der Grenzpunkt 8 der Konvergenz fiir das Integral (39) nicht gréBer 
als a, also entweder — co oder endlich und <«. Falls 6 =— oo oder 
B<« ist, so ist (39) fiir s=a@ konvergent und die Behauptung ist be- 
wiesen. Falls 6 = « ist, muf (39) auch fiir sa konvergieren. Denn 
sonst wiirde das Integral 


J { — »(x)} a-*-1 (log x)-* dx 


gegen + oo divergieren; in der fiir s > giiltigen Gleichung 


¥(s) =| { y(x)} a-*-* (log 2)-* dx — {i — y(x)} 2-*-* (log x)-* dx 
wiirde also bei Abnahme von s zu « das erste Integral gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergieren und das zweite gegen + co divergieren, 
in Widerspruch damit, daB die Funktion ¥(s) im Punkte @ reguliir ist, 
also bei jeder Anniherung an diesen Punkt einen Grenzwert besitzt. 


Berlin, den 6. Juni 1905. 




















G. Herctorz. Analytische Fortsetzung Dirichletscher Reihen. 


Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen. 
Von 


G. Hereworz in Gottingen. 


Zeichnet man in das ebene Gitter aller ganzen Zahlen (a,b) eine ge- 
schlossene, den Nullpunkt O(0,0) umgebende Kurve C ein, die durch 
jeden von O nach einem Gitterpunkte P hinlaufenden Halbstrahl nur in 
einem Punkte @ geschnitten wird, und bildet die fiir R(s) > 1 konver- 
gente, tiber alle Gitterpunkte, (0, 0) ausgenommen, zu erstreckende Summe: 


(1) Ms)= >) (%), R=OP, r=08, 
a,b 

so ist, wie Herr Minkowski*) in seiner Gediichtnisrede auf Dirichlet 
bemerkt, in den beiden von Dirichlet zur Ermittelung von 

lim (s — 1) a (Aa? + 2Bab + Cb%)-* 
verwandten Hilfssiitzen**) der allgemeine Satz enthalten, daB 
(2) lim (s — 1) M(s) = F = Flicheninhalt der Kurve C 

s=1 


ist. Beziiglich dieser ,makroskopischen Flicheninhaltsbestimmung* hat 
Herr Minkowski a. a. O. den weiteren Satz ausgesprochen, daB M(s), analog 
dem Riemannschen £(s), eine in der ganzen Ebene, den Punkt s = 1 aus- 
genommen, reguliire Funktion ist, in s = 1 aber einen einfachen Pol be- 
sitzt, dessen Residuum dann nach (2) eben der Flicheninhalt von C ist. 

Fiir den Fall einer durchaus analytischen Kurve C soll nun im fol- 
genden ein Beweis der analytischen Fortsetzbarkeit von M/ (s) angegeben 


werden, aus dem zugleich fiir lim | (2) —- — | ein Ausdruck resultiert, 


s=l 


aus welchem der von Kronecker***) fiir die eben erwihnte spezielle 
Reihe gegebene als einfaches Korrolar folgt. 


*) Jahresbericht d. Deutschen Math.-Ver., Bd. XIV, 1905, pg. 158—159. 
**) Anwend. d. Inf. Anal. a. Zahlentheorie, § 1. Crelle 19. 
***) Berliner Berichte 1863. 
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§ 1. 
Uber die analytische Fortsetzung von M(s). 


Von der Kurve C mége noch speziell vorausgesetzt werden, daB in 
ihrer Polargleichung: 
(3) r = f(®) 
f(9) eine Funktion der Periode 27 sei, die in einem schmalen die reelle 
@-Achse in sich enthaltenden Bande regulir sein soll.*) Da man nun 
wegen r > 0 voraussetzen darf, es liege auch in diesem Bande kein Null- 
punkt von (9), so wird gleiches auch von r™* = f*(®) gelten, und daher 
fiir die Koeffizienten der Fourierentwicklung: 


(4) f*(90) = > (A, (s) cos n® + B, (s) sin nO) 
0 

sein: 

(dD) A,,(s)| << Me", | Bi(s)|< Me", «<1, 


wobei man betreffs der von » unabhingigen GréBen M, a iiberdies an- 
nehmen kann, sie seien auch von s unabhingig, wofern dieses blo auf 
irgend ein endliches Gebiet, etwa |s|< S, beschrinkt wird. Denkt man 
nun bis auf weiteres noch R(s) > 1, so folgt aus: 


f (a ctg “) 4 
(6) aie [ Vaart “2 |, Rs)>1 


durch Verwendung von (4) und Anderung der Summationsfolge 


(7) M(s) = >’ A,(s) Z(s, 0), »=0, 4, 8, 12, 16, -- 


n 


cos n arctg 2 
(8) Z(s,n)= > arr? =R@>! 
a,b 

indem alle Sinussummen identisch verschwinden, und von den Kosinus- 
summen jene, in denen » durch 4 unteilbar ist. Von der Reihe (7) soll 
jetzt hinterher gezeigt werden, daB sie fiir alle s|' < S gleichmaBig kon- 
vergiert, also die Fortsetzung von M(s) liefert. Hierzu ist zuniichst die 
Fortsetzbarkeit von Z(s,) festzustellen, und das Verhalten dieser Funk- 
tion bei unendlich wachsendem » zu ermitteln. Schreibt man die Summe 
(8) zuniichst in der Form: 


*) Hierfiir geniigt es, daB C iiberall analytisch ist und 4 eine endliche obere 
Grenze besitzt. 








(1 
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(9) Z(s, n) = 2€ (2s) +2 2 > wel 


n 


n 
p=s—<, q=st%, 


so wird die Integralformel: 


an — 1 1 
P(g —1)2 nae BD O_o ae. Seen 
(10) J [e+ lili iii | leaps + Gar] 
1 
‘ a: 1 F(p+49) 1 _ 
= 2Pt+; 3 . ~S 
F(p) F(q) le + bi)?a—bit @a— bi? (a a+ casks all 





durch Summation iiber a,b offenbar einen Integralausdruck fiir Z(s, 2) 
liefern. Doch ist hierbei noch einige Vorsicht zu gebrauchen, weil die 
dann unter dem Integral auftretende Reihe fiir z= oo selbst nicht mehr 
konvergiert. Setzt man also zur Abkiirzung: 


oo +e 
2s) 1 
(11) 148) = Gos >) > arpa R(s)>1, R(e) +0. 
1 —@ 


(12) g(2) = (2 + 1e(@— 1 + @—1P E+) 
so wird man aus (10) zuniichst folgern: 
.—-1 (py) Tq) SN “Me 1 _ (2%)** [i . 
_ (p+ 9) ed 33 (a + bi)” (a — bi? P(2s) : a2) 1, tan 
(13) 


‘= +> S capt . 


Die Bestimmung des Grenzwertes rechts, welche hier wohl unter- 


driickt werden darf, ergibt: me ; §(2s—-1), so daB man nach (9) und (13) 
erhalt: 
a < o«. r(2s—1 s— 1) 
(8, 0) = 2¢ (28) + ary — 
r (s+ ») r(s—*) 
4x78 


rm a yf 100 s)dz, R(s)> 


r (s+ ")r(s—%) 


Um hier vorerst fiir z(z,s) eine fiir alle s giiltige Darstellung zu 
erlangen, kann man die Doppelsumme (11), die ja fiir ganzzahliges posi- 


(14) 


1 


(18) 
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tives s eine bekannte Transzendente darstellt, etwa unter Zuhilfenahme der 
[-Funktion in eine einfache Summe verwandeln. Auf diese Weise erhilt 
man: 


= 42s-1 ; 
(15) 6,3) = DF savy» B)>0 
oder 
' 1 1 , 
(16) u(4, 8) = 5— 4, log B (a, 8), 
(17) g(z,s)— J Pa-ecy*, Re) >0. 


1 

Die Formel (15) zeigt, daB y(z,s) in der rechten z-Halbebene fiir 
alle Werte von s eine dort iiberall regulire Funktion ist, welche wie 
e~*** gegen Null herabsinkt, wenn z auf der reellen Achse nach 
+ co geht. 

Um nunmehr in (14) auch fiir Z(s,m) eine fiir alle s giiltige Dar- 
stellung zu haben, hat man den von z=1 nach z= -+ co gehenden 
Integrationsweg in bekannter Weise durch eine von 2=-+ oo aus um 
z=+1 positiv herumgelegte Schleife zu ersetzen, deren beide gerad- 
linigen Teile man mit der reellen z-Achse wird zusammenfallen lassen. 
So wird nach einer leicht zu ersehenden Umformung von [ (s — ) der 
endgiiltige Ausdruck fiir Z(s,) gefunden: 


, dant G49) 
Z(s, n) = 26 (28) + 5-3 —— — F (28 — 1)$ (28 — 1) 
6G +9 
- ae ci _ 
hae ; 2 } . ; s+4-2\ * yum th * | 
— 2in*—le- #8 —_“ ff y(z,s)(2*— 1)'-"| (- + (- dz. 
r(} +s) ’ ? | (5) re, 7 
Aus demselben laBt sich sofort ablesen: fiir n= 4, 8, 12,--- ist 


Z(s,n) eime ganze transzendente Funktion von s, fiir » =O dagegen ist 
Z(s,0) —. = , eine solche. 

Es folgt aus ihm aber noch weiter, daB fiir jedes 6 > 1: 
(19) lim B-" Z(s, n) = 0 


r= 


ist. 
Beziiglich der beiden ersten Terme (18) leuchtet dies wegen 


Go), 
(344 


f= (3) "a +9) 
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unmittelbar ein; um das gleiche beziiglich des dritten Termes zu er- 
kennen, waihle man als krummlinigen Teil der Integrationsschleife den 


Kreis es =p’, wo f’ der Ungleichung VB > 6’ >1 geniige. Dann 


|z+1 7 e—1/|2 
|@—1 7 +1 

da nach den Eigenschaften von y(z, s) das Integral J | (4, 8) (22 — 1)*-"da| 
einen endlichen von » unabhiingigen Wert besitzt, konvergiert der dritte Term 


ist fiir den ganzen Integrationsweg sicher < 2p", und 


1— 2% 2 
in B-"Z(s, ) wie ( ") (5) gegen Null. 

Da nun, wie man sich leicht tiberzeugt, (19) gleichmiBig fir all 
|s| <8 statt hat, so wird zu jedem 6 > 1, n’ so gewihlt werden kénnen, 
dab: 

(20) | Z(s,n)|<p, n>n, |s|<8 
ist. 

Wihlit man £ speziell so, daB «fB <1, so folgt aus (5), daB die 
Reihe (7) tatsiichlich fiir alle |s| < S gleichmifig konvergiert, und daher 
die analytische Fortsetzung von M(s) liefert. Mit Riicksicht auf das Ver- 
halten von Z(s,n) ist also M(s) tiberall, s=1 ausgenommen, reguliir, 
und hat fiir s = 1 einen einfachen Pol mit dem Residuum: 


(21) xAy(1)—=+ f rdO=F. 
; 


Noch sei nebenbei bemerkt, daB wegen: 


A,(0)=1, A,(0)=90, n>0, 2(0,0)=26(0)=—1 
folgt 


(22) M(0) =—1, 
also unabhangig von der Ausgangskurve C ist. 


g§ 2. 
Uber die fiir Z(s, x) geltende Funktionalgleichung. 


Analog dem Riemannschen {(s) besteht auch zwischen Z(s,») und 
Z(1 —s,n) eine Beziehung, die man wohl am raschesten einer zweiten 
Integraldarstellung entnimmt. Um zu dieser zu gelangen, schreibe man 


Z(s,) in der Form: 


(23) Z(s,n) = Zz ee 
oo @tpoy? 
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und benutze hier die beiden Gleichungen: 


zt : s+ 1 
; a ee —*. e~ a+ Vlas - dz, R (s + = ) P 0, 
gt? r(* + s) . 
(24) @+* 2: e 


0 
vy _ fan date " 
a+ vip [2 | 
( ) n y=0 


Hierdurch geht, wenn noch zur Abkiirzung gesetzt wird: 


+@ 


(25) O(a, y) = dle ##= 008 Ay, 
oe ‘d” O(a, y) - O(a, yi) 
uv, x) = a - F ; 7 ” 0, 
oe ae 
(x) = O(z, 0) - O(a, 0) —1, 
die Summe (23) iiber in: 
Z( ) ot . ( ) s+ -1 1 I ( 4 0 
- $s, %) = —-— v,(“%)2% ~ dz tis+ —)>0. 
(27) r(s ‘. *) / ? 2 


0 
Nun ergibt aber die Transformation der $-Funktionen, daB 


(28) a(t, 4)o(t,“) —20(@,y)0(, yi) 


a2? 4 2’? 2 
ist, und dies liefert nach (26) fiir w(x) die Relation: 
W, (—) = gtly (2), n>O0 
(29) 
Wy (*) = £Y(x4)+a4—1. 
Zerlegt man daher jetzt das Integral in (27) in zwei, eines von 0 bis 1 
und eines von 1 bis oo, ersetzt im ersten # durch . und wendet (29) 


an, so ergibt sich, s = > + té gesetzt, die fiir alle s giiltige zweite 


Integraldarstellung von Z(s, »): 
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a” [ors 
Ls, n) => -- /: > wy, (x) cos (tlgx)dz, n>O0, 
rs +8), 
(30) . 
4 : 
Z(s,0) = raf? 2 (x) cos (t lg x) dx — yo 
(e+ 7)r© 


Da hier die Integrale gerade Funktionen von ¢ sind, so flieBt hieraus 
die gesuchte Beziehung: 


n n 
(31) e+) As; Pes at Z(1—s,n). 


“eins 


§ 3. 
Uber den Wert von L—lim(M(s)— ;*,)- 
s=1 a 


Aus der Darstellung (7) von M(s) folgt, da fiir nahe an 1 liegende 


22 
s-Werte: A)(s) = | rd = = F+; = f r* lg 7? dO ist, zuniichst: 
0 


0 
(82) L—lim (11(s) —, Aw Pim (2(3,0)—-*;) 4 : fi: lg °d@ + 


+ >) 4,(1)Z(1, m), n= 4, 8, 12, ---. 


Diese Gleichung gestattet nun eine erhebliche Zusammenziehung, wenn 
man auf die speziellen Werte von Z(s,”) Riicksicht nimmt. Vorab ergibt 
(18) fir »n>0, s=1: 


20 : . x? ia , 42% ; | e+)" z—1 
38) ze) — +e fries | + 


n 


= | 
\dz. 

Hier ist nun der Integrand eindeutig geworden, die Integrations- 

schleife kann also durch eine beliebige geschlossene, z= 1 umlaufende 


als fiir 


g—1 


Kurve ersetzt werden, und auBerdem das Glied z(z, 1) ( +1 


z= 1 regular, gestrichen werden. 





558 G. Hererorz. 


Aus der Produktdarstellung (17) von g(z,s) ersieht man, daB sich 
(2, 1) im wesentlichen auf die Transzendente y(@) der elliptischen Modul- 


funktionen*) reduziert: 
mz 


9 (2, 1) =e (iz), 


1 


(34) 1 d 
u(2, 1) = 24 > Qn dz lg (#2). 


Fiihrt man diese Werte in (33) ein, oe partiell und ersetzt das zweite 


Glied °™ durch re = (et)? dz, so resultiert fiir Z(1,) der 
n a —1 4 


einfache Ausdruck: 


n 


* 2 oe 1 2) 1\2 
(35) Z(1, n) = 2i f 8M: = psa (2+) dz, n>0O, 
iiber eine geschlossene Kurve um z= 1 integriert. Statt desselben soll 
aber in (32) der fiir n =4,8, -- henna Ausdruck: 


q n n 7 


(35a) A(1,n)-—2i f VEEN = | (F +5 + (23) Jaz, n>0 


verwandt werden, und, aus einem sofort ersichtlichen Grunde, als Integrations- 


weg der Kreis =o<1 gewihlt werden, wo @ so fixiert sei, daB 


z—1 
z+1 
4 1 ee ae 
> |.A,(1) (0" + on) konvergiert, was nach (5) méglich ist. 


Analog findet man, unter C=0-577--- die Eulersche Konstante 
verstanden, 
1 
“(!) 


Vax! 


Bei Einfiihrung von ey in oe tritt nun unter dem Integralzeichen 


ni-~ 


die Summe >! 4, (1) | ( +13 +34) J n= 4,8,--- auf, die fiir den 


ganzen Integrationsweg gleichmaBig konvergiert, und sich direkt durch 
die Funktion /(®) der Kurvengleichung ausdriickt. Setzt man niimlich: 


(37) ¥@) =f (1g 71) +A (Gg +2), 


(36) lim (2(3,0)— , * 3) =4, +2a(CAg?2)—4x9(1,1)—220—4arlg 





*) Weber, Elliptische Funktionen, p. 63. 








so 
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so ist W(z) den Voraussetzungen iiber f(O) zufolge in einem Gebiete 


1 \2—1 
@ > p41 


leicht, daB obige Summe gleich ist 


>, e& <e@<1 eindeutig und regulir, und man verifiziert 


t[¥@ + ¥(—2)+¥ (2) +¥(—5)]—-24)(1). 


Bemerkt man nun iiberdies, daB den Transformationseigenschaften von 


n(@) zufolge gilt: Y¥1 + 2 (iz) = V1 a : 7 (i >). so ergibt die Sub- 
stitution von (35a) und (36) in (32) das schlieBliche Resultat: 


L = lim (M(s)—— 
P ‘ im (M(s)—, =) 


-20F + {*@) Ig f(@)do-+if BVIF AM (yee) 4 Wa] az, 


3 =o erstreckt gedacht. — 


Von dieser allgemeinen Beziehung mége sogleich eine Anwendung 
auf folgenden Spezialfall bemerkt werden: 

Seien P(a, b), Q(a, b) zwei definite biniire Formen vom Grade 2m — 2 
bezw. 2m und bilde man die iiber alle ganzen Zahlen a,b auer 0, 0 
erstreckte Summe: 


(39) K(s) = > ( a ey, 


a,b 


das Integral etwa iiber den Kreis 


so geht diese offenbar aus M/(s) hervor, wenn als Kurve C genommen 
wird: 

a __ 1 /P (cos 8, sin ©) 
™) r= (©) = V 9 (cos6, sim 6) 


P(z, t) 


Fiir diese ist aber nach (37): W(2) = 2(2*—1) O(e.7) eine rationale Funk- 


tion, und das Integral in (38) kann nach dem Residuensatze sofort an- 
gegeben werden. So ergibt sich, unter V die Fliiche der Kurve (40), 





22 


unter W das Integral fr lg rd® verstanden, fiir die spezielle Funktion 
0 


K(s) das Resultat: 

Sind a,,a,,--+,@,, die in der oberen Halbebene gelegenen Nullstellen 
P(x, 1) 
Q(#, 1) 


von Q(z, 1), weiter R,, R,,---, R,, die zugehérigen Residuen von 
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und werden die konjugiert komplexen GréBen durch einen Querstrich be- 


zeichnet, so ist: 
ioe P(a, b) : fie ae oe 
os (2 Garw sai mae +t WwW 
a,b 
(41) m ; - = 
— dai S}( R, log V1 + ia, 4(a,) — R, log Vi — ia, u(—a,)}. 
1 


Hieraus folgt dann die Kroneckersche Gleichung als Spezialfall fiir m—1 


Géttingen, Juni 1905. 


Berichtigungen. 
Zu dem Aufsatze: 
Felix Klein, Uber die allgemeine Auflisung der Gleichungen fiinften und sechsten 
Grades. (8S. 50—71 dieses Bandes.) 
In der Formel (3) auf S. 53 dieses Bandes muB es statt @ heiBen — q°, also 
ask’ 
4, (S =. «’) 


c= — q@ ———.,, ° 
[ae .. 
#, ( 7e 0’) 


Dieser Fehler findet sich bereits in meinen Vorlesungen iiber das Ikosaeder 8. 132; 
in meinen friiheren Publikationen, sowie in Klein-Fricke, Modulfunktionen (Bd. 2, 8. 383) 
sind die Formeln richtig. Vergl. Scheibner: ,,Zur Auflésung der Ikosaedergleichung* 
in den Berichten d. math. phys. Klasse der K. sichsischen Gesellschaft d. W. vom 
4. Dez. 1905. Klein. 


Zu dem Aufsatze: 
L. Fejér, Das Ostwaldsche Prinzip in der Mechanik. 
(S. 422—436 dieses Bandes.) 
8. 422 Anm. “**) Zeile 3 v. u. mub lauten: 
1903. G. Zemplén, Annalen der Physik, Bd. 10. 
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Die Eulersche Formel im Zusammenhang mit dem Inhalt in der 
Nicht-Euklidischen Geometrie. 


Von 
M. Dexn in Minster i./ W. 
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Hin enger Zusammenhang zwischen dem Inhalt sphiirischer Dreiecke 
und der Eulerschen Polyederformel tritt zuerst zutage in einem Beweis, den 
Legendre, Geometrie VII, 25, fiir die Eulersche Formel gegeben hat. Die 
nachfolgende Untersuchung strebt eine erweiterte und vertiefte Einsicht 
in diesen Zusammenhang an. Der Weg, auf dem ich zu den vorliegenden 


a 
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Resultaten gelangt bin, war der folgende: Zuniichst sollte eine Verall- 
gemeinerung der Legendreschen Methode fiir die Ableitung der Eulerschen 
Formeln fiir den Raum von vier Dimensionen (R,) und den Raum von 
fiinf Dimensionen (R;) gesucht werden. Eine solche Verallgemeinerung hiitte 
ja jedenfalls schon aus methodischen Griinden eine gewisse Bedeutung. 
Wiahrend nun aus der Eulerschen Formel fiir den R, (oder was dasselbe 
ist: aus der Dreieckzerlegungsformel) diejenige fiir den R, (resp. Zer- 
legung eines Tetraeders in Tetraeder) ebenfalls mittels einer einfachen 
Winkelbetrachtung sofort abgeleitet werden konnte, ergab sich bei der 
entsprechenden Anwendung der Eulerschen Formel fiir den R, auf den R, 
(oder was dasselbe ist: auf die Zerlegung eines Pentatetraeders in Penta- 
tetraeder) iiberraschenderweise nicht die Eulersche Formel, sondern eine 
weitere lineare Relation zwischen der Anzahl der Ecken, Kanten, Flachen 
und Riaiume einer blob von Pentatetraedern begrenzten Mannigfaltigkeit, 
die ebenso wie die selbstverstiindliche Relation: Anzahl der begrenzenden 


R, gleich ; mal der Anzahl der begrenzenden F,, bei der Verallgemei- 


nerung auf eine beliebig begrenzte Mannigfaltigkeit in Wegfall kommt. 
Es mufte deshalb ein neuer Weg eingeschlagen werden. Dieser fiihrte 
nun nicht blo® zu dem vorgenommenen Ziele, sondern eréffnete auch 
eigentiimliche Einblicke in die Metrik des R,: Mancher schon, der sich 
mit der Nicht-Euklidischen Geometrie im R, oder, wir kénnen auch 
sagen, mit der Geometrie auf der Hypersphire beschiiftigt hat, wird es 
schmerzlich empfunden haben, daS eine Verallgemeinerung des so un- 
gemein einfachen Ausdrucks fiir den Inhalt geradlinig begrenzter Figuren 
in der Nichteuklidischen Ebene (resp. sphiirischen Polygone) mittels der 
Winkelsumme hier nicht méglich ist. Ich glaube nun zeigen zu kénnen, 
daB diese Verallgemeinerung im F&, méglich ist. und es wird sich hierbei 
gleichzeitig das einfache vierdimensionale Analogon zu den Legendreschen 
Satzen iiber die Winkelsumme im Dreieck ergeben. 


Abschnitt IL. 
Die Eulersche Formel fiir den R,, R, und B,. 
$ 1. 


Die Eulersche Formel fiir konvexe Figuren des R; (Zerlegung von 
Dreiecken in Dreiecke). 


In diesem Abschnitt werden nur ganz bekannte Dinge abgeleitet, 
aber derart, daB die Methoden auch in héheren Dimensionen anwendungs- 
fahig sind. 
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- Definition. Wir wollen eine Zerlegung eines Dreiecks in Dreiecke 
1 dann eine ,,einfache“ Zerlegung nennen, wenn keine Ecke eines Teil- 
1 dreiecks auf die Seite eines anderen Dreiecks oder auf eine Seite des 
2 groBen Dreiecks fallt. (S. Fig. 1.) 
: Wir bezeichnen die Anzahl der bei der 
} einfachen Zerlegung eines Dreiecks auftreten- 
- den Teildreiecke mit M,”, die Anzahl der 
Teileckpunkte mit M,” (fiir Fig. 1 ist M,”=5, 
M,’ = 2), ferner soll w; die Summe der 
Winkel des 7" Teildreiecks, W die Winkel- 
summe des groBen Dreiecks bedeuten. Fig. 1. 
Dann ist, wie unmittelbar ersichtlich, 


(I) > w,= M22 + W. 


1. (Legendresche) Methode. (Benutzung von Sitzen iiber die Winkel- 
summe.) 
Die Winkelsumme in jedem Dreieck ist gleich z, also: 


(II’) > w,= M,"x, W=2 


und aus (I) und (II’) folgt 
(E”) 2M,"+1= M,”. 


Die Formel (E”) enthiilt in gewissem Sinne den Kern der Eulerschen 
Formel. Wie man aus ihr die Formel selbst bekommt, wollen wir nach 
Auseinandersetzung der anderen Methode erértern. Wir wollen an dieser 
Stelle nur noch den Fall behandeln, daB die Operationsebene nicht- 
euklidisch, also etwa die Kugeloberfliiche ist. Wir haben dann den Satz 
zu benutzen: die Summe der sphiirischen Exzesse der Teildreiecke ist 
gleich dem sphiirischen ExzeB des groBen Dreiecks oder: 


(11) W-—a= Sw, — M,'x. 


Hieraus ergibt sich durch Kombination mit der von einer Voraus- 
setzung iiber den Charakter der Operationsebene ganz unabhingigen 
Formel (I) wieder die Formel (E’). 

Damit wir im folgenden vom Inmeren und Auferen von Dreiecken 
sprechen kénnen, miissen wir uns im Hinblick auf die elliptischen Mab- 
bestimmungen auf ein begrenztes Operationsgebiet beschriinken (fiir die 
Kugel etwa auf ein Gebiet, das ganz innerhalb einer Halbkugel liegt). 

2. Methode. (Zuhilfenahme der zentralen Zerlegung.) 

Definition: Wir wollen ein Dreieck ,,zentral“ zerlegt nennen, wenn 
es in drei Dreiecke mit gemeinsamem Scheitel in einem Punkte O, der 
auBerhalb oder innerhalb des Dreiecks liegen kann, zerlegt ist. Dabei 
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werden diejenigen Teildreiecke, die ganz auferhalb des Hauptdreiecks 
liegen, negativ, die anderen positiv genannt 

Wir suchen nun ein lineares Aggregat 3 der Winkelsumme W eines 
Dreiecks und der Zahl 2, das bei zentraler Zerlegung sich nicht ver- 
andert, d. i. es soll die Summe der Gréfen 3 fiir die Teildreiecke, jede 
positiv oder negativ gerechnet, jenachdem das betreffende Dreieck ein 
positives oder negatives Teildreieck ist, gleich der GréBe J fiir das 
Hauptdreieck sein. Den gesuchten Ausdruck stellen wir in der Form 
W-+ va dar. Wir haben drei verschiedene Lagen von O zu _ unter- 
scheiden: 1) O liegt innerhalb des Hauptdreiecks: drei positive Dreiecke, 


und es ist S w,=W-+ 22x; also haben wir die Gleichung: 
(1) SOA BW” =W+ 244 Bye = J=W vn. 

2) O liegt in einem Stiick der Ebene, das von einer Seite und von 
zwei Seitenverliingerungen des Hauptdreiecks begrenzt wird: zwei positive 
und ein negatives Dreieck und .S'w,=W. Daraus ergibt sich die 
Gleichung: 

(2) V+ BW" — 3" = Ws va = J =WH vz, 
3) O liegt in einem Gebiet, das von zwei Seitenverlingerungen um- 


eben wird: ein positives, zwei negative Dreiecke und Sw. W—2z: also: 
? > a ’ 


(3) 3-8 — SO" = W— 2a — vx = 3 = WH ve. 

Die Gleichung (2) ist identisch erfiillt, (1) und (3) sind miteinander 
identisch. Allen drei Gleichungen wird durch vy =—1 geniigt. Wir 
haben also: 


Hilfssatz 1: Die Gripe J=W—a bleibt bei zentraler Zerlegung 
ungeindert. 

Daraus folgt aber sofort 

Hilfssatz 2: Ist ein Dreieck irgendwie einfach in M,” Teildreiecke 
zerlegt, so ist die Summe der GréBen 9, aller Teildreiecke gleich der 
GréBe 3 fiir das Hauptdreieck oder 

> w,— M,"x = W—x. 
Denn nehmen wir einen Punkt O irgendwie in der Operationsebene an 
und zerlegen von ihm aus das Hauptdreieck und jedes Teildreieck zentral 
in die Dreiecke mit den zugehérigen GréBen J’, 3”, 3” resp. 3, 3/", 37", 
so ist nach Hilfssatz 1: 
M,"" 


M," 3 

> i > XY (k 
%- > k ui ), 

1 1 1 


aber die bei der zentralen Zerlegung entstehenden Dreiecke sind paar- 
weise identisch, nur ist das eine immer positiv, das andere immer negativ, 
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mit Ausnahme der drei Teildreiecke, deren Grundlinien resp. die drei 
Seiten des Hauptdreiecks sind; die zu diesen Dreiecken gehérigen Gréfen 
sind mit 3’, resp. 3”, 3’” auch dem Vorzeichen nach identisch und wir 


haben also 
Pi - D> 


was zu beweisen war. Damit sind wir aber in den Stand gesetzt, die 
erste Methode wieder anzuwenden, und es ist somit eine zweite Herleitung 
der Formel (E”) gegeben, bei der von dem Inhaltsbegriff' oder dem 
Parallelenaxiom kein Gebrauch gemacht ist. 

Es bleibt noch iibrig, etwas iiber die Ableitung der eigentlichen 
Eulerschen Formel fiir Polyeder zu sagen. Diese Ableitung geschieht von 
dem einmal gewonnenen Ziele aus in zwei Schritten. 1) Man braucht 
zu den Teildreiecken und Teilecken nur noch das Hauptdreieck resp. 
dessen Ecken hinzuzufiigen, und man hat in unserem geteilten Dreieck 
im Sinne der Analysis situs das Aquivalent fiir ein konvexes Polyeder, 
dessen Oberfliiche bloB aus Dreiecken zusammengesetzt ist. Bezeichnen 
wir die Ecken und Fliachen dieses Polyeders mit M,’ resp. M,’, so ist 
M,” = M, — 3, M,” = M,’— 1; wir erhalten so aus (E”) die Gleichung 
(E’) 2M, —4= My’. 

Ein allgemeines konvexes oder einem konvexen Polyeder im Sinne der 
Analysis situs fiquivalentes Polyeder sei begrenzt von lauter konvexen 
oder mit konvexen iiquivalenten Polygonen. Dann laBt sich jede Be- 
grenzungsfliche von einem Punkte in ihrem Inneren aus zentral in so viel 
Dreiecke zerlegen, wie sie Seiten hat. Waren die Ecken-, Kanten- und 
Flaichenanzahlen des gegebenen Polyeders M,, M,, M,, dann ist bei dem 
durch jene Teilung entstehenden, von lauter Dreiecken begrenzten Polyeder 
die Anzahl der Ecken gleich M,+ ™M,, die Anzahl der Fliichen gleich 
2M,. Es ergibt sich also, da fiir diese Anzahlen die Formel (E’) gilt, 


(E) M,+ M,= M,+ 2, 
die Eulersche Polyederformel. 


§ 2. 
Die Eulersche Formel fiir konvexe Figuren des R, (Zerlegung eines 
Tetraeders in Tetraeder). 


Definition: Eine Zerlegung eines Tetraeders in Tetraeder wird 
dann einfach genannt, wenn keine Ecke eines Teiltetraeders auf die Kante 
oder Fliiche eines andern Teiltetraeders oder des Haupttetraeders fillt. 

Bezeichnet man mit M,” die Anzahl der bei einer Zerlegung auf- 
tretenden Teiltetraeder, mit M,” die Anzahl der Teilkanten, mit M,” die 
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Anzahl der Teilecken, mit w, die Flachenwinkel-Summe des i‘ Teiltetraeders, 
mit W die Flichenwinkel-Summe des Haupttetraeders, dann ist, wie un- 
mittelbar ersichtlich, 

(I) M,” - 22 +W=3 w,. 

1. Methode (Anwendung der bei der Dreieckszerlegung gefundenen 
Resultate). 

Aus der Formel (II) des vorigen Paragraphen folgt, daB die sphirischen 
Exzesse von sphirischen Dreiecken, die die Kugel einfach und liickenlos 
iiberdecken, sich zu 4” erginzen. Denken wir nun um jede Teilecke und 
auch um die Ecken des Haupttetraeders Kugeln beschrieben, so schneiden 
die Teiltetraeder aus diesen Kugeln sphirische Dreiecke aus, deren sphi- 
rische Exzesse sich bei einer Teilecke zu 42, bei einer Ecke des Haupt- 
tetraeders zu dem sphiirischen Exzesse dieser Ecke erginzen. Es ist 
aber die Summe der sphiirischen Exzesse der Ecken eines Teiltetraeders 
resp. des Haupttetraeders gleich 2w;,;— 4a resp. 2W—4a und wir er- 
halten so die Gleichung 


(Il) w— 2x + 2a M,”" = > “; Bes 2M,’ x. 
Durch Kombination von (I) und (II) ergibt sich 
(E") —~1+ "= M”— &,”. 


Fiir das Folgende haben wir, um von dem ,,Imneren“ eines Tetraeders 
sprechen zu kénnen, evtl. ein beschrinktes Operationsgebiet anzunehmen. 

2. Methode (Erweiterung der Methode 2. des vorigen Paragraphen). 

Wir definieren zentrale Zerlegung genau entsprechend der Definition 
im vorigen Paragraphen und suchen jetzt ein lineares Aggregat 3 der 
Flichenwinkel-Summe W, der Summe der vnten definierten ,,Eckenzahlen“ 
, und der Zahl a, das bei zentraler Zerlegung unveriindert bleibt. 
Unter der Zahl einer Ecke verstehen wir folgendes: Legen wir um die 
KEcke als Mittelpunkt eine Kugel, so ist die Zahl der Ecke gleich dem 
Verhiltnis des Inhalts des von ihr aus der Kugelfliche geschnittenen 
Dreiecks zu dem Gesamtinhalte der Kugelfliche. Die ,,Vollecke“ hat also 
die Zah] 1. 

Den gesuchten Ausdruck stellen wir dar in der Form W+0,.M, + vz. 
Wir haben vier verschiedene Lagen des Punktes 0, von dem aus die Zer- 
legung geschieht, zu unterscheiden: 

1) O liegt innerhalb des Haupttetraeders: vier positive Teiltetraeder, 
und es ist 


W'+W"+w’+wO=W- 8a, My +M," + M,” + MM = M,4+ 1. 
Wir bekommen: 


VI + I7+ FO =W+ 8a + og My+ opt 4ra = J = W+ oo M+ vx. 
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Also: 
8a +0,+ 3v0=0. 

2) O liegt in einem Gebiete, das von einer Seitenfliche des Haupt- 
tetraeders und drei Verlingerungen von Seitenfliichen umgeben ist. (Wir 
kommen in das Gebiet aus dem Inneren durch Uberschreitung einer Seiten- 
fliche): drei positive und ein negatives Tetraeder, und es ist: 


W'+W'+W"—WO=W+ 2a, M+ My’ + My” — M9 = M,. 
Wir erhalten also die Beziehung: 


VES +” — JO= WH 22+ OM, + 2va = J=W+ OM, + vz. 
Also: 
(2) 2+v=0. 

3) O liegt in einem Raum, der von vier Verlingerungen der Seiten- 
flichen des Tetraeders umgeben ist. (Wir gelangen in ihn aus dem 
Inneren durch Uberschreiten einer Kante): zwei positive und zwei negative 
Tetraeder, und es ist: 

W'+W"—-W"—W=W—22, My + M,"— My” — M, = M,. 
Wir erhalten so die Beziehung: 
(3) —2=». 

4) O liegt in einem Raume, der von drei Verlingerungen von Seiten- 
flichen umgeben ist. (Wir kommen in ihn durch Uberschreiten einer 
Kcke): ein positives und drei negative Tetraeder, und es ist 
W’—W"—W”"—-W =W— 82, M,—M,”— M,’"”— M, = M, — 1, 
und wir erhalten: 

(4) —va—o,—3va=0. 
(1) und (4), (3) und (2) sind identisch, und es ergibt sich: v = — 2, 
0)= — 2a. Wir haben also 

Hilfssatz 1. Die Grébe J = W— 24M, — 2a bleibt bei zentraler 
Zerlegung ungeandert. 

Daraus erhalten wir aber ebenso wie im vorigen Paragraphen sofort: 

Hilfssatz 2. Ist ein Tetraeder irgendwie einfach in Tetraeder zer- 
legt, so ist die Summe der Grifen 9, aller Teiltetraeder gleich der 
GréBe & fiir das Haupttetraeder, und wir erhalten demgemaB wieder die 
gesuchte Relation 
(II) W— 22 = > w,— 22M,” — 22 M,”. 

Wir wollen jetzt die Eulersche Formel fiir den R, aus der Kern- 
formel (E”) herleiten. Ftigen wir die Anzahl der Ecken und Kanten 
des Haupttetraeders und dieses selbst als Einheit zu den Anzahlen M,”, 
M,” und M,” hing, dann erhalten wir aus (E”) eine Beziehung (E’) 
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zwischen der Anzahl der Ecken M,, der Anzahl der Kanten M,’ und 

der Anzahl der begrenzenden Riiume M,’ irgend einer bloB von Tetraedern 

begrenzten konvexen oder mit einer konvexen Mannigfaltigkeit aiquivalenten 

Mannigfaltigkeit im R,. Es ergibt sich 
—1+M,—4=M,'—6—-—M, +1, 

(E’) M, — M,' = M,’. 

Um nun eine Formel fiir eine von beliebigen konvexen oder konvexen 
iiquivalenten Polyedern begrenzte, konvexe Mannigfaltigkeit im R, zu er- 
halten, fiihren wir folgende Bezeichnung ein: 

Definition: Unter dem Symbol 2 (¢ und k& voneinander ver- 
schiedene, ganze, positive Zahlen) verstehen wir, wenn k <i ist, die 
Anzahl der Begrenzungsmannigfaltigkeiten von ¢ Dimensionen, jede so 
oft gezihlt, wie die Anzahl der Mannigfaltigkeiten k** Dimension, die 
sie begrenzen, angibt; wenn k >i ist, verstehen wir unter 2} die Anzahl 
der Begrenzungsmannigfaltigkeiten von i Dimensionen, jede so oft geziihlt, 
wie sie zu der Begrenzung von Mannigfaltigkeiten von k Dimensionen 
gehort. 
Zum Beispiel: 2,° ist gleich der Anzahl der Begrenzungsriume, 
jeder so oft geziihlt als er Ecken hat; 2,° ist gleich der Anzahl der 
Kanten, jede so oft gezihlt als Riume durch sie hindurchgehen. 

Diese Symbole sind nun nicht voneinander unabhiingig, sondern es 
gelten folgende Beziehungen zwischen ihnen: 


(1) z= zi, 
wie sich unmittelbar aus der Definition ergibt. 
(2) z,°=2HM,, 


also gleich der doppelten Anzahl der Kanten, denn jede Kante wird von 
zwei Ecken begrenzt. 


(3) =," = 3, 

denn es ist die Anzahi der Ecken jeder Fliche gleich der Anzahl der sie 
begrenzenden Kanten. 

(4) Z,° + 3? = 2,' + 2H. 

Diese Formel folgt aus dem Eulerschen Polyedersatz, angewandt auf jede 
Begrenzungsmannigfaltigkeit von drei Dimensionen. 


(3) =,°= 2M,, 
an jeder Flache hingen zwei Riume; 
(2’) 2° = 2°, 


an jeder Kante hiangen so viel Riume wie Flichen. 
(1’) xi + ZF = 2? + 2M. 
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Dies folgt aus dem Eulerschen Polyedersatz fiir drei Dimensionen, an- 
gewandt auf das Gebilde, das aus der Begrenzungsmannigfaltigkeit einer 
um einen Eckpunkt gelegten Hypersphiire von den Begrenzungsmannig- 
faltigkeiten des gegebenen Gebildes ausgeschnitten wird. 

Aus diesen Beziehungen ergibt sich, daB wir alle Symbole durch eins, 
etwa durch das Symbol 2,” und die Anzahlen M,, M,, M,, M, ausdriicken 
kénnen, und zwar erhalten wir: 

2,'=2M,, 27=—2,7, 2° = 2M, — 2M, + J,’, 
2° = Xo 2° = 2"; =,° = 2 M,. 

Jetzt haben wir aber Formel (4) noch nicht benutzt. Diese kann 

geschrieben werden: 
2,*° = 2M, — 2M, + &,?. 

Ziehen wir diese Gleichung von der dritten der obigen Reihe ab, so 

ergibt sich unmittelbar: 
(E) M,+ M, = M, + M,, 
der Eulersche Polyedersatz fiir vier Dimensionen, den wir also abgeleitet 
haben, ohne die Formel (E’) zu benutzen.*) Wir wollen zeigen, daB (E’) 
in dem Nachweis der Eulerschen Formel die Beziehung (4) zwischen den 
Symbolen 2; ersetzen kann: Wir nehmen eine beliebige konvexe Mannig- 
faltigkeit V von vier Dimensionen an, die von M, Riumen, M, Flichen, 
M, Kanten und M, Ecken begrenzt wird. Alle diese Mannigfaltigkeiten 
sollen konvex sein. Wir zerlegen jede Begrenzungsfliche zentral von einem 
imneren Punkte aus. Das neue Gebilde V, das als Begrenzungsfliichen nur 
Dreiecke hat, mége von M, Riumen, M, Flichen, M, Kanten und M, 
Ecken begrenzt sein. Dann isi: 

M, = M,, M, = 2,°, M, = M, + 2°, M, = M, + M,. 

Wir zerlegen nun bei V jeden Begrenzungsraum von einem inneren 
Punkte aus zentral, und erhalten ein Polyeder V’, das jetzt bloB von 
Tetraedern begrenzt wird. Die entsprechenden Begrenzungsanzahlen seien 
M,', M,’, M,’, M,’. Dann ist: 

M, =, M,=M,+25,, M=M,+3,, M’=M,+ Hy. 

Es ist aber: 

2,'= 2M, =22,9, 5,o=— 3,94 2. 


Wir erhalten also: 

M, = 22,°, M,’ = M, + 2,°+ 2° + 2’, M = M, + M, + My. 

Auf V’ kénnen wir aber die Formel (E’) anwenden, und finden so: 
M, + M, + M, + 22,° = M, + 2° + 2° + J,* 


*) Diese Ableitung findet sich bei Poincaré, Analysis situs, Journal de I’Ee. 
Polyt., Il* Série, Cah. 1, § 17. 
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Durch Einsetzen der obigen Formeln, aber ohne Benutzung von (4), 
ergibt sich wiederum: 

(E) M, + M, = M,+ M,. 

Diese Ableitung wire ganz ohne Zweck, weil (E) ja viel einfacher 
direkt durch den Gebrauch der Beziehungen zwischen den Symbolen >; 
folgt, wenn wir nicht gezwungen wiren, fiir den R, die der zuletzt ent- 
wickelten analoge Methode zur Ableitung der Eulerschen Formel zu be- 
nutzen. 


g 3. 


Die Eulersche Formel fiir konvexe Figuren des R, (Zerlegung 
eines Pentatetraeders*) in Pentatetraeder). 


Definition: Eine Zerlegung eines Pentatetraeders in Pentatetraeder 
wird dann einfach genannt, wenn keine Ecke irgend einer Teilmannig- 
faltigkeit in das Innere einer Begrenzungsmannigfaltigkeit einer anderen 
Teilmannigfaltigkeit oder der Hauptmannigfaltigkeit fiallt. 

Bezeichnet man mit M,” die Anzahl der bei einer einfachen Zer- 
legung eines Pentatetraeders auftretenden Teilpentatetraeder, mit M,” die 
Anzahl der Teilflichen, mit M,” die der Teilkanten, mit M,” die der 
Teileckpunkte, mit w; die Raumwinkelsumme des 7" Teilpentatetraeders, 
mit W die Summe der Raumwinkel der geteilten Mannigfaltigkeit, dann 
gilt offenbar wieder die Beziehung: 

(1) M,”-2% + W = Zw;. 

1. Methode. (Anwendung der bei der Dreiecks- und Tetraederzer- 
legung gefundenen Resultate.) 

Aus der Formel (2) des vorigen Paragraphen folgt in einfacher Weise 
(indem man den AuSenraum des geteilten Tetraeders zu der Gesamtheit 
der Teiltetraeder mit hinzunimmt), dab, wenn das Begrenzungsgebilde einer 
Hypersphiire in eine Anzahl (sphiirischer) Tetraeder mit den Flichen- 
winkelsummen [w,], ---[;]--- einfach zerlegt ist, 

2([w,;] — 2x) = 2a[S] 
ist. Hierbei ist die Summe iiber alle Tetraeder erstreckt und [S] ist die 
Anzahl der Teileckpunkte. 

Wir legen nun um jede Teilecke eine Hypersphire, dann wird deren 
Begrenzungsgebilde ausgefiillt von Tetraedern, deren Ecken den Kanten, 
deren Kanten den Seitenfliichen, deren Flichen den Seitenriumen der Teil- 
pentatetraeder entsprechen. Die Anzahl [S] ist also fiir die Teilung 


* 


*) Ein Pentatetraeder ist die von fiinf Tetraedern, zehn Dreiecken, zehn Kanten 
und fiinf Ecken begrenzte einfachste polyedrische Mannigfaltigkeit des R,. 
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gleich der Anzahl der von der betreffenden Ecke ausgehenden Kanten. 
Beriicksichtigen wir nun, daB das Pentatetraeder fiinf Ecken hat und 
jedes Begrenzungsdreieck an drei Ecken st6Bt, und bilden wir den obigen 
Ausdruck bei allen Teileckpunkten und auch bei den Ecken der Haupt- 
mannigfaltigkeit, so ergibt sich: 

(IL) 3W — 10a = 2(3w,) — 102M," — 4a M,”. 

Zu dieser Gleichung kénnen wir vielleicht noch etwas einfacher auf 
einem anderen Wege gelangen: Wir legen um einen beliebigen Punkt 
jeder Kante als Zentrum in einem zu dieser Kante senkrechten Raume 
eine Kugel, auf dieser zeichnen die Teilmannigfaltigkeiten, die durch die 
betreffende Kante laufen, ein Netz sphirischer Dreiecke ein. Der Winkel 
zweier Dreiecksseiten in diesem Netze ist aber gleich dem Winkel der 
entsprechenden Riume. Wenn wir nun beriicksichtigen, 1. daB die Summe 
der sphirischen Exzesse aller dieser Dreiecke gleich 42 ist, 2. daB jedes 
Pentatetraeder zehn Kanten hat und jede Seitenfliche durch drei Kanten 
lauft (jeder Raumwinkel also an drei Kanten auftritt), so ergibt sich 
wieder die Gleichung (II). 

Kombinieren wir (I) und (II), so erhalten wir die Nebenformel: 
(N”) 2M," + 5M," = 3M," + 5. 

Fiir das Folgende gilt wieder die Bemerkung iiber die Beschrinkung 
des Operationsbereiches (s. S. 566). 

2. Methode. (Erweiterung der Methode 2. fiir den R,.) 

Wir definieren wieder zentrale Zerlegung genau so, wie in den vor- 
hergehenden Paragraphen. 

Definition: Legen wir um eine Ecke einer 4-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit als Zentrum eine Hypersphiire, so schneidet die Ecke aus dieser 
Hypersphiire ein sphirisches Polyeder aus. Das Verhiltnis des Inhalts 
dieses sphirischen Polyeders zu dem Gesamtinhalte des Begrenzungsgebil- 
des der Hypersphire nennen wir die ,,Zahl der 4-dimensionalen Ecke“. 

Dieses Verhiiltnis ist,’ wie leicht ersichtlich, unabhingig von der 
Wahl des Radius der Hypersphire. . 

Definition: Das von m Raumstiicken und » Halbebenen, die durch 
eine Gerade hindurchlaufen, begrenzte Stiick des R, nennen wir einen 
vierdimensionalen Keil. Legen wir eine Kugel durch einen Punkt dieser 
Geraden in einen zu dieser Geraden senkrechten Raum, so schneiden die 
Riume und Ebenen des Keils ein spharisches Polygon auf der Kugel aus. 
Das Verhiltnis des Inhalts dieses Polygons zu der ganzen Kugelober- 
fliche nennen wir die ,,Zahl des Keils“. 

Wir suchen jetzt fiir ein Pentatetraeder ein lineares Aggregat 3 der 
Raumwinkelsumme W, der Summe der Keilzahlen M,, der Summe der 
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Eckenzahlen M, und der Zahl z, das bei zentraler Zerlegung ungeiindert 
bleibt. Den gesuchten Ausdruck stellen wir dar in der Form 

W + 0,M, + 0M, + vz. 
Je nach der Lage des die Zerlegung vermittelnden Punktes O haben wir 
fiinf verschiedene Fille zu unterscheiden: 

1. O liegt im Innern der Hauptmannigfaltigkeit: fiinf positive Teil- 
mannigfaltigkeiten. Es ergibt sich die Gleichung: 

(1) 20a + 50, +0,+4va = 0. 

2. O liegt in einem von einem Seitenraum und vier erweiterten 
Seitenriumen umgebenen Gebiet. (Wir gelangen in dasselbe aus dem 
Inneren durch Uberschreitung eines Seitenraumes): Vier positive und ein 
negatives Pentatetraeder. Dieser Fall liefert uns die Bedingungsgleichung: 
(2) 8a +0, + 2va =0. 

3. O liegt in einem Gebiet, das von fiinf erweiterten Seitenranmen 
umgeben wird, unter der Begrenzung befindet sich eine Seitenfliche der 
Hauptmannigfaltigkeit. (Man gelangt aus dem Innern in diesen Raumteil 
durch Uberschreiten einer Seitenfliiche): Drei positive und zwei negative 
Pentatetraeder. Es ergibt sich keine weitere Bedingungsgleichung fiir 9, 
sondern eine Identitit. 

4. O liegt in einem Gebiete, das ebenfalls von fiinf erweiterten 
Seitenréumen umgeben wird; unter der Begrenzung befindet sich bloB 
eine Kante der Hauptmannigfaltigkeit. (Wir gelangen in diesen Raumteil 
durch Uberschreiten einer Kante): Zwei positive und zwei negative Penta- 
tetraeder. Es ergibt sich die Gleichung: 

(4) — 8x —9,— 2vxa=0. 

5. O liegt in einem Gebiete, das von vier erweiterten Seitenriumen 
umgeben wird (Erreichung durch Uberschreitung einer Ecke): Vier nega- 
tive, ein positives Pentatetraeder. Wir haben hier: 

(5) — 20a — 50,— 0, —4va = 0. 

(1) und (4), (2) und (5) sind resp. miteinander identisch. Es brauchen 
also die drei GréBen 9,, @, und y nur zwei linearen Gleichungen zu ge- 
niigen. Wir erhalten die zwei einfachsten voneinander unabhiingigen 
Wertesysteme, wenn wir das eine Mal 9,0, das andere Mal 0, = 0 
setzen. Wir erhalten im ersten Falle fiir 9, den Wert =, fiir v den 


Wert *; im zweiten Falle fiir 9, den Wert — 42, fiir v den Wert — 4. 


Wir erhalten so zwei ,,Zerlegungsinvarianten“: 
3 =W — 42M, — 42, 
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Wir haben also: 
Hilfssatz 1: Jeder Ausdruck von der Form 


10 
. ‘ay3 
SEAT 4a a 1 3 
tea ~W— Fh 48% a aaa 
wo 4 einen willkiirlichen Wert hat, bleibt unverindert bei zentraler Zer- 


legung. 

Daraus folgt aber sofort durch denselben Ideengang wie an den ent- 
sprechenden Stellen in § 1 und § 2: 

Hilfssatz 2: Ist ein Pentatetraeder irgendwie einfach in Penta- 


xn? 


a 
tetraeder zerlegt, so ist die Summe der Gréfen a aller Teilmannig- 


La 
faltigkeiten gleich der GréBe sts fiir die Hauptmannigfaltigkeit. 
Aber es ergiinzen sich die Zahlen Yt, um jede Ecke herum zu 1, die 
GréBen Wt, um jede Kante herum ebenfalls zu 1, und wir haben des- 


wegen: 


, 4+ pa ay 4a wo (A w A +92 ” 
(iil) W— ig7 *™= FU -ZM i447 47M, eS tee Ee aM, 


Daraus erhalten wir durch Kombination mit (I) 
(G) 24M," + 6M,” + (6 + 54) M," = (38 + 84) M," + 6 4 5. 

Setzen wir speziell 4 = 0, so erhalten wir die Relation: 
(E”) 2M,’ + 2M," = M,” + 2. 

Setzen wir 4 = ~%, so erhalten wir die bereits durch die erste Me- 
thode gewonnene Formel (N”). 


Um nun den Zusammenhang von (E”) und (N”) mit der Eulerschen 
Formel zu erkennen, setzen wir 


M, = M,’+5, M/=M,"+ 10, M= M,"+ 10, Mi = M," +1. 

Dann ergeben sich fiir M,’ usw. aus (N”) und (E”) die Gleichungen: 

(N’) 2M,'+ 5M, =3M,, 

(E’) 2M, + 2M, = M,'+ 4. 
Damit haben wir zwei lineare Beziehungen zwischen den Anzahlen 

der Begrenzungsmantrigfaltigkeiten 0%", 1°", 2" und 4" Dimension fiir 

eine bloB von Pentatetraedern begrenzte konvexe Mannigfaltigkeit im R,. 
Betrachten wir nun eine beliebig begrenzte Mannigfaltigkeit V, so 


haben wir fiir die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Symbole 2; hier 
folgende Beziehung: 
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(1) zi = 2; 

(2) zy = 20, 

(3) *,° = ,' 

(4) 2;° + 2,7 = 2,' + 2M, 

(5) Zo t+ SP= Ait Ze, 

dies folgt aus dem Eulerschen Polyedersatz fiir den R,. 
(4) =, = 2M,: 

an jedem begrenzenden R, hingen zwei begrenzende R,. 
(3) z,* = Z,': 

an jeder Fliche hiangen soviele R, wie R,. 

(2’) 26+ 2? = 2° + 2M,;: 


Anwendung des Eulerschen Polyedersatzes auf das Gebilde, das aus einer 
Hypersphiire senkrecht zu einer Kante ausgeschnitten wird. 
(1’) Zp! + Zyh = By? + Ze: 

Anwendung der Eulerschen Formel auf das Gebilde, das auf einer 
Hypersphire von vier Dimensionen mit dem Zentrum in einer Ecke aus- 
geschnitten wird. 

Diese Gleichungen sind nicht alle voneinander unabhingig; vielmehr 


sind drei von den Gréfen noch voneinander unabhiingig. Wir wihlen 
2,7, 2° und 2° Dann folgt: 


=, = 2M, x) = 2’, =, _ 2° _ ae" 2 + 2M,, 
2, = 2M, + 23 — 2,5 + 2M, — J}, 
2 = 2M, + 2°— 2%, 2=2,', 2 = 2M. 


Zu der Definition des Symbols 2; fiigen wir noch hinzu: 

Definition: Unter dem Symbol 2’ verstehen wir die Anzahl der 
Begrenzungsmannigfaltigkeiten 7‘** Dimension, jede so oft gezihlt, wie 
Begrenzungsmannigfaltigkeiten von / Dimensionen auf ihr liegen (resp. 
durch sie hindurchgehen), aber jede von diesen wieder nicht einfach 
gezihlt, sondern so oft, als die Zahl der Mannigfaltigkeiten /“" Dimension 
angibt, die auf ihr liegen, resp. durch sie hindurchgehen. 

Beispiel: 2,** bedeutet die Anzahl] der Kanten, jede so oft gezihlt, 
als sie auf verschiedenen Flichen liegt, wobei jede Fliche so oft gezihlt 
wird, als sie in verschiedenen Riiumen liegt. Es ist 2,7* = 2,*', und 
wir wollen von diesem letzteren Symbol, das wir im nechfolgenden ge- 
brauchen werden, zeigen, dab es auf die einfacheren Symbole zuriick- 
gefiihrt werden kann. Wir behaupten: es ist 2,>° = 22,°. 
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Beweis: Wir legen um einen Punkt einer Kante in einem zu ihr 
senkrechten Ft, eine Hypersphiire; auf dieser werden die Flichen, die durch 
die Kanten hindurchgehen, die Eckpunkte, die Réiume, die durch die Kante 
hindurchgehen, die Seiten eines polygonalen Netzes sein, das eine einer Kugel 
aiquivalente Flaiche der Hypersphiire einfach und liickenlos iiberdeckt. Es 
ist aber die Anzahl der Eckpunkte, jeder so oft gezahlt, als Seiten durch ihn 
hindurchgehen, gerade gleich der doppelten Anzahl der Seiten iiberhaupt, 
denn jede der Seiten wird, da sie durch zwei Eckpunkte liuft, gerade 
doppelt gezihlt. Damit ist die Relation 2,**— 22,° nachgewiesen. 

Wir nehmen nun eine beliebige Mannigfaltigkeit V von fiinf Dimen- 
sionen an, die durch M, Mannigfaltigkeiten von vier Dimensionen, M, 
Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, M, von zwei Dimensionen, M, 
von einer Dimension und M, Eckpunkten begrenzt wird. Dabei sollen 
jetzt alle Begrenzungsgebilde sowohl wie auch V selbst konvex oder einer 
konvexen Mannigfaltigkeit faquivalent sein. Unsere Aufgabe ist, durch 
drei schrittweise Zerlegungen diese Mannigfaltigkeit in eine nur von Penta- 
tetradern begrenzte iiberzufiihren. 

Wir zerlegen zuniichst jede Seitenfldche zentral und erhalten eine 
Mannigfaltigkeit 7 mit M, Begrenzungsmannigfaltigkeiten i" Dimension, 
es ist: 


U,=M,, ¥,=Y,, H,-2,, H.-N, + 2, W-M+ MN. 


Darauf zerlegen wir jeden Begrenzungsraum zentral und erhalten aus V 


eine Mannigfaltigkeit V mit M, Begrenzungsmannigfaltigkeiten :** Dimen- 
sion. Ks ist: 


M, = M,, M, = 2;*", M, = 2," + 2;' + 2, ‘, NM, ie M, + 2;° + =;° + 23°, 
M, = M, + M, + My. 
Darauf zerlegen wir jede Begrenzungsmannigfaltigkeit von vier Dimen- 


sionen zentral und erhalten eine Mannigfaltigkeit V’ mit M,’ Begrenzungs- 
gebilden i** Dimension. Es ist: 


M, = 22,*', M,’ = 2,9 + 2,1 + 372+ Sit Pt + 22,9 + 22,3, 

M! = M,+%,°+ 3°4+ 3,7 + 24+ 27+ 23, My = M+ UM, + M,+M,. 
V’ ist aber eine Mannigfaltigkeit, die nur von Pentatetraedern begrenzt 
wird. Darum kénnen wir auf ihre Begrenzungsanzahlen die Formeln (N’) 


und (E’) anwenden. Zuniichst wollen wir das mit (N’) tun. 
Wir erhalten: 


2M, + 25,2+ 25,5 + 25, + 25,4 + 25, + 25,4 + 105,31 
= 35,24 354+ 335,3'4 3544+ 35,514 65,94 62, 
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Es ist aber nach dem Obigen fiir 2, 22,° zu setzen, und es ist weiter 
2," = 2" = 2," (denn durch einen Eckpunkt eines Polygonalnetzes 
gehen gerade so viel Polygone, wie Seiten des Netzes hindurch) = 22,*. 
Wir haben also daraus: 


2M, +2254 23,54 2364552 = 574 35444534 45,5 

Durch Anwendung der Formeln, die die Beziehungen zwischen den 
Symbolen 2; ausdriicken, erkennen wir, daB diese Gleichung identisch 
erfiillt ist: Wir erhalten also aus (N’) fiir eine allgemeine Mannigfaltigkeit 
keine Beziehung. 

Wir gehen jetzt zur Formel (E’) iiber, die der Zerlegungsinvariante 3 


entspricht. Setzen wir fiir M,, M, und M,’ die oben gefundenen Werte, 
ausgedriickt in den Anzahlen fiir die Mannigfaltigkeit V, ein, so ergibt sich: 


2M, + 2M, + 2M, + 2M, + 42,7! = 2? + 2° + 57! 4+ 5+ J?! 
42534 D344. 
Durch die uns bekannten Vereinfachungen erhalten wir: 
2M, + 2M, + 2M, + 2M, = 2? — 32° + 244+ 22,°+ 24+ 4, 
und daraus vermége der Beziehungen zwischen den GréBen 2}: 
(E) M,+ M,+ M,= M,+ M+ 2. 


Denken wir nun daran, daf fiir eine blo& von Pentatetraedern be- 
grenzte Mannigfaltigkeit auger den Formeln (N’) und (E’) noch die un- 
mittelbar einleuchtende Formel 


besteht, so kann man folgenden Satz aussprechen: 

Satz 1. In fiinf Dimensionen gibt es drei lineare Beziehungen zwischen 
den Anzahlen der Begrenzungsmannigfaltigkeiten einer nur von Penta- 
tetraedern begrenzten konvexen Mannigfaltigkeit. Fiir eine allgemein be- 
grenzte konvexe Mannigfaltigkeit gibt es dagegen nur eine lineare Beziehung 
zwischen den Anzahlen, die Eulersche Formel (E), welche sich aus einer von 
jenen dreien (néiimlich (E’)) vermittels der Eulerschen Formeln fiir den R, 
und den R, herleiten lapt. 
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Abschnitt II. 


Der Nicht-Euklidische Inhalt und die Legendreschen Satze 
fir den R,. Eigenschaften der Gréfie J = W — 4nM, — 4x. 


Wir haben die GréBe 3 konstruiert, um die Eulersche Formel fiir 
fiinf Dimensionen abzuleiten. Es scheint jedoch der Miihe wert zu sein, 
naher auf ihre Eigenschaften einzugehen, die zeigen, daB 3 in jeder Be- 
ziehung ein Analogon zu dem Exze8 der Winkelsumme im Dreieck ist. 
Und zwar wollen wir im ersten Paragraphen dieses Abschnittes nach- 
weisen, daB 3 nicht nur, wie wir friiher gezeigt haben, bei zentraler Zer- 
legung, sondern bei jeder Zerlegung unverindert bleibt. Im zweiten 
Paragraphen soll nachgewiesen werden, daf 3 fiir jedes Pentatetraeder im 
Euklidischen R, gleich Null ist, endlich im dritten Paragraphen soll 
gezeigt werden, da® diese Eigenschaft fiir den Euklidischen Raum charakte- 
ristisch ist, und da8 im Nicht-Euklidischen Raume 3, abgesehen von einer 
multiplikativen Konstante, gleich dem Inhalt des Pentatetraeders ist. 


§ 1. 
Die GroBe 3 als Zerlegungsinvariante. 

Die folgenden Entwicklungen gelten fiir einen Raum mit beliebiger 
MaBbestimmung. Zur Vermeidung von Wiederholungen derselben Schliisse 
fiir verschiedene Dimensionen wollen wir einige allgemeine Definitionen 
vorausschicken. e 

Definition: Unter einem Simplex S, im R, verstehen wir eine 
von linearen Mannigfaltigkeiten begrenzte Mannigfaltigkeit (,,Polyeder“ 
des R,) von x — 1 Dimensionen mit » + 1 Eckpunkten. 

Hine Strecke ist also ein S,, ein Dreieck ein S,, ein Tetraeder ein 8S, 
und ein Pentatetraeder ein S,. 

Definition: Liegt der Punkt B in der Kante A,A, des Simplex 
S, = A,A,---A,,,, dann nennen wir S, in die Simplexe A, BA,--- A, 4; 
und A,BA,---A,,, ,transversal“ zerlegt. 

Satz 2. Es sei jedem Simplex S, eines R, eine (im allgemeinen bei 
einer Bewegung sich verindernde) Grife (Strecke, Zahl) 3 zugeordnet: 
Bleibt diese Gripe bei jeder transversalen Zerlegung jedes Simplexes un- 
getindert, so bleibt sie bei jeder Zerlegung jedes Simplexes ungedndert. 

Der Beweis erfolgt am besten mit Hilfe der vollstiindigen Induktion. 
Wir wollen also annehmen, der Satz, der fiir die Simplexe S, des R, 
selbstverstiindlich ist, gelte auch fir den R,_,; wir wollen dann seine 
Richtigkeit fiir den R, nachweisen. Wir wollen A, ,, die Spitze, A, A,---A, 
die Basis des Simplexes nennen. Wir betrachten die Gesamtheit der 
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Simplexe, deren gemeinsame Spitze A,,, ist und deren Basen alle in 
demselben Raume R, von »—1 Dimensionen liegen. Dann ist jedem 
Simplex S,_, des Basisraumes eine bestimmte Zahl zugeordnet, nimlich 
die Zahl des zugehérigen Simplexes (S,_,, A,,,)- Hiner transversalen 
Zerlegung eines Simplexes S, aus der betrachteten Gesamtheit, bei der 
keine der Kanten, deren eines Ende A, ,, ist, zerlegt wird, entspricht 
eine transversale Zerlegung der zugehérigen Basis und umgekehrt. Aus 
der Annahme der Giiltigkeit unseres Satzes fiir » — 1 Dimensionen folgt, 
daB die GréBe J nicht nur bei transversaler Zerlegung des Simplexes 
unverindert bleibt, sondern bei jeder Zerlegung in Simplexe mit der ge- 
meinsamen Spitze A,,,. Wir wollen eine solche Zerlegung kurz als 
»pyramidale“ Zerlegung bezeichnen. Wir zerlegen nun eine ,,Pyramide“ 
P,, des R,, deren Spitze A,,, ist und deren Basis ein beliebiges Polyeder 
TT,_, des R,_, ist, in lauter Simplexe SM, S®,-.-.., S® und ordnen P, 
die Summe der Zahlen, die zu S“,---, S® gehéren, zu. Es ist also: 
3(P,) = 3(8) + 3(8) +--+ + (SP. 

Es ist leicht nachzuweisen, daB diese Zahl unabhiingig ist von der 
Art, wie die Zerlegung von P, in Simplexe mit der Spitze A,,, gemacht 
ist. Wir erginzen P, durch Hinzufiigung von S¢+» .-- S)*+ mit ge- 
meinsamer Spitze in A,,, zu einem Simplex S,. Dann ist: 
¥(S,) = BSP) + BS) +--+ BSP) + BSP) +--+ + BSE) 

= 3(80) + HSE) +--+ HSM) + HSH) +--+ BSE), 
wenn P, etwa das zweite Mal in die Simplexe S\!)--.S“) mit der Spitze 
A, ,, zerlegt ist. Denn wir haben oben die Invarianz von 3(S,) gegeniiber 
irgend einer pyramidalen Zerlegung nachgewiesen. Aus diesen Glei- 
chungen folgt unmittelbar die Unabhingigkeit der zu P, gehérigen Zahl 
von der Wahl der Zerlegung von P, in Simplexe. 

Wir betrachten zweitens eine ,,zentrale“ Zerlegung eines Simpiexes 
die wir uns analog definiert denken, wie das in den §§ 1, 2,3 des vorigen 
Abschnittes geschehen ist: Wir wollen beweisen, daf auch bei einer 
solchen Zerlegung 3 sich invariant verhilt. Nehmen wir zunichst einmal 
an, das Zentrum C der Zerlegung liege innerhalb des vom Simplex be- 
grenzten Raumstiickes. Wir verbinden das Zentrum mit der Spitze A, ,, 
und verliingern die Verbindungsgerade iiber das Zentrum hinaus bis zum 
Schnitt mit der Basis in D. Dann verbinden wir C und D mit simt- 
lichen Ecken der Basis. Jeder der Simplexe A, A, ---A;DA;,.--- A,,, 
wird durch C transversal zerlegt, der Simplex C.A,A,--- A, und der 
gegebene Simplex A, ---A,,, werden pyramidal zerlegt in lauter Simplexe 


mit der gemeinsamen Spite C resp. A,,,. Dann folgt aus dem zuerst 


Bewiesenen, daB bei dieser zentralen Zerlegung 3 invariant bleibt. — 
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Liegt C nicht innerhalb des Simplexes, liegt aber eine der Ecken des 
Simplexes innerhalb eines der bei der zentralen Zerlegung entstehenden Teil- 
simplexe, so kénnen wir die Betrachtungen fiir den ersten Fall hier un- 
mittelbar, nur mit gehériger 
Beriicksichtigung der positiv 
oder negativ zu rechnenden Teil- 
simplexe, iibertragen. Ist das 
dagegen nicht der Fall, so haben 
wir diese Betrachtungen in ziem- 
lich selbstverstiindlicher Weise 
ein wenig zu modifizieren, wie 
es in der nebenstehenden Figur, 
die den kompliziertesten Fall fiir 
ein S, darstellt, angedeutet ist.*) | cal oe : 

Es folgt also daraus, daB 3 4 # 4 
bei transversaler Zerlegung un- ™* 
veriindert bleibt, jetzt auch, da8 3 sich bei zentraler Zerlegung invariant 
verhilt. Daraus folgern wir nun die Invarianz bei einer beliebigen Zer- 
legung durch folgende Uberlegung, die eine Erweiterung der entsprechen- 
den Uberlegung in den §§ 1, 2, 3 des ersten Abschnittes darstellt: 

Es sei eine beliebige Einteilung eines Simplexes S, in Teilsimplexe 
vorgelegt. Diese letzteren werden begrenzt durch Simplexe S,_,, die sich 
za Polyedern TT,_, zusammenordnen, welche doppelt von ihnen erfiillt 
werden. Nun nehmen wir einen Punkt C irgend wie im R, an und zer- 
legen von ihm aus den Hauptsimplex und jeden Teilsimplex zentral in 
die Simplexe mit den Zahlen J, J®, ..-, J** resp. J, J, ---, Fer. 
Dann ist nach dem oben Bewiesenen, wenn J; die zum ¢‘*" Simplex ge- 


hérige Zahl ist: 


c 








atl 
> 3=- > 3. 
a 


Aber die bei der zentralen Zerlegung entstehenden Simplexe ordnen 
sich, nach dem oben Gesagten, zu Pyramiden zusammen, die paarweise 


*) Beh.: CA, A, A,+ CA, A, Ay = CA, A, Ay+ CA, A, A,+ A, A, A, A, wo jedes 
Buchstabenquadrupel immer statt der zugehérigen GréBe J steht. Die Behauptung 
folgt, weil nach Voraussetzung 


(A, A, A, = CA, EA,+ CA, EA, = CA, DA, + EA, DA,+ CA, DA,+EA,D Ay, 
CA, A, A, = CA, EA, + CA, EA, = CA, DA, + EA,DA,+ CA,DA,+EA,DA,, 
CA, A, A, = CDA, A, + CDA, A,, 
CA, A, A, = CDA, A, + CDA, A,, 
A, A, Ay4,=A, AEA, + A, A, EA, = A, DE A,+ A, DE A,+ A, DE A,+ ADE Ag. 
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identisch sind; nur ist die eine immer positiv, die andere negativ zu 
rechnen. Eine Ausnahme hiervon bilden nur die Teilsimplexe, deren 
Basen in den » + 1 Begrenzungsriumen des gegebenen Simplexes liegen. 
Diese ordnen sich zu » + 1 Simplexen zusammen, deren Zahlen auch dem 
Vorzeichen nach mit §%, J, ---, Jet” resp. identisch sind. Wir 
haben also: er 


1 


wenn 3 die Zahl des Hauptsimplexes ist, womit unser Satz bewiesen ist. 

Kehren wir nun wieder zu unserem speziellen Falle zuriick, so ist es 
leicht zu sehen, dab die GréBe 3 = W — 4a M, — 4a fiir das Pentatetraeder 
bei transversaler Zerlegung ungeiindert bleibt: Es sei ABCDE durch 
Teilung der Kante DE in F' transversal zerlegt in zwei Pentatetraeder 
mit den GréBen J, W’, M,’, resp. 3’, W”’, M,”. Den Raumwinkel an 
der Fliiche ABC wollen wir kurz mit << ABC bezeichnen, und die ent- 
sprechende Bezeichnung fiir die anderen Raumwinkel einfiihren. Es be- 
deute ferner rt die Keilzahl, die zu dem vierdimensionalen Keil an der 
Kante DE gehért. Es ist dann (s. Fig. 3*)) 


W+W" =W+xDEA+xDEB 


B 

q\ +x DEC + 82, 
| 

‘/ \ 


M,’ + My” = M, + cr. 


Es ist aber t gleich dem Ver- 
au \ hiltnis des Inhalts des sphirischen 
“wow \ 1 Dreiecks mit den drei Winkeln 
DEA, DEB wd DEC auf einer 
Kugeloberfliiche zu dem Gesamtinhalt 
dieser Kugelfliche. Dieses Verhiiltnis ist aber gleich dem Verhiiltnis des 
sphirischen Exzesses der Summe dieser Winkel zu 4x. Wir haben also: 
7 Re DEA+XDEB+ X DEC— a 
4x 








Fig. 3. 


Also: 
V+tM=xDEA+x DEB+<x DEC+32x 
— (mm, + EDEALKDEBY EDFO—*) 4, _ gg 
=W— M42 —4x = 3. 
Wir haben also den 
Satz 3: Die Gripe 3 =W —M,4a — 4a, wo W die Winkelsumme 
und IM, die Summe der Eckenzahlen des Pentatetraeders bedeutet, bleibt bei 
beliebiger Zerlegung des Pentatetraeders ungedndert. 


*) Es ist nur die transversal geteilte Basis BCDE gezeichnet. 
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§ 2. 
Die GréBe 3 im Euklidischen R,. 


Um zu beweisen, daB 3 fiir den Euklidischen Raum verschwindet, 
lassen wir eine Keke des Pentatetraeders ABCDE, etwa die mit dem 
Scheitel FE, ungeiindert und verschieben den gegeniiberliegenden Raum 
ABCD parallel mit sich gegen FE hin. Bei dieser Verschiebung werden weder 
die Winkel noch die Eckenzahlen eine Anderung erfahren. Endlich lassen 
wir den Raum durch den Eckpunkt FE selbst hindurch gehen und kon- 
struieren eine Hypersphiire mit dem Zentrum in EF. Dann werden simt- 
liche Raiume des Pentatetraeders in ihrer gegenseitigen Lage auf das Be- 
grenzungsgebilde dieser Hypersphire 
abgebildet. Die Einzelheiten dieser 
Abbildung kénnen wir uns folgender- 
maBen veranschaulichen (s. Fig. 4). 

Eine zweidimensionale Kugelflaiche 
(eine gréBte Kugel auf der Hyper- 
sphiire) stellt den zu A BCD parallelen 
Raum dar, ein innerhalb derselben 
liegendes Tetraeder abed ist das Ab- 
bild der Ecke mit dem Scheitel EF. 
Verliingern wir jetzt die Kanten 
dieses Tetraeders bis zum Schnitt mit 
der Kugelfliiche in Z, Z’, resp. H, H’; 
©, 0’; K, K’; A, A’; M, M, dann 
sind die vier Tetraeder (deren eine 
Seitenfliche stets ein Stiick der Kugeloberfliiche ist) aZHO, DH’KA, 
cQ’K’M, dZ’M’‘A’ die Bilder der vier Ecken des Pentatetraeders mit den 
Scheiteln A, B, C, D. Es ist ferner nach unserer Definition die Ecken- 
zahl jedes dieser Tetraeder gleich dem Verhiiltnis einer Seite zu dem Ge- 
TO segp, 2, 2H To) TM) 
V My... ee ee a 
wenn 7'(a) usw. den Inhalt des Tetraeders, das der Ecke mit Scheitel A usw. 
entspricht, bedeutet, wenn ferner V der Gesamtinhalt des Hypersphiiren- 
raumes oder, was dasselbe ist, der doppelte Inhalt des von der Kugelfliche 
begrenzten Raumstiickes ist. Wir haben jetzt den Ausdruck zu bilden: 





Fig. 4. 


samtinhalt des Kugelraumes, also gleich 


¥ -w-% ST —A4x. 


Es ist dann: 
RY 1 Ww 
ares ‘eg. F-4t—!. 
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Man wird aber unschwer erkennen: Wenn £ den Flichenwinkel des 
Tetraeders abed an der Kante ZZ’ bedeutet (der gleich dem Raumwinkel 
an der Fliche ABE ist), dann ist £. V gleich dem Inhalt s. desjenigen 
Raumstiickes, das von den beiden Ebenen, welche den Flichenwinkel 
bilden, aus dem Kugelinnern herausgeschnitten wird, und zwar ist der- 
jenige Teil dieses Raumes zu nehmen, in dem abed enthalten ist und der 
sich auf die Oberfliiche der Kugel mit zwei Zweiecken mit gemeinsamen 
Scheiteln stiitzt. Das Entsprechende gilt fiir die entsprechend bezeichneten 
GréBen 7, 4, x, 4, u und Sy» S95 S,, 8; 8,- Bedeutet « den Raumwinkel des 
gegebenen Pentatetraeders an der Fliche BCD, dann ist x V gleich dem 
Inhalt s, desjenigen der beiden Raumstiicke, die aus dem Inneren der Kugel- 
fliche durch die Ebene durch ¢, b und d ausgeschnitten wird, in dem das 
Tetraeder abed nicht liegt, und das Entsprechende gilt fiir die entsprechend 


bezeichneten Winkel £, y, 6. — Wir haben also jetzt den Ausdruck zu 
untersuchen: 


= V om ~ (5. +5, + 85 + & +8, +5, + 8 +5; +8, + 5) — ZT — JV. 
x a : ; 


Wir haben in unserer Konfiguration vier verschiedene Gebiete: 1. das 
Innere des Tetraeders abcd, 2. das Innere der vier _,,Scheitelriume“ 
aZH® usw., 3. die vier abgestumpften Pyramiden chdZ'H’O’ usw., 4. die 
sechs dachférmigen Riume, die den sechs Kanten des Tetraeders abcd 
entsprechen, wie z. B. adHOA’M’.. Es werden nun die Riume der zwei 
ersten Gruppen von den zehn s-Raumen gerade sechsfach tiberdeckt, die 
Raiume der zwei letzten Gruppen vierfach; 27’ ist definitionsgemiéB der 
Inhalt der Ritume der beiden ersten Gruppen. Wir haben demnach das 
Resultat, daB die GréBe: 


FGstet++:)-27 


gerade gleich dem doppelten Inhalte der Kugel, also gleich V ist. Und 
damit ist bewiesen: 

Satz 4. Im Euklidischen Rawme von vier Dimensionen ist die Gripe 
3 =W—4axM, — 4 stets gleich Null; d.i.: Es ist die um 4x vermin- 
derte Winkelsumme gleich der Summe der Eckenzahlen multipliziert mit 4a. 


§ 3. 
Die GréBe 3 und der Inhalt im Nicht-Euklidischen R,. 


Zuniichst werden wir zeigen, da®B 3 im Nicht-Euklidischen R, nicht 
immer verschwindet. Dazu ist es nétig, besondere Pentatetraeder so- 
wohl in einem R, mit negativem als auch in einem R, mit positivem 
Kriimmungsma8 zu finden, fiir die 3 von Null verschieden ist: 
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1. Im Raume mit negativer Kriimmung — im ,,hyperbolischen“ Raume — 
betrachten wir ein Pentatetraeder mit lauter gleichen Raumwinkeln, deren 
simtliche Ecken im ,,Unendlichen“ auf dem die Mafbestimmung vermit- 
telnden absoluten Gebilde liegen. Dann ist die zu jeder Ecke gehérige 
Zahl gleich Null, jeder Raumwinkel aber gleich dem Flichenwinkel des 
reguliren Euklidischen Tetraeders, also gleich arccos ; . Es ist also: 


1 
$= 10 arecos 4x <0). 


2. Raum mit positiver Kriimmung: Wir wiihlen ein Pentatetraeder, 


deren siimtliche Kanten gleich einem Quadranten sind. Dann ist die Zahl 
jeder Ecke gleich a und jeder Raumwinkel gleich <. Es ist also: 


a a : 
$= 10-5 —5.—-4a—4a=-— 7 <0. 


Wir kénnen also schon jetzt das Resultat aussprechen: Daf Q fiir 
Jjedes Pentatetraeder verschwindet, ist eine charakteristische Ligenschaft des 
Euklidischen R,. Wir wollen nun aber beweisen, daB 3 fiir alle Penta- 
tetraeder des R, mit nicht verschwindender Kriimmung negativ ist, indem wir 
zeigen, daB 3 eine einfache geometrische Bedeutung hat, daB 3 némlich 
gleich dem Inhalt des zugehirigen Pentatetraeders ist, wenn der Inhalt 
des ganzen Raumes gleich 8 gesetzt wird. Dieser Beweis wird fiir den 
R, mit positiver Kriimmung ganz genau entsprechend dem altbekannten 
Beweis gefiihrt, der das Resultat liefert, daB der Inhalt des sphiirischen 
Dreiecks gleich dem sphiirischen ExzeB ist, wenn der Inhalt der ganzen 
Kugeloberflache gleich 42 angenommen wird. Sei niamlich das Penta- 
tetraeder A, A, A, A, A; vorgelegt. Der Einfachheit halberneh men 
wir an, daB diese Mannigfaltigkeit ganz innerhalb eines der beiden 
Teile fallt, in die eine ,gréBte“ Hypersphire H (linearer Raum unserer 
MaBbestimmung) den ganzen Raum teilt. Nennen wir kurz diesen 
Teil ,,das Innere“ von H. Dann verliingern wir die zehn Kanten nach 
beiden Seiten bis zum Schnitt mit H und betrachten folgende zwei 
Gattungen von Riaiumen, die das Innere von H durchsetzen: 1) Die fiinf 
Riume, die von H und je vier Geraden (Verliingerungen von Kanten) 
gebildet werden, die durch eine Ecke hindurchgehen (Tetraederstrahlraum); 
2) die zehn Riume, die von H sowie von je zwei Riumen (Verliingerungen 
von Seitenriiumen des Pentatetraeders) gebildet werden, die durch eine 
Seitenfliche des gegebenen Pentatetraeders hindurchgehen (Doppelkeilraum). 
Nehmen wir den Inhalt des ganzen Raumes als 82 an, also den Inhalt D 
von H als 42, so haben wir: der Inhalt jedes der fiinf Riume der ersten 
Kategorie (7,,---, Z;) ist gleich der zugehérigen Eckenzahl, multipliziert 
mi 82; der Inhalt jedes der zehn Riiume der zweiten Kategorie (K,,--- Kyo) 

38* 





584 M. Dex. 


ist gleich dem Verhiiltnis des zugehérigen Raumwinkels zu 22, multipliziert 
mit 8z. Es ist dann einerseits: 


> K,-2 >) 7, = SS* — 2, -8a = 49 + 162 = 43 + 4D. 


Andererseits kann man sich aber durch sorgfiltiges Studium der ent- 
stehenden Figur ohne wesentliche Schwierigkeiten iiberzeugen, daB die 
Riume der beiden Kategorien, die der zweiten einfach positiv gerechnet, 
die der ersten doppelt negativ gerechnet, das Innere von H mit Aus- 
nahme des Inneren des Pentatetraeders gerade viermal positiv iiberdecken, 
das Innere des Pentatetraeders selbst aber gerade ()-mal iiberdecken, so 
daB wir haben 





> K,—25T,=4D —4J, 
wenn J der Inhalt des betrachteten Pentatetraeders ist. Daraus folgt aber 
J=—3, 
was bewiesen werden sollte. Wir haben also den Satz: 

Satz 5: In einem Raume von vier Dimensionen positiver Kriimmung 
(Hypersphiirischer Raum) ist die GriBe J =W—4axM,— 4a (d. i: die 
Summe der Raumwinkel vermindert um 42 mal der Summe der Ecken- 
zahlen, vermindert um 42) stets <0 und e3 ist 3 gleich dem negativen 
Inhalt des zugehirigen Pentatetraeders, wenn der Inhalt des ganzen Raumes 
gleich 8x gesetat ist. 

Bedenken wir nun die Méglichkeit, Satze aus Riiumen mit positiver 
Kriimmung unmittelbar auf Riiume mit negativer Kriimmung zu iiber- 
tragen, erinnern wir uns ferner daran, daB 3 auch im hyperbolischen 
Raume in einem Falle als negativ nachgewiesen werde, so folgt der Satz: 

Satz 6: In einem Raume von vier Dimensionen und negativer Kriim- 
mung (Hyperpseudosphiirischer Raum) ist die Gripe J=W—4aM,— 42 
stets <0, und es ist 3, abgesehen von einer negativen multiplikativen Kon- 
stante, gleich dem Inhalt des zugehdrigen Pentatetraeders. 

Wir sehen also: die GréBe 9 fiir vier Dimensionen ist das genaue 
Analogon zu der von uns betrachteten Gréfe J im R,, d. i. dem Winkel- 
summenexzeB in der Ebene. Nur tritt uns hier der bemerkenswerte 
Unterschied entgegen, daB 3 fiir jeden Raum, der eine von Null ver- 
schiedene Kriimmung hat, dasselbe Vorzeichen hat. 

Satz 7. Ist fiir irgend ein Pentatetraeder die Zerlegungsinvariante 3 
gleich Null, so ist sie fiir jedes Pentatetraeder gleich Null. — Ist 3 fiir 
irgend ein Pentatetraeder von Null verschieden, so ist sie fiir jedes < 0. 

So lautet das Analogon zu den Legendreschen Siitzen im R,. In 
drei Dimensionen dagegen gibt es nichts derartiges: Die von uns auf- 
gestellte GréBe 3, das bis auf einen konstanten Faktor einzige lineare 
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Aggregat der Winkelsumme und der Summe der Eckenzahlen, das sich 
invariant verhalt bei einer Zerlegung des Tetraeders, ist fiir jedes Tetraeder 
einer beliebigen MaSbestimmung gleich Null. Dasselbe trifft auf die 
GréBe J’ fiir den R, zu (siehe § 3 des ersten Abschnittes). 


Schluf bemerkungen. 
I. Ausblick auf hoéhere Dimensionen, 


Soweit ich es bis jetzt tibersehen kann, gestalten sich die Verhiiltnisse 
in héheren Riiumen ganz entsprechend, so daB ich folgende Resultate, 
allerdings bloB vorliufig, aussprechen méchte: 


1) In einem R, gibt es [*| + 1 Beziehungen zwischen den An- 


zahlen der Begrenzungsmannigfaltigkeiten einer nur von Simplexen be- 
grenzten Mannigfaltigkeit. 

2) Die Eulersche Formel fiir den R,,,, folgt direkt aus den Euler- 
schen Formeln fiir die niedrigeren Riume, fiir den R,,,, dagegen mittels 
Konstruktion einer neuen Zerlegungsinvariante fiir den R,,. 

3) In Réumen von gerader Dimensionenzahl gibt es eine Zerlegungs- 
invariante 3 mit folgenden Higenschaften: 

a) Sie ist ein lineares Aggregat der Eckenzahlen, Keilzahlen, etc. 
endlich der Summe der Raumwinkel des Simplex. 

b) Ihr Verschwinden fiir jeden Simplex ist charakteristisch fiir den 
Euklidischen Raum, im Nicht-Euklidischen Raume ist sie dagegen, ab- 
gesehen von einer multiplikativen Konstanten, gleich dem Inhalt des 
Simplex. 

c) Es kann also der Inhalt eines Simplex im R,,, wenn der Inhalt 
fiir Simplexe niederer Riume als bekannt vorausgesetzt wird, in ein- 
fachster Weise ,,konstruktiv“ gefunden werden, was nicht zutrifft fiir den 
Inhalt im R,,,, (z B. fiir den R,). 

d) Fiir den R,, hat 3 stets dasselbe Vorzeichen, ob der Raum 
positiv oder negativ gekriimmt ist, fiir einen R,,,, hat 3, jenachdem der 
Raum positiv oder negativ gekriimmt ist, verschiedenes Vorzeichen. 

Man weif, da® der Inhalt des Nicht-Euklidischen Tetraeders als 
Funktion der Flichenwinkel desselben sich, abgesehen von elemeutaren 
Funktionen, durch Integrallogarithmen ausdriicken liBt. Es wiire vielleicht 
nicht ohne Interesse, die Funktionen der Raumwinkel aufzustellen, von 
denen der Inhalt des Simplex in fiinf Dimensionen abhiingt, um so das 
dritte Glied in der Kette der Funktionen: lineare Funktion, Integral- 
logarithmus, etc. zu bekommen. Denn diese Funktionen geniigen, weil sie 
Zerlegungsinvarianten sind, recht einfachen Funktionalgleichungen. 
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Il. Das metrische Hilfsmittel zur Ableitung der Eulerschen Formel. 


Es mag vielleicht etwas unsystematisch erscheinen, da8 wir uns zur 
Ableitung der Eulerschen Formeln metrischer Vorstellungen bedient haben. 
Wir haben das allein deswegen getan, um uns den Beweis fiir einen Satz 
aus der Analysis situs zu erleichtern (oder ganz zu ersparen), der fiir die 
Ebene folgendermafen lautet: Ist ein Dreieck irgendwie einfach in Teil- 
dreiecke zerlegt, so kann man jeder Ecke jedes Teildreiecks eine soiche 
Zahl zuordnen, daB diese Zahlen um jede Teilecke herum sich zu einer 
bestimmten von der Teilung unabhiingigen Zahl, und ebenso an jeder 
Ecke des Hauptdreiecks sich zu einer von der Teilung unabhiingigen Zahl 
ergiinzen. Und entsprechende Siitze tiber Zahlen an Ecken und Kanten 
eines Tetraeders, resp. iiber Zahlen an Ecken, Kanten und Flichen eines 
Pentatetraeders haben wir fiir die Ableitung der Eulerschen Formel fiir 
den R, resp. den R, benutzt. Die Beweise dieser Siitze, die in einer 
Geometrie, in der die Winkelkongruenzaxiome gelten, evident sind, bilden 
das einzige metrische Element in unsern Beweisen fiir die Eulersche 
Formel (abgesehen natiirlich von’ der Methode 1 des § 1). Die Siitze 
selbst gehéren durchaus dem Gebiete der Analysis situs an. Dasselbe 
metrische Element steckt in den Auseinandersetzungen des § 1 des 2. Ab- 
schnitts. Es scheint mir iibrigens die dort auseinandergesetzte Methode, 
bezw. der Beweis des Satzes 2 fiir zwei resp. drei Dimensionen der einfachste 
Weg zu sein, um zu zeigen, daB die Gréfe ,Grundlinie und Hohe“, resp. 
»Grundfliche und Hohe“ Zerlegungsinvariante fiir das Dreieck resp. fir 
das Tetraeder im Euklidischen Raume ist. 
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Uber Dreieckskonstruktionen in der Nichteuklidischen Geometrie. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn F. Klein.) 
Von 


Max Srvon in StraBburg i./E. 


In dem Werk: H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, Sammlung 
Schubert 49 ist nicht erwihnt, daB die Konstruktion des rechtwinkligen 
Dreiecks aus den Winkeln, samt dem ,abgeleiteten“ Dreieck sich in den 
Annalen schon Oktober 1896 findet. Die Konstruktion des beliebigen 
Dreiecks folgt daraus mittels der polaren Formel zum Kosinussatz so 
einfach, daB ich sie in meiner Vorlesung den Horern iiberlieB. Ich habe 
l. ce. auch nicht gelesen, daB die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen beide Katheten gleich der Paralleldistanz zu 45° sind, die Distanz 
zu 30° ist, waihrend die Héhe dieses Dreiecks die Distanz zu 60° ist. Also 
auch in der N. E. G. lift sich der rechte Winkel mit Zirkel und Lineal 
dritteln. 

Ferner: Wird bei einer Distanz x die abgeleitete s und ihr Parallel- 
winkel 6, genannt (Crelle 109), so ist die hyperbolische Tangente von 


» @ gleich der zyklischen von —-(90—4,). 


Ich hatte in Crelle 107 p. 84 einen elementaren Beweis der ersten 
Lobatschefskischen Konstruktion des Parallelwinkels gegeben, der in dem 
Falle a) einem Einwand unterliegt, der unschwer zu beseitigen ist, eigent- 
lich schon dadurch, daB auf dem Strahl anBer seinem Zentrum kein aus- 
gezeichneter Punkt liegt. Dieselbe Beweismethode gilt genau fiir die 
Engelsche Koustruktion, nur ist sie noch einfacher durchzufiihren. Es ist 
dann nur zu zeigen, daB auf jedem schneidenden Strahl ein Punkt liegt, 
fiir welchen die Strecke des Strahls gréBer ist als die Basis und fiir die 
Nichtschneidende umgekehrt. Das erstere ist fiir den Schnittpunkt und 
alle hinter ihm liegenden Punkte selbstverstiindlich; das zweite kann 
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allgemein bewiesen werden wie folgt. (Fig. 1.) Bx sei parallel g, BG sei 
Paralleldistanz zu 4, dann ist jede Nichtschneidende von g eine Schneidende 
von Goo und fiir den Schnittpunkt S sicher BS< Aoo. Will man die 











"Wig. 1 


Einfiihrung der Distanz zu 7 bemingeln, so mu8 man spezialisieren; da ist 
nur der eine Fall interessant, wo die Nichtschneidende von g durch P 


und ihre Symmetrische durch A zu y sich vor ihrer resp. kiirzesten Ent- 
fernung auf der Symmetrieachse schneiden. Es ist zu zeigen (Fig. 2), daB 








BP<AC oder AC>AP’ oder x AP’C>ACP’. Es ist aber 
AP’C=90—38, (d=2P’K) wd P’CA=90—g. Es ist p> QXC 
und QXC oder P’ XK > 0, weil XK als Teil von PK kleiner als P’ K ist. 


StraBburg i/E., 7. Aug. 1905. 











